Google 


This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world’s books discoverable online. 


It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that’s often difficult to discover. 


Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book’s long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 


Usage guidelines 


Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 


We also ask that you: 


+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 


+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google’s system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 


+ Maintain attribution The Google “watermark” you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 


+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can’t offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a bookK’s appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 


About Google Book Search 


Google’s mission is to organize the world’s information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world’s books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 


athttp://books.qooqle.com/ 


Google 


A propos de ce livre 


Ceci est une copie numérique d’un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d’une bibliothèque avant d’être numérisé avec 
précaution par Google dans le cadre d’un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l’ensemble du patrimoine littéraire mondial en 
ligne. 


Ce livre étant relativement ancien, il n’est plus protégé par la loi sur les droits d’auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 
“appartenir au domaine public” signifie que le livre en question n’a jamais été soumis aux droits d’auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 
expiration. Les conditions requises pour qu’un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d’un pays à l’autre. Les livres libres de droit sont 
autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 
trop souvent difficilement accessibles au public. 


Les notes de bas de page et autres annotations en marge du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 
du long chemin parcouru par l’ouvrage depuis la maison d’édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 


Consignes d’utilisation 


Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages appartenant au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s’agit toutefois d’un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 


Nous vous demandons également de: 


+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l’usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d’utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 


+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N’envoyez aucune requête automatisée quelle qu’elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d’importantes quantités de texte, n’hésitez pas à nous contacter. Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l’utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 


+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d’accéder à davantage de documents par l’intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 


+ Rester dans la légalité Quelle que soit l’utilisation que vous comptez faire des fichiers, n’oubliez pas qu’il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n’en déduisez pas pour autant qu’il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d’auteur d’un livre varie d’un pays à l’autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l’utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l’est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d’auteur peut être sévère. 


À propos du service Google Recherche de Livres 


En favorisant la recherche et l’accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le frangais, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 


des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l’adresse http : //books.gqoogle.com 


ITHE 3008.2 -i 









JONO 


00 


Gris) 


Zo 








HARVARD 
COLLEGE 
LIBRARY 





TRAITÉ 


CALCUL DIFFÉRENTIEL 


DE CALCUL INTÉGRAL. 


a. 
a 


rte du Jardinet, n° 12. 


RP ES E SEEEEEEESEEEEDEE 
IMPRIMERIE DE HUZARD-COURCIER» 
| 


| 


TRAITE 
ÉLÉMENTAIRE 


DE 


CALCUL a 


DE CALC oyn IvTÉcRA, : 
PA S IICA 


PAR S F. LACROIX. -> A 





QUATRIÈME ÉDITION, 
REVUE, CORRIGÉE ET AUGMENTÉE. 





J | 
2 PARIS, 
BACHELIER (SUCCESSEUR DE M= V* COURCIER), 
LIBRAIRE POUR LES MATHÉMATIQUES, 
QUAI DES AUGUSTINS, N° 
ET A BRUXELLES, 
A LA LIBRAIRIE PARISIENNE. 


1828. 


i 


PARRVARO 
BOLLEBE | 







La première édition de ce Traité était précédée de 
Réflexions sur la manière d’enseigner les Mathéma- 
tiques, et d’apprécier, dans les examens, le savoir de 
ceux qui.les ont étudiées ; on ne trouvera point ici ces 
Réflexions , parce qu'ayant reçu de nouveaux dévelop- 
pemens, elles font partie de l’ouvrage que l Auteur a 
publié sous le titre d’Essais sur l'Enseignement en gé- 
néral , et sur celui des Mathématiques en particulier. 





Tout Exémplaire du présent Traité qui ne por- 
terait pas, comme ci-dessous, la signature de 
l’Auteur, sera contrefait. Les mesures nécessaires 
seront prises pour atteindre, conformément à la 
Loi, les fabricateurs et les débitans de ces Exem- 


plaires. 





VPEA 





e aa ddd 


TABLE DES MATIÈRES. 





PREMIÈRE PARTIE. 
Calcul différentiel. 


Norrons préliminaires et principes de la différentiation 


des fonctions d’une seule variable, page i 
Ce qu'on entend par le mot fonction, ibid. 
De la Limite dont est susceptible le rapport des accroïssemens d’une 

fonction à ceux de la variable dont elle dépend, 3 
Définitions relatives au Calcul différentiel, 5 
Des différentielles des fonctions égales , et des quantités qui sont les 

limites d’une même grandeur variable, 8 


Détermination de la limite du prodait et de celle du quotient de 
deux quantités qui varient ensemble, 


9 
Règles pour différentier les fonctions algébriques d'uns seule 
variable, 13 


Des différentiations successives, - 22 


Développement d'une fonction quelconque d’an rite À ou Théo- 
rème de Taylor, 25 


Théorème de Stirling, pour développer les fonctions, 28 
De la différentiation des fonctions transcendantes, 31 


Des fonctions exponentielles et de leur dévelappement, ibid. 


Des fonctions logarithmiques et de lenr développement, 35 `i 
Des fonctions exponenticiles compliquées, 4a 
Des fonctions circulaires , o. € 43 
- Développement des fonctions circulaires,  . 48 
De la différentiation des fonctions de deux ou d’un 
plus grand nombre de variables, . 52- 


Théorème de T'aylor, étendu aux fonctions de deux variables , ibid. 
a 


yj TABLE 


Identité des coefficiens différentiels obtenus par des différentiations 
efféctuées dans un ordre varié, page 56 
Règles pour la différentiation des fonctions de deux variables, -58 
Distinction entre les différences et les différentielles partielles, 6o 
Recherche des coefficiens différentiels des divers ordres, 6r 
Remarques sur les diverses acceptions dans lesquelles on peut in- 
diquer la diférentiation des fonctions, et sur les notations qui s’y 
rapportent, 63 
Règle générale pour différentier les fonctions, 
Du développement en série des fonctions de deux variables, 65 


De la différentiation des équations quelconques à deux - 


variables , , 66 


Règle générale, & 
Formation des différentielles successives d’une équation proposée, 71 
De l'élimination des constantes , 

De celle des fonctions variables, 2 
Application au développement des fonctions, 


Usage du Caloul différentiel pour trouver les racines égales des’ 


équations algébriques, 8a 
Application du Calcul différentiel à la théorie des 
courbes , 84 
Réflexions sur la métaphysique du Calcul différentiel, 85 
A quelles lignes correspondent les différentielles , 87 
IVote sur la manière dont Leibnitz envisageait le Calcul différentiel 
ibid. 
Note sur les différens ordres dinfiniment petits , - 89 
Comment on reconnait de quel côté une courbe tourne sa con- 
cavité , 9I 
Limite du rapport de larc d’une courbe à la corde qui le sou- 
tend , ibid, 


Expression de la différentielle de l’arc d’une courbe quelconque, 92 
Expression de ła différentielle de Paire d’une courbe quel- 

conque, 93 
Expressions dÔa soutangente, de la tangente, de la PRE et 

de la sounormale, 
Équations de la tangente et de la normale, 96 
Des asymptotes des courbes, 100 


Des courbes osculatrices , * 103 


pe UE ed 


DE3 MATIÈRES. vij 


Da cercle osculateur et de sa détermination, page 103 
Des osculations et des divers contacts en général, 108 
Propriétés du cercle osculateur, 109 
Définition de la courbure et du rayon de courbure, 310 
Propriétés dę la développée, 112 
Application de la théorie du rayon de courbure, 114 


Recherche des points singuliers des. courbes , et examen 
des valeurs particulières que les coefficiens difiren- 


tiels prennent dans certains cas, 118 
Du maximum et du aironi des ordonnées et des .abscisses des 
courbes , +19 
De Pinflexion et du inician, Hat 
Du rebroussement de la seconde espèce , se. 


` Des points multiples, 
Des points isolés ou conjugués, z 
De ce que deviennent les coefficiens différentiels , dans les points 


singuliers , 128 
Comment ta série de Taylor E en défaut, = Bo 
Règle générale pour découvrir les points singuliers, 135 


Recherche des vraies valeurs des expressions qui de- 
viennent 2, 136 


Règle générale pour les fonctions données explicitement per une 
seule variable, 


137 
pour celles qui DS nn d’une équation où les 





variables sont mêlées, . 144 
Détermination analytique des maximums et des minimums , 145 
Exemple de P Analyse d’une courbe, 15i 
Des courbes transcendantes,  : 162 
De la logarithmique, ; ibid. 
De la cycloïde, | 16 
Des spirales, 191 
Des coordonnées polaires, 1973 
Expressions des différentielles des coordonnées polaires., des sou- 

tangentes, etc., 194 


Transformation des coordonnées rectangles en polaires, ct réci- 
A use í r 17 


ur ere Hi ve 


- -œ e -g 


yi . ARDE 
Transformation, en coordonnées poles, , de l'expression du rpyoti 
..fle courbure, ` . page ab 
Dý changement de. la variable indåpendanie, ou com- 
ment on change la différentielle qu’on a prise pour 
constante ,.en une autre qui né le soit plus, 184 
Formules pour transformer ane ‘expression différontielle dans las 
quelle on.a supposé constante l’uné des différentielles, en une 





 putre où toutes deux soient variables, 185 
assage de cette transformation à une relation donnée, 187 
interprétation géométrique de ces changemens; . . .… ` 189 
De la différentiation des équations snbllsnses T 190 
De l'élimination entre deux équations différentielles , ibid. 
De la différentiation des Tee contenant plus d’une 
variable indépendante G 194 
Différentiation des équations à trois variables, | | ibid. 
-——— à plus de trois variables, 196 
Élimination des fonctions arbitraires, 197. 
Application du Calcul différentiel à -la théorie des 
ia surfaces courbes , E 200 
De la génération des surfaces, |, ibid. 
Condition de leur continuité, équations Ress de Jeurs sec- 
tions, 203 
Des lignes de plus acte pente, des plans tangine. et des nor- 
males, 206 
De Ía courbure des surfaces ; 21I 


Hes points singuliers des surfaces courbes, et des maxi- 


c Jmums ef minimums des fonetions de plusieurs va- 
viables , : — 218 


'Procédé analytique pour déterminer ces maximums et ces mi- 


‘ ‘nimums, 218 


De L'applivétion ‘ds Calcul différentiel a aux ur à 


‘double courbure , et des surfaces dévéloppables , 223 


Leurs tangentes , plans osculateurs, différentielle de leur arc , id, 





DES MATIÈRES. IX 
Des surfaces déreloppables; et Ñes plans normaux des courbes, 2$ 


Des diverses courbures on flexions des courhes, 232 
SECONDE PARTIE. 
Calcul intégral. 


De Pintégration des fonctions rationnelles d’une seule 





variable , 235 
Définition du Calcul intégral, ibid. 
Note sur l’origine du signe f, et sur les idées de Leibnitz con- 

cernant le Calcul intégral, . 238 
Constantes qu’on peut sortir du signe f, 239 
Intégration des fonctions monomes, ibid. 

de la différentielle logaritkmique, 240 
tles fonctions fractionnaires, aét 





Décomposition des fractions à intégrer, en fractions partielles, et de 
l'intégration de celles-ci, 243 





Procédés abrégés poar opérer cette décomposition ; 248 
Moyen d’éviter les imaginaires, 252 
Exemple, 258 
De l'intégration des fonctions irrationnelles , 262 
Des fonctions contenant le radical Y 4 + Bz + Cr’, 263 
Expressions edes sinus et des cosinus en exponentielles imaginaires, 267 
Recherche des facteurs de la fonction z” a*, 250 
de la fonction x3» == apx" +gq, 275 

De l'intégration des différentielles binomes, 277 
Dans qnels cas on les rend rationnelles , ibid. 
Ce que cest que l'intégration par parties, 279 
Procédé pour ramener les‘ différentielles binomés à d’autres plus 
simples par rapport aux exposans, 280 
De l'intégration par les séries , 289. 
Expression du logarithme, 290 
Expression de l'arc de cercle par sa tangente, 201 
Distinction des séries en ascendantes et descendantes, ibid. 


Expression de l'are de cerele par son sinus, 204 


+ 


x TABLE 


De l'intégration des fonctions’ logarithmiques et expo- 


nentielles , page 298 
Des fonctions logarithmiques, ibid. 
Des fonctions exponentielles, 302 
De l'intégration des fonctions circulaires , 805. 
Conversion des puissances du cosinus et du sinus d’un arc, en cosi- 

nus et sinus de ses multiples, á 309 
Note sur la transformation inverse de la précédente, 314 
Intégration immédiate des différentielles de la forme dzsin z™ cos z”, 

317 
Méthode générale pour obtenir les valeurs approchées 

des intégrales, | 322 
De la nature des intégrales, et des constantes qu’il faut y ajou- 

ter, ibid. 
Ce qu’on entend par les limites d'une intégrale, 323 
Intégrales indéfinies, intégrales définies , ce que c’est, ibid. 
Séries pour approcher d’une intégrale quelconque, 3a5 
Comment une intégrale est une somme, 329 
Limites de sa valeur, 330 
Confirmation de ce qui précède, par des considérations géomé- 

triques, 33r 
Application de la méthode ci-dessus, 337 
Développement des intégrales par la série de Bernoulli, 34o 
De l'intégration des fonctions différentielles du second ordre et des 
ordres supérieurs , 34r 


Application du Calcul intégral à la quadrature 
des courbes et à leur rectification, à l'éva- 
luation des volumes terminés pardes surfaces 
courbes et à la quadrature de leurs aires. 


De la quadrature des courbes , 344 


De celle des paraboles , ibid. 
De celle des hyperboles et de leurs espaces asymptotiques, 347 


. Comment ceux de l’hyperbole ordinaire répondent aux loga- 
rithmes , 349 


Du cercle, de l’ellipse et de l'hyperbole, 351 


DES MATIÈRES 3j 
De leurs sectenrs, page 353 


De la logarithmique , 356 
as ; 
De la courbe dont l'équation est y = =i ibid. 
De la cycloïde, 358 
Des spirales, 359 
De la rectification des courbes, 361 
De celle des paraboles, ibid. 
Du cercle, de lellipse et de l’hyperbole, ‘ 363 
De la cycloïde, 364 
Des spirales, 365 


De la cubature des corps terminés par des surfaces 
courbes, de la quadrature de leurs aires, et de 





l’intégration des différentielles partielles, 366 
Des surfaces de révolution, ibid. 
Des volumes terminés par des surfaces courbes en général, 369 
De l'intégration des différentielles partielles, ou des intégrales 

doubles, 371 
Wote sur les intégrales définies de ce genre, 372 
Application à la sphère , 374 
Des intégrales doubles, considérées comme des sommes, 376 
Des aires dcs surfaces courbes en général, 378 
Application à la sphère, 379 
Des intégrales triples, 380 
De l'intégration des différentielles totales contenant 

plusieurs variables indépendantes , 382 
Différentielles à deux variables , ibid. 

à plus de deux variables, 
Comment on pent différentier sous le sigue f, 389 
De l'intégration des équations différentielles 
à deux variables. 
De la séparation des variables dans les équations dif- 

férentielles du premier ordre , 391 

-Des équations homogènes, 393 


De l’équation du premier degré et du premier ordre, 397 


xij TABLE ` 
De l'équation de Riccati, ` page 399 


` 


Recherche du facteur propre à rendre intégrable une 


équation différentielle du premier ordre , o4 
Équation d’où dépend le facteur, 407 
Théorème des fonctions homogènes, 410 
Des équations du premier ordre dans lesquelles les dif- 

férentielles passent.le premier degré, fie 
Équations que la üdifférentiation rend plus faciles à intégrer, 417 
Exemple d’une solution particulière, 4x9 


De Pintégration des équations différentielles du second 
ordre et des ordres supérieurs , ibid. 


Développement de l'intégrale d’une équation différentielle d’un 
ordre quelconque à deux variables, nombre des constantes .arhi= 


traires qu’il contient, 420 
De la multiplicité des intégrales de ces équations, 424 
Intégration de quelques équations qui ne renferment a poini les va= 

riables primitives, 427 

d'équations qui n’en renferment qu’ane, 435 





Des équations du premier degré d’un ordre quelconque, ` 434 
Des équations simultanées du premier degré, 450 
De Pélimination entre les équations simultanées quelconques du 


premier ordre, 454 
Des solutions particulières des équations différentielles . 
du premier ordre, 456 
Leur liaison avec l’intégrale complète, 458 
Comment on les déduit de l’équation différentielle, 465. 


Méthodes pour résoudre par approximation les équations 
différentielles du premier et du second ordre ; 471 


Résolution de quelques problèmes géométriques dépen- 
dans des équations différentielles, 476 
Problèmes des trajectoires , 478 


De la construction géométrique des équations différentielles, 481 
nterprétation géométrique des solutions particulières , 483 


DES MATIÈRES. xiij 

De L'intégration des équations différentielles 

contenant trois ou un plus grand nombre 
de variables. 

Des équations différentielles totales , 486 


Conditions nécessaires pour qu’une équation à trois variables où 
les différentielles ne passent pas le premier degré, puisse avoir 
pour intégrale une seule équation primitive, 488 

Autre condition quand les différentielles sont élevées, 4g2 


Des équations différentielles totales qui ne satisfont pas 


aux conditions d’intégrabilité, 493 
Intégration des équations différentielles partielles du 
premier ordre, 496 


Note sur les considérations par lesquelles Monge liait l’intégration 
des équations différentielles partielles avec la génération des 


surfaces , 504 
De liniégrabion des équations différentielles partielles 

des ordres supérieurs au premier , 505 
Fsemple d’intégrales en séries , 8515 
De la détermination des fonctions arbitraires dans les intégrales - 

des équations différentielles partielles , 51g 


De la méthode des variations. 


Recherche de la variation d’une fonction quelconque, 


| 520 
Bat de cette recherche, ibid, 
Note sur a manière dont Euler représente les variations, par 
des différentielles partielles, 533 
Transposition de la caractéristique # après la caractéristique d, et 
sous le signe /, ibid. 
Développement de la variation des fonctions différentielles et des 
_ intégrales, 525 


Equations de condition qui doivent avoir lieu pour qu’une fonction 
différentielle soit intégrable par elle-même, 531 


xiv TABLE 
Des maximums et des minimums des formules inté- 


grales indéterminées , page 534 
Ce que c'est que les formules intégrales indéterminées, ibid. 


Caractères du maximum et du minimum de ces formules, 535 
Des équations qui déterminent la relation entre les variables, 536 
Des variations relatives aux limites des intégrales proposées, 537 


Récherche de la ligne la plas courte entre deux points, 54: 
Recherche de la ligne de la plus vite dessente, ou brachystochrone, 

| 546 
Des maximums et des minimums relatifs, 549 
Exemple du problème des isopérimètres, ibid. 


APPENDICE AU TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 
L DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 


Des différences et des séries. 


Du Calcul direct des différences, 55i 
Formation de la table des valenrs d’une fonction, par ses diffé- 

rences successives , 553 
Notations et principes du Calcul aux différences, . 555 
Fonctions qui ont des différences constantes, 561 


Construction des talles de logarithmes par les différences, ibid. 


Application du Calcul des différences à linterpolation 
des suites , 563 
Quand les quantités à interpoler répondent à des indices équidif- 


férens, 


Quand les indices sont quelconques, 569 
Formule de Lagrange, 592 
Comment on peut employer à la même interpolation un nombre 
infini de fonctions diverses, 574 
L’interpolation s’applique à la détermination approchée de f Xdr, 
575 


De l’analogie tles différences avec les puissances, 577 


Passage des différences aux différentielles, et démonstration da 
théorème de Taylor, | ibid. 


/ 








DES MATIÈRES. XY 


Analogie de la différentiation et de l’élévation aux puissances, 
page 580 

Expression générale des différences par les différentielles, 58: 

Expression inverse, 

Application à l’interpolation, 

Du calcul inverse des différences , par rapport aus 
fonctions explicites d’une seule variable , 

Définitions, notations, nature des constantes tiré de à 'in- 
troduire, 

De l'intégration des fonctions algébriques rationnelles , 

De l'intégration des fonctions transcendantes , 

Développement général de Ieu, 

Analogie des intégrales et des puissances négatives, 603 

De l'intégration par parties, 

Application du Calcul des différences à la sommation 
des suites , 605 


Séries directes et inverses des nombres figurés, 


De Pintégration des équations aux différences à deux 
variables , 


ES 


TTE 


È 


8 


Comparaison des équations aux différences avec les équations 


différentielles, Grx 
Intégration de l’équation da premier degré.et du premier ordre, 613 
Des équations du premier degré dans tous les ordres, 615 
Correspondance entre ces équations et les suites récurrentes 619 
Construction géométrique des équations aux différences, 62r 


Des équatious où les différences des deux variables sont aussi va- 
riables , ct problème général qui s'y rapporte, 


Des équations aux différences mélées, 625 
Application du Calcul intégral à la théorie des suites, 
626 

Sommation des suites par des intégrales, ibid. 
Sommation des diverses portions de la série de Taylor, 632 
Exemples des valeurs particulières que prennent les intégrales dé- 
finies, 635 
Expression de la circonférence du cercle en produits d'un nombre 
infini de facteurs, due à Wallis, 637 


Application des intégrales définies à l’interpolation des suites, 645 


Xf) ' TABLE DES MATIÈRES. 


Sommation de la. suite lr + le... . alz, page 647 
Exemple de l’usage des intégrales définies pour cxprimér les inté= 

grales des équations différentieltes partielles >» . 680 
Développement des fonctions en séries de sinas et de cosinus 

d’'arcs multiples , - 65a 
Théorèmes de M. Fourier, -. | T = 655 
Autre démonstration donnée, par M. Poisson, i = 664 
Nöte A, sur la méthode des mites, © > 667 


Norg B, sur les logarithmes imaginaires, 

Norte C, sur les intégrales doubles et définies, dont k AR 
différentiel dévient infini ‘entré les limites doane; et anr les 
Rene appelées et ja : 670 


vin DE LA TARLE DES MATIÈRES. | 





=: x 


-TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 


DE 


CALCUL DIFFÉRENTIEL- 
ET DE CALCUL INTÉGRAL. 





PREMIÈRE PARTIE. 
CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


Notions préliminaires et principes de la diffé- 
rentiation des fonctions d'une seule variable. 


1, Daxs cette partie de l'Analyse, on prend pour 
sujet le passage d’une ou de plusieurs quantités par 
différens états de grandeur, et les changemens qui en 
résultent dans d’autres ro dont la valeur dépend 
de celle des premières (*). 


2, Pour exprimer qu’une quantité dépend d’une | 
ou de plusieurs autres , soit par des opérations quel- 





(*) L'ordre et la brièveté mont paru demander que l’on sé- 
parât les notions préliminaires , purement analytiques, des appli- 
cations géométriques ; mais le lecteur qui croirait avoir besoin, 
pour fixer ses idées, de voir quelques applications, pourra con- 
sulter à la fin du livre, la note À. 
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conques, soit même par des-relations impossibles à 
assigner algébriquement, mais dont l'existence est dé- 
terminée par des conditions certaines, on dit que la 
première est fonction des autres. L'usage de ce mot en 
ve la signification. : 

On emploie souvent une lettre comme signe ou ca- 
ractéristique du mot fonction, ainsi les symboles 


u=f(x), #= F(s), s= @(x). 
expriment que u, v et z sont diverses fonctions de x. 


3. La quantité considérée comme changeant de gran- 
deur, ou pouvant en changer, est appelée variable; et 
Pon donne le nom de constante à celle que Pon consi- 
dère comme conservant toujours la même valeur dans le 
cours du calcul. On voit d’après cela que c'est la nature 
de la question proposée qui détermine quelles sont les 
quantités quon doit regarder comme variables ou comme 
constantes. 


4. Pour éclaircir ceci, je vais donner quelques 
exemples. Soit u—ax , a étant regardé comme une cons- 
tante ; u est une fonction de x, de l'ordre le plus simple, 
puisque c’est une quantité proportionnelle à cette va- 
riable. Si Pon suppose que x devienne x4-k, et qu’on 
représente par u’ la nouvelle valeur de u, on aura.... 
w = as -4 ah, d'où uw —u— ah; et endivisant les deux 





e . zè . 
membres par À, il viendra -=a , Cest - à - dire 


h 
_ que le rapport de l'accroissement de la fonction à celui 
de la variable est indépendant de leur valeur particu- 
, tière. 

Je passe à la fonction un peu plus compliquée 
*u—ax"; en y mettant x + au lieu de x, il vient 





ed 0 


rapport des accroissemens, 
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W = a (3° -4 2x) + h°), et en retranchant la première 
équation de la seconde, u — u = 2axh «- ah"; divisant 
— = 2ax + ah. 
Ici le rapport des accroissemens de la fonction et de la 
variable est composé de deux parties; l’une ne dépend 
point de la valeur particulière des accroissemens, et 
Pautre est affectée de 2. Si l’on conçoit que cette quan- 
tité aille en diminuant, le résultat s’approchera sans 
cesse de 24x, et n’y atteindra qu’en nm h=0; 


*, est- 





les deux membres par h, on aura = 





en sorte que 2as est la limite du rapport = 


` à-dire la valeur vers laquelle ce rapport n à mesure 


que la quantité h diminue, et dont il peut approcher 
autant qu’on le voudra. 

Il est aisé de voir que la différence #'— u sanéantit . 
toujours en mème temps que À, puisque c'est l'existence 
seule de cette dernière quantité qui donne lieu à la pre- 
mière; cependant leur rapport ne s’anéantit pas : il est 
de l’espèce de quantités indiquée dans le n° Jo des 
Elémens d’Algèbre. 

Lorsque u = ax, on a, par la substitution de x + h 


“au lieu de x, 


u= a (s -+ h} = ax + Bash + 3axh° + ah; 


en retranchant la première équation de la seconde, on 
trouve w — u = 3ax°h + F s ah, et prenant le 


K= 3ax°+3axh+ah®. 


On voit encore ici un terme indépendant de toute valeur 
particulière des accroiïssemens, et vers lequel leur rap- 





. port tend sans cesse, lorsque À diminue, en sorte que 


ce rapport a aussi une limite qui est 3ax*. 
% 
I 


r qa e 
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. BF ` a 
Soit encore u = ~; il viendra u'= 
x 


Wu = — | — Í= aa en “réduisant au 
' Xk x x + xh ? 

même dénominateur les deux termes du second membre; 

on trouve ensuite que le rapport des accroissemens 

U ~e: lb 


h er À 


quand 4—0o, mais atteint Ja limite — m 
x 





s 


Cet exemple diffère des précédens , en ce que la li- 


mite —— ne se montre point à part de expression’ 


x? 


générale; mais pour isoler cette limite, il suffit d’ajouter 


A . @ a 
et de retrancher en même temps — au second membre 
de l'équation ci-dessus ; qui devient alors 

u—u a a a 
— Åe ana ET ER 7 , 
æ  x"Lxh 
et de réduire les deux derniers tennes au mang déno- 
minateur; car on obtient 


Wu ah 
à EE | 1 


valeur eomplète dent le premier terme est la limite, 
et dont le second s’évanouit quand 4 = o, 








Ce premier terme , ou cette limite, n’est pas particu- - 


lier aux fonctions que je viens examiner; l'exposition 
des procédés par lesquels on Pobtient pour toutes les 
fonctions employées dans les élémens de Mathématiques, 
et énsuite la considération des courbes (58, 59) montre- 
ront évidemment qu'il se rencontre dans toute fonction 


a + h’ puis 


, valeur qui ne sévanouit pas 
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en général. Ainsi, lorsque les accroissemens respectifs 
d’une fonction et de sa variable s #vanouissent, leur rap- 
port ne s'évanouit pas ; mais il atteint une limite dont il 
s’est approché par degrés; et il existe entre cette limite 
et la fonction dont elle dérive , une dépendance mutuelle 
qui détermine l’une par l'autre, et réciproquement. 


5. Je ferai d’abord connaître les signes par lesquels 
on exprime les nouvelles relations que les notions pré- 
cédentes établissent entre les grandeurs. Pour en mon- 
trer la convenance, je reprends la fonction u= ax, 
déjà considérée dans le n° 4. 

En y mettant x + #, au lieu de x, et retranchant la 
quantité ax? du résultat , on a obtenu, dans l'expression 


w — u = 3axh + 3axh* + ah, 


le développement de la différence des deux états de la 
fonction u, ordonné suivant les puissances de l’accrois- 
sement À qu’on suppose à la variable x; et la limite 
3ax° du rapport des aocroissemens u. — u et k, ne dé- 
pend que de la considération du premier terme 3ax°A 
de cette différence (4). Ce premier terme, qui n’est 
qu’une portion de la différence, s'appelle différentielle ; 
et on le désigne par du, en se servant de la lettre d, 
initiale du nom, comme d’une caractéristique : on 
aura donc, dana exemple proposé, du = 3ax°h. 
Pour passer de là à 3ax°, qui est la limite cherchée , 
il faudra diviser par A, et Pon obtiendra “o 3ax°; 
mais quand il s’agit d’une variable simple, comme la 
quantité +, qui se change en x —x+ h, on ag — x =h; 
la différence et la différentielle ne sont alors qw une 
même chose :'on remplace en conséquence la quantité 4 
par le signe dx, afin de mettre de l’uniformité dans les 
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calculs, et il vient 


du = 3ax°da, = = as’. 

La première expression sera la différentielle de z ou de 
ax ;'et la seconde, qui appartient à la limite du rapport 
des changemens simultanés de la fonction et de sa va- 
riable, prendra le nom de coefficient différentiel, parce 
que la quantité qu’elle représente n’est autre chose que 
le multiplicateur de la différentielle dx, dans lexpres- 
sion de la différentielle du. Il suit de là que Za limite du 
rapport des acoroissemens, ou le coefficient différentiel, 
s’obtiendra en divisant la différentielle de la fonction 
par celle de la variable ; et réciproquement, on obtien- 
dra la différentielle en multipliant la limite du rapport 
. des acorvissemens , ou le coefficient différentiel , gar la 
différentielle de la variable. 

Cette remarque est importante, pare qu il y a des 
fonctions dont le coefficient différentiel se trouve plus 
facilement que la différentielle. En effet, pour par- 
venir immédiatement à cette dernière, il faut écrire 
‘x+ dx au lieu de x, dans la fonction: proposée, dé- 
velopper le résultat suivant les puissances de dx, en 
s’arrétant au terme affecté de la première puissance , 
et retrancher du résultat. l'expression primitive. On 
voit que cette méthode suppose qu’on: sache développer 
la fonction proposée, ce qui peut demander des secours 
étrangers, dont la considération des limites dispense le 
plus souvent. ' 

D’après ces notions, on peut dire que le Calcul diffé- 
rentiel est la recherche de la limite du rapport des ac- 
croissemens simultanés d’une fonction et de la variable 
dont elle dépend. 
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6. 11 faut bien se garder de confondre en général la 


_ différentielle avec la différence w —- u. En effet, dans 


l'exemple du n° 4, l’une est 3ax°k, et l’autre 
3ax°h + 3axk° + ah; 

mais dn voit que lorsque la quantité est tres petite, la 
différentielle 3ax*% forme la partie la plus considérable 
de la différence u’—u ,et que la différentielle s'approche 
de plus en plus de la différence , à mesure que A dimi- 
nue. En général, ily a d’autant moins d'erreur à prendre 
la différentielle pour la différence, que l'on suppose 
plus petite la valeur de l'accroissement de la variable. 

La même conséquence se tire aussi de la considéra- 
tion des limites; car si le rapport des accroissemens si- 
multanés v — u et h a pour limite une fonction p, et 
que pour une valeur quelconque de , on ait 
Le u 


= P, ce qui revient à 3 =p + (P—p), 


7 
dd — u 


h 


H faudra quela quantité Pe—p diminue en même temps 
que %4, et s’évanouisse quand 4 = 0 : l'équation... 
uw — | 








u 
-= p sera donc d'autant plus exacte, que Pac- 





h 
croissement # sera plus petit; et, dans cette hypothèse, 
w — u = ph (*). 

De là résulte la forme des premiers termes du déve- 
loppement du second état v’. En effet, la quantité P—p 
s’évanouissant avec À, doit nécessairement avoir cet ac- 
croissement au nombre de ses facteurs; et ce qu’on peut 





(*) C’est sur ce principe que Leibnitz a fondé le Calcul diffé- 
renticl, en regardant les différentielles comme des différences infi- 
niment petites. 
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faire de plus général, est de supposer que P —p = QA" 

Fexposant z étant positif, mais quelconque d’ailleurs, 
et Q ne devenant pas infini lorsgue h= 0 : alors Péqua- 
tion 


d z z = p + QA” donne w =u + ph+ Qha, 


9. Il est aisé de voir que deux fonctions égales ont 
des différentielles égales ; car, lorsque deux fonctions 
sont égales entre elles, quelle que soit la valeur de la 
variable dont elles dépendent, il faut que les change- 
‘mens respectifs quelles reçoivent en conséquence de 
celui qu’on attribue à cette variable , soient toujours 
‘égaux. Si, par exemple, u et y désignent des fonctions 
de x telles que u =v, quel que soit x, et que quand x 
devient x+dx, u se change en v et v en +, on aura 
. encore # =+" : retranchant de cette équation la précé- 
dente, il en résultera 





w — u =v — v; 
puis .divisant par dx, on obtieñdra 
mu  —v ' 
| dx dx ? 
- quels que soient x et dx. Si donc p et g désignent les 
limites respectives des rapports ci-dessus, les valeurs 
générales de ces rapports pourront, d’après ce qui pré- 


cède, être représentées par p +e, g+8, p et g ne. 


dépendant pas de dx, tandis que « et 8 décroissent et 
S ’évanouissent en même temps que dx; et Pon aura 


pra=g+8, d'où p—g—8#—a. 


Il suit de là que p—g;" car si l'on supposait. .. ` 
p — q =D, il en résulterait que la quantité 8 —« ne 


—e 


mmama 
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pourrait pas tomber au - dessous de D, tandis qu'elle 
g'évanouit : il faut donc que D=o (*); donc pds = gds 
et du=—dys, en observant que, d’après le n° 5, pdx et 
gdx sont les différentielles des fonctions u et v. 

L’inverse de cette proposition n’est pas généralement 
vraie, et l’on aurait tort d'affirmer que deux différen- 
tielles égales appartiennent à des fonctions égales. En 
effet, si Fon avait a + bx, en substituant x + dx à x, on 
obtiendrait a+ bx + bdx, et en retranchant a + bx, 
on trouverait bdx, résultat dans lequel il ne reste au- 
cune trace de la constante a. La différentielle bdx 
appartient donc également à a + bx ou à bx, et elle 
convient en général aux différens cas que présente la 
fonction a bx, lorsqu'on donne à a toutes les valeurs 
possibles. On voit aisément par là , que lorsqu'on diffé- 

rentie une fonction quelconque, toutes les constantes 
séparées des variables par les signes + et — dispa- 
raissent tandis que les autres restent dans la difié- 
rentielle. 


8. Avant de passer à la recherche des différentielles 
par les limites, #l faut remarquer, 

1°. Que la limite du produit de deux quantités va- 
riables en même temps, est le produit de leurs limites 
correspondantes; 2°. que la limite des quotiens des 
mêmes quantités , est avssi le quotient de leurs limites. 

En effet, soient P et Q les deux quantités proposées, 
pet g leurslimites correspondantes; les premières, consi- 
dérées dans leur état général, peuvent être représentées 
par p +a, 9+8, en désignant par «æ et £ des quantités 
susceptibles de s'évanouir en même temps, après avoir 





(*) Ceci prouve que lorsque deuxį quantités sont la limite 
dune méme quantité variable, elles sont égales entre elles. 
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passé par tous les degrés de petitesse (4) : on aura donc 
en général, 


PQ=(p+e)(9+8)=pg + pR + ge + as. 


Le second membre de cette équation se réduit à pg , 
lorsque , pour prendre les limites, on fait a =o , 8—0. 
On voit d’ailleurs qu’en donnant aux quantités æ et # 
des valeurs convenables, on peut rendre aussi petite 
qu’on voudra la différence 


PQ — pq = pprt ge + ab. 
Maintenant, si lon fait PQ =R, et pg =r,r sera 


la limite de R; mais puisque Q = i pg z il s’en- 


suit que la limite du quotient est aussi le quotient des 
limites. 


9. Au moyen des remarques précédentes on obtient 
le coefficient différentiel d’une fonction rapportée à 
une variable dont elle ne dépend pas immédiatement. 
Soient, en effet, trois quantités v, u, x, telles que 
la première soit une fonction de la seconde, et celle- 
ci une fonction de la troisième, c’est-à-dire qu’on ait 

v= f(u), uw =F(x); 
il semble d'abord qu’il faudrait, par l'élimination de zx, 
obtenir l’expression immédiate de y en x; mais on 
va voir qu'il n’en est pas besoin. En effet, si ces 
quantités passent simultanément à un nouvel état de 
grandeur, représenté par v’, w, x’, ou prennent les 
accroissemens respectifs 


r C4 
yY —r, u = uU, ZX — X}; 





Y 
on aura pe = X 7 —— ; 
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et les limites des trois rapports 
fn öğ RA ne Win 
s — x’ nu x —x 
étant représentées par 
| du dv du 
dx” du’ dr’ 
on conclura de la première remarque du n° précédent 
que 








ds any x 
ldu” ds C 
Pour bien montrer le sens de cette expression, je 
vais lappliquer à un exemple, en faisant 
v= bu, u—= ax. 


On trouve d’abord, par les n% 4 et 5, 


dy , du | 
= 3bu*, J —= 2%) 
et la formule ci-dessug donne ensuite g = Gabu'x, 
résultat où l’on peut remplacer u* par sa valeur a'sf, 
et qui devient alors 6a*bx*. Ainsi l’on a, dans ce calcul, 
transposé l’élimination de u après la différentiation. 
En indiquant cette élimination avec les symboles gé- 
néraux employés au commencement de cet article, 





(*) On pourrait croire d’abord que ce résultat est évident par 
lui-même , si l'on ne faisait pas attention à la différence qui existe 
entre le du diviseur de ds , et le du divisé par dx. Le premier est 
un accroissement simple, cémplet et indépendant du second, qui 
n’est qu’une partie de l’accroissement que reçoit u à canse de celai 
de x (5): ce n’est qu’en les considérant tous deux comme infini- 
ment petits qu'on pourräit les prendre dans la même acception (6). 
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on aura v=f[F({x)], 


ce qui veut dire que v est une fonction d’une autre 
fonction de x; et, d'après ce qui précède, le coefficient 
différentiel d’une fonction de fonction s'obtiendra en 
multipliant l’un par l'autre, les coefficiens différentiels 
de ces fonctions, rapportées chacune à sa variable im- 
médiate. | 

Lorsque deux quantités u et x sont liées par une dé- 
pendance mutuelle, on peut dire également que u est 
fonction de x, ou bien que x est fonction de u, selon 
que l’on veut regarder u comme déterminé par x, ou x 


comme déterminé par u ; le coefficient différentiel peut | 


aussi se présenter sous chacun de ces points de vue; et 
comme 








EUR 
X — x 


il suit de la seconde remarque du n° précédent, que 


dx _1 
du~ dæ’ 
dx 


puisque Plunité étant une quantité constante, est elle- 
mème sa limite. 


8. oo 
Soit, par exemple, u = x°, d’où x = V'u— a: on 


aura 
du $ dx _: 
Ja T 3 , et de "30? 
l I 








valeur qui revient à —; —=——. 
3u3 3y u 
Plus généralement encore, lorsqwon suppose v==f(w) , 
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x= F(u), c'est-à-dire que deux des variables sont ex- 





D" y 
ni : ee g —p K —u 
primées par la troisieme 087 = 7 et par 
| wu 
conséquent, à la limite, 
. dy 
dp _ du 
dx dx’ 
du 


10. Je vais appliquer maintenant ce qui précède à la 
recherche des différentielles des fonctions qui se pré- 
sénteñt dans les ÉlEméns d’Algèbre, c'est-à-dire des 
sommes, des différences, des produits, des quotiens, 
des puissances et des racines. Premièrement, lorsque 
plusieurs quantités dépendantes de x, et dont on sait 
trouver la différentielle, sont jointes ensemble par addi- 
tion et soustraction comme dans 4-1—#,, si la subs- 
titution de x +- dx, au lieu de x, doit changer 


uen ua, venv<+8, wenw+ky, 
l'expression u + p — w deviendra 
VU whom wp at gy. 


Son changement , formé des termes # -+ £—y , et com- 
paré à l'accroissement ds de la variable x, donnera 


æ B y 
ds lds de 


quantité dont la limite sera: 
P aka q Ta r3 . 
en désignant par p, q, r, les limites respectives des rap— 
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ports particuliers X a : Jzjetsi Pon multipłtie pards 


la quantité p-}-g —r, le résultat pdx + gdx—rdx sera 
la différentièlle de la fonction proposée; mais pds, 
gdx, rdx, sont les différentielles propres de chacune 
des fonctions u, v et w, et on les représente par du, dy, 
dw: on aura donc 
 d(u+ky—"w) = du + dy — dw, 

` c’est-à-dire que la différentielle Fune fonction de x, 
composée de plusieurs termes, s’obtiendra en prenant 
la différentielle de chaque terme avec le dci dont ce 
terme est affecte. 


IL. Secondement , si dans le produit de deux fonc- 
tions, v et v, uw se change en u -} a, y en v+8, ce 
produit devient 


uv + uB + va. Fas; 
et son accroissement 
ub + va + aß, 


comparé à dx, donne nus 

“ntta tit 
En désigoant comme ci-defsus, par p et g, les limites 
respectives des rapports p £ , puis faisant attention 


que l’accroissement £ s'évanouit en même temps que dx, 
dont les quantités u et v sont d’ailleurs indépendantes, 


on reconnaît que la limite du terme = B est p.o, par 


conséquent zéro (8), ét que celle des deux autres est 
uq + +p. 
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On conclut de là (5) que la différentielle de uv est 
dx + pds; 

mais gdx et pdx sont représentés par ds et du : donc 

d.us = udv + vdu (*). 

La formule d.uy—udy+vdu, nous apprend que 
pour avoir la différentielle du produit de deux fonc- 
tions , il faut multiplier chacune par la différentielle de 
Pautre , et ajouter ensemble les deux résultats. ÿ 

Quand l’un des facteurs est constant, u par exemple, 
on a du — o, et par conséquent d. ur = udv. 

Pour obténir immédiatement cette dernière formule, 
il ne faut que changer sen #+ 8, d’où il résulte l’accrois- 

| 8 


sement 8, et ensuite le rapport u Jp dont la limite ` 


uq = u a et par conséquent d. uy = udv. 
Si Pon divise les deux membres de l'équation 
| _ d.uv = udv +- vdu, 

par la fonction primitive uv, on trouvera 

d.uy__ du ‘de 

w u ' p? 

ce quì conduira facilement à Pexpression de la difé- 
rentielle d’un produit composé d'autant de facteurs 


qu'on voudra. Pour y parvenir, on supposera que v=ts; 
il viendra 


(*) Lorsque l'on trouve un point après la caractéristique d, cela 
veut dire qu’elle porte sur tout ce qui la suit immédiatement ; 
ainsi d.uv est la même chose que d(uv) , et d.x* la même chose 
que dfx”). 
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et. par conséquent 


on trouvera de la W manière z 


d.utsr....etc. 
Sur. ee LS "+f ip’ tS = + ete. 


Si Pon fait évanouir les ian in l'équa 
tion | 


. on trouvera d. u z tsdu-}- usdt + utds; et l’on verra 
aisément que, quel que soit le nombre des facteurs, la 
différentielle de leur produit sera égale à la somme des 
produits de la différentielle de chdeun ; multiplié par 


tous les autres. : 
12. On obtient la différentielle. ie Z zen faisant “= t; 


car il vient alors u = vt, et d'après ce qui nr j 


du =vdé+ idv; a Le valeur dé dr ; et substituant 


| es du ‘ udg 
au leu de tla fraction — -, on aura dr PA E 
v p y? 
en réduisant au mêtne dénominateur, | 


gs Fe g dr do 


=", 


y?’ 


d’où il résulte que pour trouver la différentielle d'une 


fraction , il faut multiplier le dénominateur par la dif- 
férentielle du numérateur , retrancher de ce produit 
celui du numérateur par la différentielle du dénomina- 
teur , et diviser le tout par le quarré du dénominateur. 
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Quand le numérateur de la fraction proposée est 
constant, u , ne dépendant point de x, n’a point de diffé- 
rentielle, c'est-à-dire que du=0, et il vient seulement 


dt = — —. 
13. La fonction u” désignant, lorsque n est un nom- 


bre entier positif, le produit de x facteurs égaux à z, 
on déduira du n° 11, 


d.u" d.uuuu.... 


u”  uuuu.... 
du du , du . du 
RD Ta 00 


où le dernier membre renfermera autant de fois 
2 qu'il y a de facteurs dans u” , c'est-à-dire n; on aura 
donc D 

| d.u” __ ndu 


uS T u? ' 
d'où Pon conclura d.u* = nu”™'du. 
Si le nombre n est fractionnaire, en le représentant 
r 
par =, on fera W'=v, d’où u'—#'; et comme les 


nombres r et s sont supposés entiers, on aura, d’après 
ce qui précède, 








ru" du = sdy; 
d'où l’on tirera 
pi ru! 
dy = adii du = du. 
sy e (s— 1) 


a 
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Burrédursant, on trouve . z TS 


de s np e dis Aoo pa O r 3 : Di ‘1 tare - 


— = f 


r 
a Doy u À deae ui dus :: ‘ 


ce qui revient encore à à. u” = nu""'du, n ‘étant égal 


s T : 
a A . - * Ti . 9 z 
ms ‘ 
1 
“Eofin le nornbèe n étant négatif, on à ute, 
u 


d'où l'on tirepat la dernière formule du n° 12, 


: . | 1 — d. R 
$ ` è r 'd uT’ =e d. LA ee, n y 5 à r G 
u” u?” 


et comme, d'après ce qui précède, d. u" = nu"^'du 
dans tous les cas où n est positif, ort a donc 


Te t a 3 à š Ce, 
— Nu" du 
=n . A , s = j į 
dur = = S n dz. | 


De cette énumération, on conclut que pour différen- 
tier une puissance quelconque d'une fonction, il faut 
la multiplier par son exposant, diminuer ensuite cet 
exposant d’une unité, et multiplier le résultat par la 


différentielle de là “fonction m. 


14 Les règles énoncées dans les no 10, 1I, 12, 13, 
suffiseht pour différentier toutes les fonctions où la va- 
riable n’est engagée que par: addition, soustraction, 
multiplication, division, élévation aux.puissancés en- 





(*) J'aurais pa déduire immédiatement du développement du bi- 
nome (x dr)", da diffcrentielle de x", puisque ce développement 
étant x®—nx-1dr-petc., si l’on en retranche x”, le premier terme 
de la différence sera nr°—"cr ; mais je n’ai pas voulu supposer la 
démonstration de la formule du binome , parte que le Calcul diffé- 
renticl en fournit une très générale et très simple. 
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tières ou fractionnaires, positives ow négatives, fonc- 
tions qui, résultant des opérations ‘algébriques, se 
nomment par cette. raison fonctions algébriques. On 
wa besoin que de se rappeler que la différentielle de la 
simple variable x est dx (5). ee 

‘D'abord, pour la fonction monome u == ax*, dans la- 
quelle a désigne une constante, la règle des pro- 
duits (11) donne dead, a, et Ja règle des pnis- 
sances (13) conduit à du = nax*—'ds. 

Passons maintenant auüx' fonctions’ completes; soit 


1 u =a + LV we: : en. pronapt séparément la 


différentielle de chaque terme de cette fonction, le 
premier disparait parce qu'il èst constant (9): lé second, 


mis sous la forme ba? , donne, p l'application de la 


règle du n° 13, À ‘ds, où ~> ; le troisième 


2Vs 
ER © conduit i à + eo ; réunissant les résultats par- 
tiels (10), omw re 


DE UN du p 
ik dx aya F 


4%, sep + +<: en écrivant cette 
V'# sy x i 
fonction comme il suit, ' 
u =a -+ bx 5 ee a si LATE exs, 
l'application de la règle du n° 13 donnera 
2bdz , Acüx zeds 


we 
LA 


s3 


Reo 
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__ _2bûx _ | 2edx 
+ 2 
3x VF 3a VE x " 
39, u = (a + ba)" : : cette fenctiau ne peut être dé- 
composée en monomes, sans un développement préa- 
Jable, mais qui nest pas nécessaire pour sa différèn- 
tiation, pare qu’en faisant a + bx” == z, elle prend la 
forme monômé u= s", et en y appliquant la règle des 
i puissances GES Xp KR ARYE.. TE us eG” Te 


du=nz"" 'dz =n(atbs") "-id(a-+ bs") 
—=n(a+-bs") labar demie" datda"). 


15. Commeon a souvent A de différentier des radi- 








ce qui revient à du = 


‘caux ii sétonë Hegré ; ;ón a formé, pour ces fonctions, 


une régle à à part-qui : resulte du calcul suivant. 


12` a -i 1 


Soit v= Vu, doù = un... 
il vient 

# i “a j ES ee Dr h ; tot bi D i ; i + 

. -~ m „l Aee . Per ng 

de — nA lara: tw du = — =; 

2y u 


‘et par éonséqueñt ža- différentielle d’un radical ğu 
second degré, s "obtient en divisant celle de la quantité 
qui se tronpe, sous le signe, par le double du radical. 


16. La règle donnée (11) pour différentier les pro- 
duits. 1 éfant-appliquée ke. fonetiôn . - 


u=, x(a*x*) V aa —%?, conduit: à 
dard ete" Wars me + VETY — #.d dla” He) 
$ sla m adya r — x’. 
Les deux derniers termes de cette expression renferment 


des opérations qui. ne sont qu’indiquées, mais qui sef- 
fectuent successivement , en observant que 


ew, t 


y 
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d (a° Es = d. x = 2xdx, 


£ r: E. A = Pania 
2 a a’=— x 
à Pori tôuve entsbite : NA at t 


o uA a) rie Vas, 
the a EL) as; 


2h < gi? e D LAC LT qq Ets: eu bi Mama RH 


réduisant toùs les termes au’#ffêthe TE en a. 


enfin a = 


u = METRE rs 


Ce RER e Hh KET n 110 site) | 


Le règles ennagrnsnt.la .diférentigion des fractions. 
appliquée à à ta uction 1 i Ve a AS doiiné Sta- 


at + a°x° + xt 
médiatement ` An | 
latta pH dla" —x")—(a— s’) dalhas s4) 
-e o (athea). | TA 
toù Pon ite j 


ae De + e 
a at ESE nia {at paapa 

Je terminerai ces ciemplès- pat ki fonction 

1 tar) Ex i © dfa a 


1 == eut- "bo! VE), 


€ thon 


| qui renferme -plusiears opfrations algébriques à effec- 


tuer successivement Pour i n faciliter la différentiation, 
on peut faire De 
T Ni a 
=, Vs) = 3, 


+ 
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et lon aura | | : CES . 
u == Ve- Gyt) = e= yp 

la règle, du:n°.13 dacii ZTS e a 


p sra’ i rc 


dela y+ ! dlge — y+. : 


= Moy +9 iy dd) 
| > U N, 3 


M AVES EE f arata $ TELE 
on trouvera E a TnS a X 


E E apa de o 
dyad: TES PT bre A z : 
Va ET “he pa syz 








5, . 4 v oi pe’ `G CE i fhe a’ 


dd. ge aati ae g (Aa aet Taqena) 


f 1, : 1) 





AL CEE: 
et substituant ĉes valeurs et- celles de y et de # dans 
Texpression de du, il viendra 





; se 
mp ROE E 
ox V x Ta 

RE A 
du = 3 —— 4 al dx.” 





DEAR 


WU 
E JE V ay 


Des différentiations sucéessives. 


‘a7. Le coefficient. différentiel étant une nouvelle 
fonction de x, peut être soumis à la différentiation,, et 
donner, par la limite du rapport de son avcroissement 


A 2 
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à gi de la variable s, son propre coeffeient difé- 
rentiel qui sera aussi une fonction de x. En faisant 
ainsi succéder des diférentiations les uhes aux autres, 
on déduit de la fonction proposée une suite de limites 
ou de coefficiens -diférentieli; que Von distingue er 
ordres, d’après le nombre de hi sn qu'il a 


fallu effectuer peur les obtenir” ` 


b- i -do - 
. Si Pon fait "EL P; BAR : a =r etc., 


p représentera le coefficient. iférentjel du premicr 
ordre de la fonction proposée, g celui de la fonction p, 
ou le coefficient du second ordre dé‘la fonction pro- 
posée, r celui de la fonctjon g, ou le foeihcient du 
troisième ordre de a fonction pro , tte. 
Il faut observer d’abord que les coefficiens g, r, etc., 

se tirent dés ifiérentielles successives de du, prises en 
y regardant: lhecroissement dx eomme une constante. 


En 'effet, les équations’ ir, 

du -© d | dg 

ep Lg de =T, ES 
donneront | 


du = pds, dp = qdx, ne etc. ; 


mais si Pon différentie pds sans y faire varier dx, on ‘ 


aura dpdx, expression qui devient ydx* (*), lorsqu'on 
y met pour dp sa vâleur yds , et qæ’il suffit de diviser 
par dx° pour en tirer celle de g. Soient donc 


d(dus) =+ ddu.= d'u, d(d'u) == d'u, eto., 





` (*) I fam bien prendre ea que les expressions dz’, da3 `.. 
sont équivalentes à (dr), (dr)3..., ct n3n pas à d. 2', d.x3.,... 
(voyez la note, page 15). P - | 


\ 


Cd 
aaa a a a a e M 
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les symboles des différentielles successives de du xéfises 
en y regardant dx comme constant; et räppelons-nous 
toujours que l’exposant qui affecte la caractéristique d, 


indique une opération répétés, et non pas une puissance 


de la lettre d, qui n’est jamais considérée comme une 
quantité, mais seulement comme un signe: nous aurons 


les Lans moyen des valeurs re de dps dy, > êtc., 


les équations ;, ... pedi o aan e A e 

à dues pds, due dpds = gd, | 
tu zdgde"t rdx, etc. a G 
desquelles pg pgus, Perai | PR 27 
oop e at E Ry E 


PT: 17 Je’ na dai e 


18. Si la fonction proposée était, par exemple ; ax", 





on trouverait daz" zr nes" 'dx;(n4); les facteurs na ` 


et dx étant regardés comme constans dans la dférqn- 
tielle- première nas “dx, it suit, pour obtenir la dif- 
férentielle secondé; de dééntièr a èt de multiplier. 
le résultat par nadx;'mais'd. a Ga: — 1 ) a" dx: 
on aura donc’d'.hx® = 7 (n— i). ax" xt. 


JE 
On: trouvera d'une manière semblable ; 


b 
t pre 


d’. ax’ z= E aa" Ida > 

dt. as? = n (mey 1.) (m = 2) (mm3 jets 

etes .. SL | 
et les coefliciens diférentiels auront les valeurssuivantes: 


` 
z r . r E i ss 
d H “H ee . paS < b.e 
a% EE - ; 
. 


de. , 
aa == n (n == 1 )a x" ?, 


: 
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d°. ax* k Pres W ga 
a (ore a) att 


4 
Fee PUR 
. je rtf IK i 


nif 
' “+ N on c'es . [ESS | 
C. ; ; afra otre, io rt 
CR UNE TT eg en h soo Í 


On remarquera! san? péine a 'dans Te ‘cas où Fer» 
posit. n est un nombre entier positif, la fonction as 
n'a qu'un nombre limité de différentielles dont la plus e 
élevée est d" `ax* = n (n =a ) (nn JJa. t. adr E 
expression qui n’est plus susceptible de différentiation, 
puisqu'elle ne contient plus de vatiabfes : bn aura donc 
alors pour le dernier coefficient différentiel, 





dria TT ce Ne 
l TL == n (n= 1) (n —2).... 1.a, 
ROZ Eana nnn a an eoo 
dethcdirétust quantité constante © ° i 


* 19 tas “diféréntiations manifestent danses fenctiens 
des propiiélés qui en facilitent beanconp le dételoppe- 
ment. Rien hest plus,aisé qug de déduire de:ce qui pré- 
che le déveľa pement de l'expression (x +5 }5 mais 
au lieu de nôûüs arréter à ce “cas particalier , nons allons 
nous occuper ‘d’ une fonction quelconque du même bi- 
nome x + y.. Nous ferons d'abord rémarquer qu'une 
fonction quekcongue` du -binome x-y donne le méme 
coefficient différentiel, quelle que soit celle ‘des deus 
quantités x, y: qu’on prenne pour variable, Si par 
exemple cette fonction est (x ++)", on trouve, dans 
l'un et Pautre cas, n (x + y)". En général ; si l’on fait 
s+y= 5", dns une fonction quelconque f(#+ y), 
elle devient f(x’), et l’on a df(x’) = pdz, le coeffi- 
cient différentiel p’ étant une fonction de x’ dans la- 
quelle dx” mentre pas, et qui demeure par conséquent 
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la même, soit qu’on prenne dx = dx, en faisant va- 
rier x, ou dx = dy, en faisant varier y. 


+: di 


Dao. Cela posé, si l'on fait 
(a+ y) LM HN EPY F ete 
L, M, N, P, etc,, étant des fonctians i inçonnues de x, 
sans y, et æ, B, y, etc., des exposans indéterminés, 
il est d’abord :évident--qu’aucun de ces .pxposans ne 
TT g peut être négatif; car un terme de la forme My: 


óu — » par exemple, devenant infini He k ro, 


rendrait infini le second membre de l'équation ci-dessus, 
tandis, que le premier se réduirait: à f(x) : mais si les 
exposans soit tous“ positifs, en aura ‘alors L= f(x). 
- Formant ensuite le coefficient difffrentiel dp déyelappe- 
a ment de f(x + y}; en prenant d'abord x pong. rariable, 


on trouvera 
>. P LEN An: a -a 4 no ao 


| n SE HR ee 


puis prenaut. y pour väriable, au lieu de Hi on ôbtien- 
dra le résultat Í 


Ci -t 


- -aMyt I BNT HPY T e ete; 
quidevrg être identique ayec le précédent, quel que soit 
Y, coquine peutarriver sans que les exposans des puis- 
sauces lle:yiet leurs ceefñciens:ne soient les mêmes dans 
Pun et dans l’autre. Or, si les exposans sont rangés 


par ordre de grandeur dans le premier, ils Ie seront anssi 
iaga le second : il faudra donc qu’en ait 


d—IZ0, Bi, Yi SR, Ces, 
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d’où S TNE 
at, " B=2, ° yœ}, ee; 
N f E a peT auy à ; 5 
et la comparaison des coefiicens donnera les équations 
dL dM ı dN 
M= ds” Narg P= tac 
‘a. ! uig 723 e a’ w nta S n 
desquelles ; en faisant i 
, -Pa ZI PUCES ? -d t? n jg eet’ 
TET FEER wog oet.. end à yi 
on tirera ."" n "u ' 
' nai # u ‘27 du 
si re EEE = t 
À He dx”? 1.2dx°? 1.2., 3d je ? 
te- Ja P - > 


piè es Aa formule appelée thédrèrie elè- Teylor , 
du nom dé béorhètre auglaif qalila décoiverte ("). 


21. Ce théorème donne tout de suite le développe- 
ment de (+g) 3, àb, E ai 
y= a", de ona, du Dype à , ete. , 
| i eO pA 
doù Pon conclut 


» 





€) La a rt ci-dessns revient poor Je fond à celle que 
Lagrange a donnée‘dans les Mémoïres de l’Académie de Berlin, 
ané ryja; ‘page: 187; ‘Et épuis ,- dans’ ta! Théotie ‘des Fonc- 
tions anakytigues ; mais. l'emploi desisigoes ‘diéférentiols l’abrège 
_ € simplifie, beauçoup. 
Le théorème de Taylor étant devenu. Ja base des applications da 
Calcul différentiel , on en à donné beaucoup detlémonstrations; j’en 
ai rapporté plusients dans mon Traité du Calcul différentiel et du 
Calcul intégral , in-4° : voyez la'seédition 'tpmel, pages 160 et 
277; tome II, pages 6o, 39f et 399 note. 4$ 
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| | ama T ne : { ve 1) wrt a 
(s 4y) Se s y +k 3 y} 


n(n— ) Cama) ass etc. 


1.2.3 
Les règles de Ja différentiation ayant., áté établies . 
ci-dessus , sans supposer le développement de le puissance 
n du lison , on doit le regarder maintenant comme 
prouvé pour tous les ças. où, sPexposagtirs est entier ou 
fractionnaire, positif ou négatif. 
En mettant, par exemple, les éxpressions | | 


, - a 
i al f (: + =) 
a SRE 
` ia y OE aê a 
* a 


afe 


h 
Sn ; Cart A 
s Va i i ig uy : ti A PEL Va 
0 N S 
LE T M E E 








s Ja FER * +4 y 
+ À 
3 SPÉITESTENS vi i s 3 

Viem | B. sasit in Fa Le a’ n 
sous la formt” À 

I ut IARE ne ANT 

a i +- 
a+sx , . \, è E avé 
t w =: 
l a y Fa h gi O 
Vars Hs! 


où en obtient le développement, suivant le procédé i in- 

diqué dans Te n° 144 des Élémens d’Algèbre ; mais alors 

la friade’ de së térmiharit plès, ön többé sur nne série 

infinie » RMME. celle. guon,a. fait. OPRIE ii le 
n°1236 de FourragecGité BA MER APN" Rs 


22. Si Pon fait x = o, et qu'on désigne par Ù, D’, 
U”, U”, etc., les valeurs particulières que prennent 
du d'u d'u ete 
O ie di’ ds? i 


EE © — 


\ 
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par cette ne qui change f(x +y) en Ky), il 
viendra `> >. 


=T pT po E r +" hs: 


1.2.3 





mais cetteéquation: “se quel qu soit y , on pourra 
écrire x at Tieu dey;68 qai ne changéra rien aux quan- 
tits E, E; Up UT ete, qui ne contiennent point 
cette. Kéttreiæt l'o on “hura ‘akts ta forńiułe ” i 


L uO He 


f(x) ou rt, ipu E > Eee x Ya, 
qui éx prix o Je | ENER dẹ f (x) suivan} ‘les 
puissances ascendaġtes de x. 


En faisant u = {a+ x)", d'où il $ésulte d'abord 


du Le à, du =n (n— i) (a + D, | ète. Ù 


de el de k 
valets que pu of change en i po 
U= a”, ge U =n(n}- ha 
mn ee na ; 


n(n — 


+) = a t ars + 


it J5 O S'y si un Fa -AN t f$ re orn! 


pren 


I P 






ld 
ite 


walh eH g hecomon ; 
Eu M.P Pesjak, n ai pre emargegr quel le ‘développer dr. a, 
porté ci-dessus, et aussement attribué au géomètre anglais 
Mdé ` "avail lil donid dès 1747 > par son comipätriote Stitling, 
dans ses Luce tertii; ordinis Nevitontutée ;: Prop IL. La: 
ea gont Stirling y parvient ne diffère .de la spiyante que 
par fa notation. ' RS 


Soiton à !: e oR VOS RE 


u = A + Bz + Caa + Dar + Exi + ete P 
A, B, C, D, E, «c. étant des coeisiens congtans et indétermi- 
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' 23. Lethéorême de Æaylor donne aussi Le dévelop- 
pement du second état d’une fonction quelconque 
u =f (x), lorsque x devient x<+ h, puisqu’en chan- 
geant y en h, qn a f{(x+A), ou 

j duh d'u h? du + z 
A EEE E E TE ai, 


Il suit de là que les divers coefliciens différentiels 


ont encore la propriété remarquable de former, lors- 


qu’on les divise respectivement par les produits 
1, 1.2, 1.2.3, ; etc; 
les multiplicateurs des puissances de l'accroissement z, 
dans le développement complet de la différence 
 duh du ‘du À 
= — w- — mb ie fs ete (). 
dyi dx*1.2 dxr.2.$ 





nés; si l’on passe aux coefficiens diférentiols 


TÉ = B+aCx + 3Das + GEx? + ete., 


2 1.2C -+ 2.3Dx4-3.4Ex34 ètċ. í 
. d? } * ek 
= "7 1.2.3D $2.3. 4 En ete, 


et qu'on y fasse x== Q, ainsi que dans u, en désignant par U, 
U’, U", U”, etc. les valeurs que prennent alors cette fonction et ses 
coefliciens différentiels , sous leùr forme non développée , ón aura 
"A=U, B=- U, C=— = — tC; ; 
z : : 4 3 C n ri U, D 3.2.3 Ur, etei; 
et par conséquent | i | 
x yi . x3 i ' 
u — U y' Lourd y” Le eee z>? 
F zt aO aa kee l 
(*) On voit dans cette expression deux signes différens, savoir, 
dr et h, qui représentent des accroissemens dé x; mais il faut 


Pa 
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Ce: développement, lorsqu'on y change h en dx, de- 
vient (17) 


; du d'u d'u 
KERRE ratrastee 


forme très simple, qui montre comment la différence 
de u, correspondante à l'accroissement quelconque ds, 
se compose avec les différentielles des divers ordres, 
relatives au même accroissement. n 


De la diffërentiation ga Jonctions 
Toe p transcendantes. 

Us: «1 À 

24. Les fonctions qui ne sont pas comprises dans 

l’énumératjon faite au n° z4, senomiment trénacendantes. 

La fonction exponentielle u= a? est la plus simple de 

æ genre. Lorsqwon y substitue + + ds eu ss de x, 

on trouve le rapport des averoissemens - :... 
artit g - (a — 1). 


de dx —’ 


bd >» 





pour le développer suivant les puissances de dx, on fait 
amı 4-b, et il vient 
B E A 
se rappeler que le premier n ’étant introduit dans le calcul tes 
pour former lès différentielles, et disparaissant par la division 
indiquée pour passer aux coefficiens différéntiele, reste toujours 
indéterminé: l’accroissement À, at contraise, désigne une quane 
tité qui peut être déterminée lorsqu’ on se propuss de calculer le 
changement effectif que subit la fonction w, pous un changement 
assigné à x. 

Rien ne s'oppose cependant à ce que l'on écrive dx au lieu 
de h; mais alors les sorfficiens différeuiiels se. changent dans les 
difKrentielles, comme on le voit plus loin. 


-a TT ni. 
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ae (14h) m LE de dede 1) 





+ Er B ap ete., 
puis 
at 1 = Sli (dx — 1)(dx — 2) 
= y ED à 
+ etc. ; 


et si Pon fait dx — 0, dans le second membre de 
cette équation , il restera, pour la limite, 


bb, b 
(FT +T— ete); 


I 2 


remettant pour b sa valeur a— 1, il en résultera (5) 





d.a” —a (= e eE Lete. f 


dx I 2 


ainsi, en prenant 


k= 


co Ce D 


— etc., 
2 


on aura d.a” — ta”dx. Telle est la forme de la diffé- 
rentielle de la fonction proposés; et l’on trouvera bien- 
tôt une nouvelle expression du nombre constant $. 


25. Il est visible que 


d? .a? = kdxd . a? == £'a*ds, 
d.a? =— Sa*d x, 
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et il suit de là que | 


d d°u d’ 
g= ka", IS = bar, Ta = ka", etc. 


Lorsque æ = o, la fonction » et ses coefficiens différen- 
tiels deviennent 


= I, U= k, W = k, U’ = E, 
oa obtiendra donc o 








EE + ete. 


26. Le développement de la fonction a*, trouvé ci- 
dessus, servira pour reconnaître de quelle quantité la 
série représentée par + tire son origine. 


Si Pon suppose x T il viendra 
9 E B ? é f 
T 


akm p> PR e” — + de; 


et en désiguant par e la valeur du second membre, 
dont les douze premiers termes convertis en décimales 
donnent ` 


vi 3 LT œ 


a à 2,7182818, 


E d’où Pon tirera a = eÀ; 
prenant alors le logarithme de chaque membre, on 
obtiendra 
Hais ou i 
e 
Calc. dif. | | 3 


Le 
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on aura donc par là. 
la 
d.a” = ta*dx = PA adx (*). 


27. Le nombre e se présente souvent dans les re- 


cherches analytiques ; on le prend pour base d'un sys- ` 
tème logarithmique , que j'ai appelé Népérien, du nom 
de Néper, inventeur des logarithmes, et que je. repré- ` 


sente par la cåáractéristique l (**) : on a alors l'e=1, 
. et il vient i 


d.a? = ads. l'a, 


| | x(a) , x (la), (la) | 
rosi = + —— + ——% +etc. (25). 
j + 1 Poa Fa (29) 
Si l'on faisait a= e, il viendrait seulement 
A gi. Élégant et simple, le procédé suivi ci-dessus pour parvenir à 
ce résultat, etemployé par Lagrange ,*a paru défectueux à quelques 
géomètres , à cause que la série trouvée d’abord pour k (24), n’est 
convergente que quand a diffère peu de l’unité. Mais outre que ce 
premier développement ne sert qu’à obtenir la forme dela diffé- 
rentielle cherchée , on peut toujours partir d’une exponentielle dont 
[a base soit très voisine de lanité. 11 suffit jour cela de changer 


T m t 
a en am" =(Va)" = ax, 
? ? 4 ` 5 , Û m 
En donnant à m une valeur suffisamment grande, Va, ou a 
approchera de l'unité aussi près qu’on vondra, et l’on aura 


la’ 


1140. 
P adx’; 


d.a? = d.a = 


m 


| | | la . 
mais la’ = l , dx’ = mdz ; donc d.a? = = adx, quel que 
soit a. , S E 


(**) Ces logarithmes étaient connus sous les noms fort impropres 
de lagarithmes naturels ou hyperboliques. oa 
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e= +++ 





TE -a + etc., 
expression où il n’entre plus de logarithmes. 

Si Pon prénd a pour base d'un système de loga- 
rithmes, on aura alors le = 1 , x = lu, et par consé- 


quent 
u= 1 + 


1 lu A I 


tr "+ (EG + ete., 


série qui fait connaître le nombre u par son loga- 
rithme , et qui finit toujours par être convergente. 
; p] 
En effet, si Pon pose pour abréger z == M, deux 
termes consécutifs, pris dans un rang quelconque, étant 
représentés par 


M" Tn ~ Mrt: 
1.2.3...7 2.3. ..n(n+1)? 





> 


| seront dns le init de 1 à aa mais le nombre n» 


augmentant avec celui des termes de la série, finira 
toujours par l'emporter sur M, qui ne change point de 
valeur : ainsi les termes de la série deviendront enfin 
décroissans. 


28. On peut obtenir maintenant la différentielle de 
la fonction logarithbmique, au moyen du second 
; ; d ] 
théorème du numéro 9 ; car ayant trouvé T- = i 
lorsqu'on regarde z comme la fonction de x, dans l’équa- 
le 


; ; ; dg 1 
tion u = a”, il s'ensuit que —= 7 . — , lorsqu'on re- 
a 


du la’ 
3. 


a, 
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garde x comme fonction de u, ce qui répond à l'équa - 
: ] : | 

tion x = z> mais: alors a étant la base du système, 


EE , et Pon a seulement 


dx le _le 
du z w’ 
d’où il résulte 
dls le 


=— et du—=le ; 
du u O= Q 

Pour passer da système dont la base serait eà celui 
dont la base serait a ( Algèbre, 250) , en désignant ces 
systèmes par les caractéristiques l et 1, on aurait 


lu = le. lu; 


et comme l’on compare tous les systèmes de logarithmes 
au système Népérien , on appelle module le nombre le, 
par lequel il faut multiplier l'u, pour obtenir le loga- 
rithme correspondant dans un autre système : on dit en 
conséquence que la différentielle du logarithme, ou 
. la différentielle logarithmique , est égale au produit du 
module, par la différentielle du nombre , divisée par le 


nombre méme. 


. 29. Si l’on voulait passer de là au à développement 


de x en u , ou du logarithme suivant les puissances du 


nombre, on trouverait que les quantités 
| dx d’x. aie | 
v Te FR . 
? du” du? | 


deviennent infinies par la supposition de u = o, et Pon 
en:conclurait que le logarithme ne saurait se développer 
dans la forme 


x = À + Bu + Cu’ + Du’ ue 
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C'est aussi ce qu'il est facile de reconnaitre à priori , 
en observant que la fonction s devient infinie lorsque 
u = o (Aig. 201); ce qui ne résulte pas de la série 
ci-dessus, qui se réduit alors à x = 4. | 

Il n’en serait pas de même si lon changeait x en 
Iı -+ u; car on aurait ` 


x =l(1 -4+ u), s = lH, 


1z = —le(1 Hu), = = ale(1 4- u), etc; 


faisant alors. “= o0 et le = M, ou obtiendrait 


uw ut w 
(abu)=—M fu— + 3 — r mhe 5 — ete.} (y. 








(*) On aura remarqué sans doute que l'équation # = T» da 


n° 26, jointe à Pexpression du n° 24, | 
i En _ (GE + EE — ET hme. 


eonduit à 


late ÎE— Ver). Se meh; 


2 
et en faisant a = 1 +- u, on retrouvera le développement obtere 


ci-dessus. 
Lagrange a montré qu’on pouvait tendre ectte série convergente, 


en observant que la = ml V, d’où 
s = 
ume (Le Kand (DE ah, 


parce que Va — 1 dédéit plus rapidement que m n’augmente. It 


‘suit de là qu’en peeansi m très grand, on aura, de plus cn plus 


exactement , 


le = mle (V2 — 1). 
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30. La série du second membre n’est assez conver- 
gente (Æ#ig. 236) pour être employée au calcul des 
logarithmes, que lorsque u est une fraction; mais on a 

| trouvé des moyens de la transformer en d’autres qui 
s'appliquent, avec plus ou moins d'avantage, aux différens 
cas. On a observé d’abord qu’en changeant -+u en —u, 


il venait 
uw w 
I(1—u)= m$- r = ete.}, 
et retranchant cette ss de A GAA on à 
trouvé. 
1+ u? u 
Ian) (ME H etete}; 


faisant ensuite te LEH =14ź ~i çe qui donne u=— 


vaut 
et observant que l (i)a GI =] (n+ 2)—ln, 
‘il en est résulté | 


Kn+)—r=2M | 2n+s +) + ve res le 
d'où l’on a conclu 
z Z 3 N° 1I/ 8 | 
1H) =lntami zt Er —) + Aat Fen 2 
Cette série, qui fait connaître le logarithme de n +3, 


lorsqu'on a An de n , donne, en y E: nt, 
et s =l, 2 


b=aM f+ y5 PEE k, 


puisque lı = 0. Elle est déjà très convergente et le de- 
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vient encore plus pour un nombre plus grand. Si lon 
prend M = 1, on trouve l'2 —0,693147180. 

Le module M s'obtient en calculant le logarithme. 
d’un même nombre dans le système qu'on veut adopter, 
et dans le système népérien , et en prenant le rapport 
des deux résultats (28). On arrive assez promptement 
au module des logarithmes ordinaires, en calculant 
d’abord le logarithme népérien de 5 par celui de 4, 
qu’on déduit de celui de 2, puisque l4 = 2l2; puis 
connaissant l’5.et l'2, onal RE + l'a. On trouve 
ainsi 


lio = 2 3025856093: 


et divisant par ce dernier logarithme, Punité qui est le 
logarithme ordinaire de 10, on a, pour le module 
cherché, 


M =o 434a0448a. 

` Tel est le nombre par lequel il faut multiplier les loga- 
-rithmesnépériens pour obtenir les logarithmesordinaires 
(ou de Briggs). ` 

| Réciproquement , pour revenir aux logarithmes ué- 
périens , if faut diviser les logarithmes Re par 
ce nombre, ou les multiplier par 


MEET KE = 2, 302585093. 1 


31, Je vais donner quelques exemples de l’applica- 
tion des règles de la différentiation des fonctions lo- 
garithmiques; mais pour plusde simplicité, je supposerai 
dorénavant que les logarithmes sont népériens, à moins 
que je n’avertisse Eu du contraire. 





Soit 1° 





= 7, 


Vars 








-— }; en faisant 


7 
J 
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! 








_on aura CE See, d’où du= — z , puisque... 
du | | 
-m - (28) : , mais l 
i d * se À ; 
M VAR Vas a dx ç 
LE 7 
| : i (a* +1) 
a x | 
dont AECE T 
2°. u =l m = VS) ; oa fera 
1I -4+ r Vis 


+ + +s+ Viry, V/1 + + 3 — Vies 


ce qui donnera 


“= 1(Z)=1y 1, uii, 
mais on a 
dx dx _—dx 
de po. Wir 2V ics a 
= | 
En 2V 1—%° 
dx ` dx 
LE 2 RES 
yds 
TaY i=’ 
d'où l’on tire 
dy dz _ zdy ydx 
yo oz yV i—i 2: Var 
Or. iz, 
ays y 1 — x° 
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et en observant que y° -+2 —=4, Jr—2x;, 
dx 
on trouvera enfin du = — — ===. 
Vis , 

Cet exemple est remarquable par les réductions 
qu'éprouve la différentielle, et par sa simplicité, eu 
égard à la fonction dont elle dérive; il sera facile 
maintenant d'effectuer le calcul des exemples suivans, 
dont je ne rapporterai que les résultats. 











° u= I d == anm n= 
E E À i Vita 
4. Ee 1{x V—i+ v 1—s'} ? de 

Ar à | dx 
fo, l —a f du=—= =: 
a [irt j yV 145 


6°. Si Pon avait u= (lx), en faisant lr =z, on 
trouverait 
u = 2", du = ndz; 
et remettant au lieu de z et de dz, leurs valeurs, il 
viendrait | 


d.(lx)" = nlx)” =. 
7°. Soit enfin u = Lx, c’est-à-dire, le logarithme 


du logarithme de x; posant, comme ci-dessus, lx = 53, 
on aura d’abord 


d 
u= lz, de dz = dx = Z, 
2 , e e i dx 
d'où Pon déduira ensuite du = —. 
e xls 


32. La considération des logarithmes facilite beau- 
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coup la différentiation des formules exponenutielles , 
—lorsqu’elles sont compliquées. 

1°. Soit, par exemple, — 2, z et y étant deux fonc- 
tions quelconques de x; en prenant le logarithme de 
chaque membre, on aura lu = ylz, et difféventiant en- 
suite, on vbtiendra tus ` 


d 
u =pl yd.lz (11, 28), ou 


et de là 
du = u (i+ Y 2 , d.o =z (dy: +y yT) 


2°. Soit gig, on fera ENM et l’on aura 
u =a? , du = a’dyla (27); 
mais dy =d .b7 = b*dxl8 : donc 
du = a b*dxlalb. 


3°, Soit u = z”, z, tet s, étant des fonctions de x, 
on fera #== ÿ;il viendra 


u = 2), du == zY (arte + — 
De (asie + 3) , 
ı et par conséquent | 


du = z"''' (dstäz + 


nn, 


ni pu 


z 





Au moyen de ces formules, on trouvera facilement la 
différentielle d’une fonction exponentielle quelconque, 
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: 33. Les sinus, les cosinus , les tangentes et les autres 
lignes trigonométriques, considérées par rapport à Parc 
de cercle dont elles dépendent , sont aussi des fonctions 
transcendantes; on les nomme assez ordinairement 
fonctions circulaires. 

Cherchons d’abord la différentielles de sinx; pour 
cela considérons les équations 


sin a cosb + sin b cosa 
À sina cosb — sin b cosa ,., . 
sin(a — b) = E (Trig. 11), 


sin(a -+ b) = 


et retranchons la seconde de la première, pour obtenir 


` sin(a + b) — sin(a — b) = SRE : 


au moyen de quoi nous trouverons 


asin ¿dx cos(x + +dx) 


sin (xx) —sin = A 


en faisant 
a+ b—=x+ dx et a — b = x. 


Prenant ensuite le rapport des accroissemens de x et 
de sin x, nous aurons 


sin(x +dx) —- sinx __ 2sin 4 dx cos (x +3dx) - 


dx EOE Rdx 
sin; dy PES 9 
= ds 


en divisani par 2 le numérateur et le Jonnan du 
second membre. Pour passer à la limite, il faut chercher 
ce que deviennent les deux factéurs lorsque Paccroisse- 
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ment dx s'évanouit (8), circonstance qui réduit d’abord 


le second facteur à pi í 


f + dx 
Quant au premier, ——— r T T5 € salimiteest unité; car de 


, on déduit z5 — SE ; et puisque 





R na 
tang a = - 
. COS a 


cos a = R, lorsque a= o, le rapport entre le sinus 
et la tangente a donc l’unité pour limite, quand Parc 
s'évanouit : or, larc étant moindre que la tangente, et 


sera toujours 





plus grand que le sinus , le rapport -= “ 





; sin 
compris entre a 
n 


1 pour limite. 
On aura donc, en vertu de ces remarques, 


d.sin x _ cos x N d. sin s = $7257 
dx — R? ` > R 


34. Cette différentielle obtenue , les autres sn dé- 
duisent sans peine ; car 

1°. cosx = sin(1%— x), d.cosx = dsin(11—s) - 
mais, par ce qui précède, 


a . 
et 1, et aura par conséquent aussi 
a 








d. sin (19—x) = z d (u1) cos ( 1 1— x) 
I 
=— xd cos (17— x), 


et cos(17— x) = sin x : donc 
dxsinx . 


? 





d. cos x = — 


2°. sin.verse x = B — cos x : donc 


, | " dxsinx 
d.sin.verse x= — d,cos x = À 5 





r RE RTE 
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. R si 
3°. tang x = sala 
cos x 





__ Roosrd. sins — Asinxd. cos x 
cos x? 


__ (eos -+ sin s*)dx 
cos x* he í 


mais coax? + sin x° = R° : donc 


mds J 
3 Re 
4. cotx = tanga’ 
di — R’d. tangs _ R'dx R’ dx 





tangat © tangxcosx' TT sin x"? 
en mettant pour tangy sa valeur; 
í i 


t 





Cos x 


d. Rèd. cosx __Rdsrsin x — ds tang x sécx 
cos x? cos x? R? 








T3 





Rsi 3 
u —— = ta et —— = sé 
p n ng x séc x; 

R° 
6°. coséc x = —— 
ins 

R?d. sins Rdxcosx dxcotxcoséc x 

ER a 


- Dans l'usage ordinaire on fait le rayon R= 1, ce qui - 


simplifie les formules ci-dessus, et donne 
d.sinx—dxcosx, d.cosx——dxsinx, 

dx 
sin x 


dx 
d.t =- — d. cot s = = ; 
ang ~ cos x* ? j z 


, 
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35. Avec ces formules, on peut trouver la différen- 


tielle de toute expression renfermant des sinus, co- 
sinus, tangentes, etc.; il faudra pour cela différentier 
en regardant ces quantités comme des fonctions parti- 
culières , et mettre au lieu de leurs différentielles les 
résultats ci-dessus : je n’en donnerai qu’un seul exemple, 
savoir, u = cos x"*, On fera 


coss = Z, sin x = y; 
on aura u = z et 


du = d. Pa (ayle+ z (32) 


A sin x 
= dx cos x 7 (cos xl. cos x — HEY, 
cos x 

36. Après avoir traité les sinus, cosinus, etc. , comnie 
des fønctions de Parc, il convient de regarder Parc 
successivement comme une fonction de sonssinus, de son 
cosinus , etc., et d’en déterminer la différentielle sous 
ces divers points de vue. Pour cela, soit x la fonc- 
tion proposée, et u la variable dont cette fonction 


dépend; 1°. à cause de sin x — u et cos x = V/R— 1, 








Péquation d.sin x = srl , don nne du — dey Ru 
R R 
et par conséquent (9) dx — 7 LEE : telle est la valeur 
2 72 


de la différentielle de Parc exprimée par le sinus et par 
sa différentielle. 

2°. Si Pon voulait exprimer la différentielle de Parc 
par son cosinus , il faudrait partir de l’équation 


dx sin x 


d. cos x = — R? 


y -em 
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qui donne, en faisant cosx == u, 


du IV R ou dx= — Ei 
: R V R'— u° 


Pour passer de là au sinus verse, on ferait u=R—y, 


puisque cos x —ÆR—-5in.versex; on aurait par consé- 











| d 
quent du = —dy et dx = RÉ ENS 
= V2Ry —3'° eer 
o, i =u; léquati t == ad 
3, Soit “ed =ü; 7. d.tangs ro 
2 a z 
donne E iA et ds = 1, mais comme... 
cos x R 
séc x — a E : par conséquent 
T= cos x” o sécs"? pins LS 
PERE R°du Li 
x= zya) €t à cause que 


séc x° = R? -+ tang x’ = R° + u, 


il vient enfin 
dš == Pop. 
| R? + u?’ 
En faisant R= 1, les trois expressions de dx obte- 
nues ci-dessus en du, se réduisent à 








= du H dx — du —— du 
V'1— w’ = Vi— u” 1+ 0 


Je terminerai cet article par l’exemple suivant. 
Soit x un arcayant pour sinusla fonction 2u ÿ/ 1—u*; 
on fera i 
zuy I — u? =E Z, 
- lon aura | 








48 . TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE, 

















l 2du(1—au* 
mais dz= u u. 
3 | V'1— u 
et V 1—2 = 1 on: 
odu 
donc dx = = 
1— 4’ 


37. On peut, par le moyen des expressions diffé- 
rentielles obtenues précédemment , former les dévelop- 
pemens des principales fonctions circulaires. 


1°. Pour sinx, on a 


du d'u e d?z 
. díu | 


Ja = sin, etc. ; : 


faisant x= 0, il viendra, par le n° 22, U = 0, et 
5 | 


U =ı1ı, U" =0, U“=—1, U"=o, etc, : 


d’où Pon conclura 
sin 2 a” + A elc 
k D — e CIOE OEEO EEES . ` 
1 1.2.3 © 1.2.3.4.5 


2°. On trouvera pour cos x 


do o; du — 2 da sin y, 
díu ` | 
dxi == Co «, elc.; 


faisant x— 0, il en résultera U = 1 , et 
U' =0, U'=—1, U°=o, U™ z1, etc., 


ce qui donnera 


x? x 
Cos s EE l = — ————— — EC 
rat 1.2.3.4 


Ces deux formules, dont la loi est très évidente et 
très simple, offrent une des méthodes les plus exactes 


nn nn 
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et les plus expéditives pour calculer le sinus et le cosi- 
nus correspondans à un arc donné, surtout lorsque cet 
arc n’est pas très grand. On en trouvera d’analogues 
pour la tangente et les autres lignes trigonométriques ; 
mais la loi de ces dernières formules n'est pas aussi 
simple que celles des précédentes, et elles sont beaa- 
coup moins commodes dans l'application que les rela- 
tions qui donnent la tangente, la sécante, etc., par le 
moyen du sinus et du cosinus; c’est pourquoi je ne m’y 
arréterai pas; mais je ferai remarquer que les pre- 
mières, finissant toujours par devenir convergentes (27), 
s'étendent aux arcs surpassant même la circonférence. 


38. On pourrait former de même le développement 
de Farc, soit par le sinus, soit par la tangente; mais dans 
ce cas, l'expression des coefficiens différentiels , se com- 
pliquant à mesure que leur ordre sélève, laisserait 
difficilement apercevoir la loi qu’ils suivent, inconvé- 
nient que n’a pas le procédé ci-dessous. 

Le coefficient différentiel de Parc considéré comme 
fonction du sinus, étant 


dx I 


Doya e 


2 
3 


(36), 


on peut le développer en série par la formule du bi- 
nome (21); et en ne faisant aucune réduction aux coeffi- 
ciens numériques , on trouve 

du I , , 1.3 1.3.5 , 

gtz” Eor 407 + etc. 
Ce développement, ne contenant que des puissances 
paires de v, montre que celui de + n’en doit contenir 
que d'impaires, et qu'il faut poser en conséquence 

x = Au + Bus + Cu + Dur + etc., 
Calc. diff. 4 
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sans terme indépendant de u, afin que Parc x péva- 
' nouisse quand uv = o : ue fait , en différentiant, an ob 
tient 
dx 
du 


et comparant à la première série, on trouve 


= À + 3Bu° + 5Cui+7Duf+ ete., 


A=1, 3B—-, 5C—, D= 
2 . 
d’où 


1.3.5 i 
2.4.6" “a 


1.3 u5 1.3.5 
= ith ETAT mer 


Comme on ne peut pas prendre u > 1, on voit que 
la série ci-dessus ne saurait donner pour x une va- 
leur plus grande que le quart de la circonférence; 
cette expression de Parc par son sinus est donc moins 
générale que celles du sinus et du cosinus par Parc. 

Pour exprimer Parc par la tangente, il faut dévelop- 


per d’abord 





I Qi f 
I = yya = 0 +) (36), 
ce qui donne 
dx f 
— = Gers 2 be 6 e 


et posant 
s= Au + Bu’ + Cu’ + Du 4 etc., 
d'où il résulte | 


T= = À + 3Bu° + 5Cuf + 7 Duf + etc., 
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il vent 
u wW, w 


w 
i a a au 7 -}- etc. 


Ce dernier développement donne une expression re- 
marquable de Parc 0°,5 , dont la tangente est, comme 
lon sait, égale à 1; en efet, si l’on suppose u=r, 
il vient 

015 = 1 —3 +; —7 +3 — etc. 

Cette série est trop peu convergente pour être em- 
ployée; mais on peut calculer le même arc en plusieurs 
parties, dont chacune, ayant une tangente plus petite que 
l'unité, serà exprimée par une série très convergente. Le 
géomètre anglais Machin a trouvéque l'arc de 0,5 est égal 
à quatre fois celui qui a pour tangente g, moins Parc 
dont la tangente est :55, ce dont il est aisé de s’as- 
surer en Observant que si tang a =z, il en résulte 
( Trig. 27). 

.2tanga 5 
2a = ——2— — — 
ag o I = tang a? 12 
2tang 24 _ 120 

ta ; naren è ERNE 
| ngam 1 — (tang2aÿ ug 


Le dernier nombre, un peu plus fort que Punité, tan- 
gente de 01,5 , montre que a> 01,5 : faisant donc 
ire MA,  %5=B, 
on a, par la différence 4a — 0,5 ou 4 —8B, 
ed D nettes = 2; 
et posant A—B—6b, il vient 01,5 = fa —b. 


; I 
Or, en prenant successivement 4 = Fr u= 


k.. 


I 
239 on 
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trouve les valeurs de ‘a et de b, et ensuite 


4(3— zpt 5 =p + ete) 


(357 30 tsa ete.) 


d’où l’on déduira promptement que la demi-circon- 
férence = 3,141592653. 


01,5 = , 


De la difjérentiation des fonctions de deux ou 
d'un plus grand nombre de variables. 


3g. Soit f(x, y) une fonction quelconque de x et 
de y; en supposant d’abord que la variable x change 
seule et devienne x + À, il faudra regarder y comme 
une constante, et traiter la fonction proposée de même 
qu’une fonction de x seule : on aura donc par le théorème 
du n°23, en faisant pour abréger f(x, y)= u, 

duh d'u h du R 
TaT RE PT 1.27 dé TE DL 


Pour trouver ce que devient la fonction proposée, 
lorsque y seul prend un accroissement k, on regarde- 
rait x comme une constante, et f(x, y), ou u, comme 
une. fonction de .y seul; par là on aurait 


duk d'u k du $3 
FC, . nuit oo 2 TE 2.3 


=$» sis: 
Dans le cas où les quantités x et y varient en même 
temps et deviennent x- k et ytt, comme on n’a 
assigné aucune forme particulièr eà la fonction f(x, y), 
il n’est pas possible d'y faire à la fois les deux substi- 
-tutions indiquées; mais il est aisé de voir qu'on par- 
. viendra au même résultat en changeant d’abord + en 


SN Re ER et dl ve 
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x+h,et mettant ensuite yẹ- pour y,dans le dé- 
veloppement qu’on aura obtenu par la première opé- 
ration. 


On a déjà 
duh d'u h° , d'u A 

Eeth, ut T ia i. 21 de ra ou 

u représentant f(x, y). Pour développer les coefficiens 
des différens termes de cette série, en ayant égard au 
changement arrivé à y, j'observerai d’abord que dans 
chacun d’eux, x doit être regardé comme une quantité 
constante , et qu’on doit les traiter par conséquent 
comme des fonctions de la seule variable y: D’après 
cela, f(x, y), ou z, E, 


duk ` d'u k 
Rp pn Erinn 2. tes 


Si, dans ce développement, on écrit n , au lieu de z, 
on aura pour résultat ce que devient la fonction T , 
lorsque y se change en y +; c’est-à-dire, 

du)  ,,/du af du 
du E dx dx/ K 
ds T Lit- dé 1.27 dy 1.2.3 
Mais comme , en partant de la fonction w, l'expression 
S 


i indique deux différentiations faites successive- 





eA la première en ayant égard à la variabilité de x 
seule, et la seconde en ne considérant que celle de y, 
on donne à cette expression une forme plus simple 


d°u 
3 e e e 3e e ë 
en écrivant ainsi qu'il suit : TEF On représente 
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a ; eten général, il faut en- 


le coefficient différentiel de Pordre 





d” 
tendre par Tag, ida 3 


z, relatif à la fonction a , en n’y supposant que y 


variable, tandis que cette fonction est elle-même le. 


coefficient différentiel de l’ordre mn de la fonction pro- 
posée, en n’y supposant que x variable. 
Cela qu Le a i de y-++kaulieude y changera 
= en + du k díu k’ 
araa Ti ty dysdz 1.2 dy'dx 1.2.3 + etc, 
du, du, d'u k à diu pa _& : 
ES dyd’ 1 * dy°da* 1.2 Udyda* 1. à 2.3 
N diy & d'u Æ , du 
ds taai dyde 1. ra à re 2.3 ne 
etc. 


etc., 


En substituant ces valeurs dans le développement 
de f(x+k, y), et en ordonnant de manière que tous 
les termes dans lesquels les exposans de Z et de + font 
une même somme, soient placés dans une même cQ- 
lonne, il viendra 

d'u k* d°u 


Katiy kjut + rat dy EE Heto. 
duh du kh d'u $ h 
Tis 1 1 À Jdr dydx51 it irdi a 
+ duh du ER 
dx*r.2 ' dydx’ 11.2 
d'u hS 
T de 1.2. TE ii 


ete. 


etc.f ° 





_—_ Date 


s) 
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our bien entendre ce que signifie cette formule, il 
suffit de faire u= x"y", et d'en déduire le dévelop- 
pement de (x -} A)”(y +Æ}", qu'il est aisé de former 
à priori. 


fo. On a obtenu le développement précédent en 
mettant d’abord x + À au lieu de x, et ensuite y HE 
au lieu de +, mais on aurait pu procéder dans un ordre 
inverse , et commencer par la substitution relative à y; 
alors fs , y) serait devenue 


f(x, y+ +E), 


duk d'u E du FP 
Re. Fra atp ia 2. sr 
La substitution de x -+ À, au lieu de x, dans cette 
série , aurait d'abord changé en 


du À . d'u A? 
FE + — + ete, 


ou 


et ensuite 
du, du h Bu h? diu A 
d Dante 3 à dady 1. pas T 


d'u A du h diu R’ dx k 
ar r A E E T 1 ete» 
du d'u diu h, dõu A’ du k 
TT E: N T E 2 Jedy lapaa T de 


etc. ; 


on aurait eu par conséquent 


4 
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duk , d’u h* d'u A- 
(oth, ytt) =u i ir ter at T5753 2. 
a d'u hk d'u h’ k 
Thit ih dxdy11 ' dx’dy1. nant G 
d'u &* du h k? 
Jia ddy aart 


3 je etc. 


| k 
J. Ts 1.2.3 “etc. 
+ etc. 


Il est évident que ce second développement doit être 
identique avec le premier; car il est indifférent de chan- 
ger d’abord x en x-f- h et ensuite y en y $, ou de 
faire les mêmes substitutions dans un ordre inverse, 
puisque d’une manière ou de l’autre on obtient égale- 
ment fx, y+E) 

. Si Pon compare , dans ces deux développemens » les 
termes qui sont affectés des mêmes puissances de % et 
de £, on trouvera cette suite d'équations, 


d'u _ d'u 
dydr  dxdy” 
du _ de 
dydx® ~ dx°dy’ 
du de 
dy’dz  dxdy*” 
i Paa RE 
dyd  dx"dy"” 
etc. etc. 


| n résulte de la première, que le coefficient difiren- 
tiel du second ordre d’une fonction de deux variables , 
pris en différentiant par rapport à Pune d'eles ct 
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ensuite par rapport à l’autre, reste le méme , quel que 
soit l’ordre qu’on ait suivi dans les différentiations. 

Soit, parexemple,u—x"%7"; si l’on différentie d’aborden 
du 

regardant + comme seule variable, on a =» 

différentiant ensuite ce résultat, en ne faisant varier 


d'u 
que y, on obtient dydx = mnx" "y"! ; en opérant 


dans un orfre inverse, on trouve 

du mn du 

o natya, dy = mn ya, 
et Pon voit que le dernier résultat est le même dans les 
deux cas. Les autres équations rapportées ci-dessus ne 
sont que des conséquences de la première. 

41. En retranchant f(x, y), ou w,de f(x+, +) ; 

rangeant sur une même ligne les termes compris dans 


chaque colonne, et les réduisant au même dénomina- 
teur, on trouve 


ReH, y TR DE) 
T d'u, d'u d'u, \}: 
Fa Hp TRE) 
+ etc. | . 


Si Pon étend aux fonctions de deux variables la défi- 
nition que j'ai donnée (5) de la différentielle d’une 
fonction, on verra que celle de f(a »Y), ou de u, est 
comprise dans les deux termes qui forment la première 
ligne du développement précédent ; et en changeant 4 
en dx et $ en dy, on aura 


du du 
df(s,y)= du = ds + Jy dy. 
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Il suit de là que la différentielle totale d’une fonction de 
deux variables renferme deux parties, savoir : dx, 


ou la différentielle prise en regardant x comme seule va- 
riable, eT dy , ou la différentielle prise en regardant 


y comme seule variable. 

On peut donc appliquer aux fonctions de deux va- 
riables, les règles données ( 10 et suiv.) poùr la diffé- 
rentiation de celles qui dépendent d’une seule , et pour 
cela on différentiera la fonction proposée, d'abord par 
rapport à l’une des variables , et ensuite par rapport à 
Pautre; la somme des deux résultats sera la difiren- 
tielle totale cherchée. 


42. Je ne crois pas qu il soit nécessaire de donner 
beaucoup d'exemples relatifs à la différentiation des 
fonctions de deux variables, puisqu'elle rentre dans 
celle des fonctions qui n’en contiennent qu’une; je me 
bornerai donc aux suivans. 

On voit surle-champ, d’après la règle ci-dessus, 


que 
d.xy =ydx-} «dy, 


Soit encore 1°. u= x"y*; on a 
du Re 
dx dx —— mx" y dx, 
= K = na” ydy ; 
Y 
donc 
du=max": pda ya dy = y + (myés-tnsèp) ; 
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ay a 
2. 4 = == = ay(x*+ky) °; on a 
y x + y? á 
z De D 
(+3) 
du ady ay*dy 
dy dy = EE e js 
etry (PE 
donc ES 
de ayxdx Fe ady__ ___ay'dy 


Cr) etr +r? 

ou en réduisant, 

na axydx+ ax*dy 

anren D A 

(x° ee y’ 8 
3, u — arc (tang = 5) , expression qui est celle 
d’un arc de cercle dont le rayon est 1 , et la tangente © ; 
pour la différentier on fera © = z, d'où il résultera 
ds : 

u = arc (tang —z),et du = Le (36); puis mettant 


au lieu de z et de dz leur valeur, on trouvera 





dx — sdy 
E RE À eme À 
— x p 
I . 

Tr 


43. La manière dont on écrit les différentielles des 
fonctions qui dépendent de plusieurs variables, donne 
lieu à des remarques importantes, Il ne faut pas con- 


t 
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fondre alors SË dx avec du, comme on pourrait le 


faire si u ne renfermait que la seule variable x » parce 
qu'ici le du de l'expression - , ne désigne pas la dif- 
férentielle totale de la fonction u, mais seulement: la 
partie que produit la variation de + (41); et comme c’est 
le diviseur dx qui marque cette restriction (39) , il faut 


le conserver pour distinguer T dx, de la différentielle 
totale représentée simplement par du: il en est de même 
de dr par rapport à y (41). 


m-+n 
Les quantités d T siii i sont appelées sou- 
vent différences partielles; mais ce langage n’est pas 
exact; car les formules qu’on désigne ainsi n’expriment 
point la différence entre deux quantités. 


Les vraies différences partielles de u sont d’abord 


FC + A, y) — £=, y), 
Elw, y Ak) — f(s, 9), 
la première étant prise en n’ayant égard qu’au chan- 
gement de x, et la seconde en ne supposant que celui 
de y. Les expressions 
du du _ du du , 
Jz Ž? g’ ou Ty > Iy 9? 
qui ne sont que les premiers termes des développemens 
de ces différences, doivent être nommées différentielles 


par tielles (6); L : T , resteront toujours les coeffciens 


différentiels du premier ordre de la fonetion proposée, 


-~ 


n_n 
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dry 
dx"d y" 
coefficient différentiel pris en différentiant m fois par 
rapport à x, et n fois par rapport à y; mais il faut 
remarquer qu'une fonction d’une seule variable n’a 
dans chaque ordre qu’un coefficient différentiel (17), 
tandis qu’une fonction de deux variables a deux coeffi- 
ciens différentiels pour le premier ordre, trois pour le 
second, quatre pour le troisième, et ainsi de suite. . 


et en général, sera, dans Pordre m +n, le 





$4. Voici comment on peut trouver ces divers coeff- 
ciens, en partant des deux premiers. 


On a d’abord 
du du 
du = dx dx + dy dy , 
Da : > ; : du du 
prenant ensuite ła différentielle des fonctions: Jz et y j 


qui doivent être traitées comme des fonctions de deux 
variables, il vient 


du d'z du 
d == — EE dy, 





d'u 
dy” dxdy TE dy* dy; 


et parce que la différentielle seconde n’est autre chose 
que la différentielle de la différentielle première, on 
aura | 


. _ du.,, d'u d'u 
du = = dx u ae a du 7? 


en regardant; dx et dy comme des constantes, et en 
observant ‘que les coefficiens différentiels dont les dé- 
nominateurs ne présentent. que les divers arrangemens 
d'un même produit en dx et dy, sont identiques (40). 
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Si l’on différentie les coefficiens différentiels qui se 
trouvent dans le résultat précédent, il viendra 


d°z d°z dèu 


d Taa — de dx + dy m dy, 
d°u d°u 
ddl) dd, de + TT do 
d'u . dèu d°u 


dy" dedy’ dde t dy? dy, 
et par o 


d°u= acen sd" dy +8 pdd + = dy. 


On continuera os cette SA »et re- 
marquera sans doute l’analogie des résultats avec les 
puissances du binome. 

, Il faut observer que, d’après la notation précé- 
dente, la série du n° Á r rentre dans celle du n° 23, 
lorsqu’ on substitue dx à %, et dy à &; en sorte que 
si Pon désigne f(x + dx, +) À E w, on aencore 


’ du , d'u 
ane E De p UE + ete, 


forntule tout aussi le que celle du n° 41; 
puisque les accroissemens dx et dy sont également 
arbitraires. 


45. Il est aisé d'étendre ces considérations aux fonc- 
tions d’un nombre quelconque de variables, et de s'as- 
surer que si l’on a 

| u = f(t, x, y, 8), 
il en résulte 
MEE TE AE rÀ — f (f, 2, Y, à 


S et Atit Tete, 
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d’où lon conclura 
du du du du 
u= gt tg tyt Jz dz, 


en désignant par 

du du du du 

dé” dx’ dy’ dz’ 
les coefficiens différentiels de la fonction x, pris en y 
faisant varier seulement ż, ou x, ou y, ou z. 

Cette notation, due à Fontaine , est la plus simple et 
la plus expressive de toutes celles qu’on a proposées pour 
remplir les mêmes indications. Euler, dans la crainte que 
Jon ne confonde, par exemple, le coefficient différen- 
tiel 

dé 
la différentielle dé, rapport qui est équivalent à 


avec le rapport de la différentielle totale du à 





désigne ce rapport par - , tandis qu'il exprime le 


coefficient différentiel. par ER Le sens du discours 


tend presque toujours cette distinction superflue; Fon- 


taine d’ailleurs avait pourvu au cas où elle était abso- 
lument nécessaire, en proposant décrire le rapport 


nai | 
ainsi : = du; et comme œ rapport est employé plus 


rarement que le coefficient différentiel, il avait affecté 
à ce dernier le signe le plus simple, ce qui est con- 
forme à la théorie de toutes les nomenclatures, et 
précisément le contraire de ce qwa fait Euler. 
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46. Les résultats du Calcul différentiel devant tou- 
jours être indépendans des accroissemens des variables, 


r I e e : P e P 
le rapport J du, ne saurait avoir un sens déterminé, 
l 


qu'autant que les variables x, y, z, sont, au moins im- 
plicitement, des fonctions de £; et alors du exprime la 
différentielle d’une fonction composée d’un nombre quel- 
conque d’autres fonctions de la même variable. En effet, 
si l’on suppose que les variables x, y, # dépendent de la 
variable ż, et que lon substitue aux accroissemens g, 
h, k, l, des expressions de la forme 


dt, pdt, qd, rdt, 


l'ensemble des termes qui ne contiendront dé qu'à la 
première puissance , se composera des termes où les 
accroissemens g, h, k, l, ne passent pas cette puis- 
sance , et ne se multiplient pas entre eux : on aura donc 
encore 


du 
du= ita rate gtt = rdt, 


ce qui revient à 


du = de +de + À -d y+% à, 


en remplaçant pdt, qgdź, rdt, par les différentielles 
` dx, dy, dz, que ces quantités représentent. 
` Ainsi la différentielle d’une fonction renfermant un 
nor”bre quelconque d’autres fonctions d’une seule va- 
riable, est la somme des différentielles partielles rela- 
tives à chacune de ces fonctions. 

La règle du n° 11 n’est qu'un cas particulier de cet 
énoncé, car si Pon prend u= txys, il donnera 


du = syzdt + tyzdz + txady + tx ydz. 


——#— 


I y)=u+ 
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De même, quand u= z3, on a 
j 
Eds —=y# "ds (13), L= D dy (27), 
et par conséquent | 
j du = yaf ‘ds + 'dylz 

7. Je dirai ici très peu de chose şur la manière 
de réduire en séries les fonctions de deux variables, 
parce qu’il arrive le plus souvent qu’on ne les développe 
que par rapport à l’une des variables, en supposant 
à Pautre une valeur constante, et qu’alors ces fonc- 
tions doivent ‘être traitées de même que celles d’une 
seule variable. Il sera peut-être utile néanmoins de 
faire voir que la formule du n° 39 s’emploie à déve- 
lopper les fonctions de deux variables, comme celle 
du n° 21 s'applique aux fonctions qui n'en renferment 
qu’une (22). 

Si Pon fait x =o, y = 0, dans la formule du n° 4r, 
c’est-à-dire dans u et dans chacun de ses coefficiens 
différentiels , elle donnera le développement de f(4, k) 
ordonné suivant les puissances des quantités A et =; 
mais on pourra écrire + au lieu de h, et y au lieu de $; 
et il en résultera 
1 fdu du 
Last D? } 

1 fd°z d’u d'u , 
de. de tiy 9 Ty) | 
+ etc., 
en observant de faire x et y nuls, tant dans x que dans 
les expressions qu’on obtiendra pour chacun des coeffi- 
ciens différentiels (*). 





(*) On pourrait encore arriver au développement de f(x, y) 
par la différentiation, ainsi qu’on est parvena à celui de f(x), dans 
Cale. dif. 5. 
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De la différentiation des équations quelconques 
à deux variables, 


‘48. Jusqu'ici je n'ai différentié que des équations 
séparées, C'est-à-dire dans lesquelles la variable se 
' trouvait seule dans un. membre, et la fonction dans 
l'autre ; telles sont les équations de la forme Y=X, 
Y étant une fonction de y, et X'une fonction de x; mais 
le plus grand nombre des équations que Pon rencontre 
dans les recherches analytiques ne se présente pas ainsi : 
la variable etla fonction y sont souvent mêlées ou com- 
binées entre elles. | 

Lorsqu'on à une équation quelconque {(x,y)=0; entre 
x et y, son effét est de déterminer x par y, ou y par x, 
en sorte que l’une de ces quantités est fonction de Pautre; 
et si lon change æ en x+h, et y en y+ k, il faut 
encore que Pon ait | 

f(x th, y+D=o, 
ja note de la page 39; car s l’on suppose 
u= A+ Bx + Cr + Dx? + Exy + Fy2 + etc., 
les lettres 4, B, C, etc., désignant des quantités indépendantes. 
de x et de y, et qu’on différentie cette équation par rapport à xet 


par rapport à y, plusieurs fois de suite, de manière à former les 
expressions des coefficiens différentiels 


du du du d'a d'u 
= y CiC.s 


wo dy” de’ dy’ dy 


on aura , en égalant à zéro x et y , après les différentiations ; 


du du _ 

I = 8, de? 

d:u d'u PE 7 dam . A s 
Ja = 22; aay i e Lou etc. : 


la valeur de 4 sa trouvera en cherchant celle de la fonction u, 
lorsque x et y sont nuls. - 


r 
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d’où 
flx +h, y +5 — f(x, 7) =0, . 
équation qui, par le n° 4r, se développe dans la forme 


du , , du 
L +E) 
1 /d'u,, d’u d°z — 
Ta E tainta) 
+ etc. 


u représentant f(x, y). 
Cela posé, chercher le coefficient différentiel de y, c'est 
$ ; 
chercher la limite du rapport z; or, si dans léquation 
ci-dessus, on fait E — wh , tous ses termes deviennent 
divisibles par 4; et lorsqu'on pose ensuite 4 = o , pour 
passer à la limite demandée, il ne reste plus que 


EP oim D T= Q, 
où æ doit être remplacé par sa limite S7 (5): on aura 
dono | ` 
du — dudy 


du , , du 

T Dr% ou ES De Ce ns 

Le dernier résultat, se confondant avec la différentielle 
totale de la fonction x (41), montre que pour trouver 
le coefficient différentiel du premier ordre d’une fonc- 
tion Y , donnée par une équation u= o enére deux va- 
riables x et y , il faut différentier le premier membre de 
cette équation , comme si les variables étaient indépen- 


` dantes l’une de l’autre, égaler ensuite à zéro le résultat, 


dy 

t —_, 
et prendre la valeur de T 
| 5. . ’ 
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Cela fait, si l’on observe que la valeur de dz que je 


représenterai par p, ne contenant que x et y,est, en vertu 
de Péquation = o, une fonction de x seul, on en con- 
clura que p doit changer quand on fit varier x, et 
= prendre un accroissement que je désignerai par 7; mais 

alors on peut regarder le premier membre de l'équation 


. comme une fonction de x, y et p, égalée à zéro, qui 
doit toujours rester nulle; et si on la représente par v’, 
on aura, par la formule du n° 45, 


du’ du |. du’ 
TETTRE 
+ etc. 


Or, tous les termes de cette expression deviendront 
divisibles par A, si l’on y fait £=—xh, l= ph; et 
ceux qui ne sont pas écrits, contenant les quantités 
h, ket, à des puissances plus élevées que la pre- 
mière, s'évanouiront lorsqu'on fera Æ—0, pour 
passer à la limite où l’on doit remplacer 


d d 
m par et p par £; 


il ne restera donc que 
du du dy , dw dp _ 


ds "dy ds T dpds ? 


ce qui revient à 


du’ du’ du’ 
LAT AFT dp = 0, 
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: se confond avec la différentielle totale de la fonction 
: ainsi, pour farmer l'équation qui exprine la rela- 


ns Kon entre le coefficient différentiel du premier ordre et 


celui du second, il faut différentier l'équation qui de- 
ermine le premier de ces coefficiens , en le regardant 
lui-méme comme une nouvelle variable, puis diviser le 
résultat par dx. : 


Faisant ensuite r = gq , l'équation qu’on vient d’ob- 
tenir, pourra être considérée comme une fonction u’ de 
+, 7, p et g» égalée à zéro, et donnera une équêtion 
équivalente à du” = 0, qui déterminera le coefficient 
différentiel r de la fonction g, c’est-à-dire le coefficient 
diférentiel du 3° ordre de y, par les précédens. 

* On voit par là que les équations qui expriment les 
relations des coefficiens différentiels d’une fonction 
donnée par une équation entre deux variables, se dè- 


duisent les unes des autres, par des différentiations 


successives , en traitant chacun de ces coefficiens comme 


-une nouselle variable. 


fo. L'exemple suivant éclaircira tout ce qui i précède. 
Soit Péquation , 


= ff —2msythx — a = 0; 
la fonction x est ici y*— 2m y x — a°: si on 
la différentie, en y faisant varier x et y, et quon 
égale le résultat : à zéro, on trouvera 
= 2ydy —2mxdy— 2mydx + 2xdx = 0, 
ou ydy — maxdy— mydx + xds==0 (1), 
en supprimant le facteur commun 2; et l’on en tirera 
dy __ my — s 
dy ~ y— m; 
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Pour avoir 4 , en x seul, il faudra subtituer dans 


cette expression la valeur de y, qui, dans l'équation 
proposée, est 

y = mx + V'a— Sms; 
et il viendra 


dy _ s 4 ms+ mVY a st Ems 
de Ey ams d ms" 
= m+ DC OS 
Va — st Est mx 
résultat semblable à celui qw ’on ses immédiate». 
ment de l'expression Š 








| y= mx + VIF 
abtenué en résolvant l'équation proposée. 
Maintenant, si Pon fait = = p, d'où il résulte 
dy = pdx , l'équation (1) se change en 
G—mep= my +2=0; 


et si on la différentie de nouveau, en considérant que 
y et p sont des fonctions de x, on arrive à 


{y — mx)dp + p(dy— mds) — mdy+dx= 0; 
mettant ensuite pdx pour dy, gdx pour dp, et 
réduisant, il vient 


(y — mx)g + p°—2mp+1=0, 
équation qui donne la relation me le coefficient diffé- 


rentiel du second/ordre q, ou 52 2-{ 17), doit avoir 
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: i d 
vec celui du premier ordre p, ou £ , et avec les va- 


riables x et y. 

En continuant de différentier de la même manière, 
on formerait l'équation de laquelle dépend le coefficient 
différentiel du troisième ordre, et ainsi de suite. 


Bo. Si Yon fait attention qieg = dy , et que... 


dx? 

dy= = d(dy), on reconnaitra que l'équation 

(y— ms)g +p — 2mp +1 =0, 
s déduit immédiatement de équation 

ydy — mxdy — myds -4 xdx = 0 (1), 
lorsqu'on la différentie en y faisant varier dy comme 
une fonction de x, et divisant ensuite par dx*. En effet, 
on a premièrement 

ydy — mxd*y -+ dy*—2mdsdy + dx =0o (a), 


secondement 


s Cm) FZ =+ 2 -am +: =o, 


équation qui, lorsqu'on y change = en p, z = en 7, 


devient celle que j'ai obtenue plus haut pour déter- 
miner g. 


En général, faire varier les quantités p, q, etc., comme ` 
' des fonctions de x, c'est prendre les différentielles des 


s 
expressions équivalentes y | g , différentielles qui 
3 
#nt respectivement représentées par > , À » ete., 


c'est enfin regarder les quantités dy, d°y,etc., comme 
des fonctions de +. 
L'équation (1) est Za différentielle première de la pro- 


D is « in 9 ue = 
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posée ; l'équation (2)en est la différentielle seconde, etc. ; 
et, d’après la remarque ci-dessus, les différentielles 
d’une équation PRIMITIVE proposée se déduisent les 
unes des autres par la différentiation , en regardant y, 
dy, dy, etc., comme des fonctions de x. 

On passe aux équations qui donnent les coefficiens 
différentiels, en observant que ces coefficiens sont re- 
présentés par 


ou en faisant 
= dy=pdx, d'y—=dgdx, etc. | 
Par ces dernières substitations, les différentielles dis- 
paraissent , et il ne reste dans les résultats que les fonc- 
tions p, q, etc., absolument indépendantes de la valeur 
de l'accroissement dx. 
51. L’équation proposée, 
y 2 — IME Y + x =0, 
étant du second degré , donne pour y deux valeurs, par, 
le moyen desquelles Péquation 
(y — max) dy — (my — x) dx = 0 (x), 
d’où l’on tite’ 
dy _my—x 
dx — y — mr’ 
donne aussi pour le coefficient différentiel 7 Ká , deux 


valeurs correspondantes à celles de la fonction y. 

Si , au lieu de résoudre équation proposée, pour en 
tirer la valeur de y, on éliminait cette variable , au 
moyen de Péquation différentielle (1), on aurait 
d'abord, en vertu de celle-ci, 

__ s(mdy — dx) 
Y = -dy — mds 
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substituant dans la première , il viendrait , après les 
réductions, 

(2° — a° — mx)a y" (am — 200% — 25% )Axd y 
+ (x°— mx’ — a° mjd = o. 

Cette dernière étant résolue par rapport à dy, donne- 

rait les mêmes résultats que ceux qu’on obtient en 

différentiant les valeurs de y (49) ; et après lavoir divi- 

se par dx°, on en tirerait immédiatement celles du 

coefficient différentiel. On aurait alors 


(x° ~am’) a Z- (2mx—2mat—2m'sx") z 


mfe g? — m'g? — atm? = 0; 
et en dégageant la esconde puissance du coefficient dif- 


férentiel, exprimée par A , On arriverait à 


dy* m Z z* Mix" — am" 
de Js T y? — A” — mis = 0. 

52. Il est peik d'appliquer ce qui précède à des 
exemples plus compliqués, ou dans lesquels les va- 
riables montent à un degré plus élevé. Soit encore 
l'équation 
y — 3axy + x = 0; 
la différentiation donnera 

89° dy — 3axd y — 3aydx + 3x°dx = 0, 
ou, en supprimant le facteur commun 3, 
"dy — axdy — aydx -+ x°dx = o (1), 
dy ay 
et par conséquent de p— ax 

La fonction y, dans cet exemple, étant donnée par 
une équation du troisième degré, doit avoir trois va- 
leurs; et en les substituant successivement dans expres- 
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sion de Y , on obtiendra un pareil nombre de valeurs 


pour le coefficient différentiel. On voit en général que 
ce coefficient aura toujours un nombre de valeurs égal 
à celui dont la fonction y est susceptible dans J’équa- 
tion proposée : il en sera de même à l'égard de la diffé- 
rentielle. 
Si Pon éliminait y entre les deux équations 
y — 3axy A x 0 ) | 

4" dy —axdy— aydx + x°dx = o (1), 
ón aurait pour résultat une équation du troisième degré 
par rapport à dy,et qui renfermerait les trois valeurs 
dent cette différentielle est susceptible. ' 


Ayant trouvé l'expression de d ? ou celle de d ; On 


parviendra à celles de dy et de $ res , en différentiant 


par rapport à dy, à y et à x, suivant la règle établie 
n° 50, Péquation (1), différentielle prémîère de la pro- 
posée. En opérant ainsi et réduisant, on aura ` 
p'd'y— aid°y H2ydy* — sadxdy arr = 0, 
ou bien 

(y*—ax)d°y +2ydy—2adxdy +- 2xdx* = o (2) : 
voila la différentielle seconde de l’équation proposée. 
Si on la combine avec la différentielle première, on 
pourra éliminer dy, et le résultat donnera l’expression 
de d*y en x, dx et y. On chassera, si Pon veut, la fonc- 
tion y, au moyen de l'équation proposée. 

En divisant Téquation (2) par dax’, elle prend la 
forme ' 

dy 


(= a Hay DE — aZ arme, 
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et ne renferme plus que. les coefliciens différentiels 
d'y dy dy ay — s° 
Jp € Ts Mettant au lieu de Jy valeur Paa’ 
tirée de (1), il viendra 


Q°— as) 53 
ay = N ay = y ao 
+ 2y yaa aa (GE + 2s = 0, 
et en réduisant au même dénominateur, 
(ax) T+ 229} — Gas" y" + 2sty + 2x = 0 ; 
mais la quantité 
2874 — ax’ y’ + 2x4 
n'est autre chose que 
2x Y(y° — 3axy + x) : 
elle est donc nulle en vertu de l'équation proposée, et 


par conséquent on a 





q? 
(3° — ax) + + 2a°xy = 0, 


d'y _ 2x y 

T= a 
En différentiant Péquation (2) par rapport à d°y, dy, 
y etx, on farmera la différentielle troisième de l'équation 
proposée, et Ponen tirera la valeur de d'y, lorsqu’on aura : 
éliminé d*y et d'y à Paide des équations (1)et (2); divisant 
le résultat par dx°, on aura l'expression du coefficient 


ou 


de En continuant ainsi l’on parviendra aux difiéren- 
tielles ultérieures. 


53. La remarque du n° 7, sur les constantes qui 
disparaissent par la différentiation des fonctions, sap- 
plique également aux équations. Si Pon avait, par 


\ 
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exemple, y*— ax + b, la différentielle 2ydy = adz , 
étant indépendante de b, appartiendrait à chacune des 
équations particulières qui résultent de la proposée , en 
donnant à b toutes les valeurs possibles. 

Mais l’on.péut aussi parvenir, dans le cas actuel, à 
une équation indépendante de a , quoique la différen- 


tiation mait point fait disparaître cette constante : il 


suffit pour cela d'éliminer a entre les deux équations 
P—=ax+b, 2ydy = ads; 
et l’on trouvera ! 
V'dx = 2xydy + bd. 

Quoique cette dernière équation ne soit pas la diffé- 
rentielle immédiate de la proposée, elle en dérive ce- 
pendant de manière qu’étant divisée par dx, elle ex- 
prime la relation qui doit exister entre Ja variable x, 


la fonction y et le coefficient = , quel que soit a. 


Si la constante qwon élimine mest pas au. premier 
degré dans Péquation proposée , le résultat qu’on ob- 
tiendra renfermera des puissances de dy et de dx su- 
périeures à la première : je prendrai pour exemple > 


y? — 2a y + x = æ. 
En différentiant on trouvera 
| | ydy — ady +adx=0, 
d'où a = — 197 : + xd sde 
dy 
et substituant dans la proposée , il viendra, après avoir 
" ordonné par rapport à dy et divisé par dx”, 


T9 


dy* 
(A — 29) Ja hey D = 


telle est la relation qui doit exister entre la variable x, 


> 


© —© c- i — 
-øw — a i aM i M M r aMi 
. 


DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 77 
la fonction y et son coefficient différentiel Ÿ , indé- 


pendamment d'aucune valeur particulière de la cons- 
tante a. 
En résolvant l'équation 
| y — 2ay +Fx = at, 

par rapport à a, on en aurait tiré 

a=— y + Viy + ; . 
eta étant alors dégagé des variables x et y, la dif- 
férentiation seule l'aurait fait disparaître: on aurait 


trouvé 3 P 
ay SLEE o o. 
Vay t a 
En faisant évanouir le radical, on s’assurera que cette 
équation est la même e que celle qui résulte de Pélimi- 
nation. 

54. On peut faire disparaitre autant de constantes 
qu’on voudra, en différentiant un nombre de fois égal à 
celui de ces constantes. Soit 

y’ = m(@ — 1°); . 
on aura d’abord 

ydy =- mxdx; 
différentiant de nouveau , on trouvera 

ydy + dy = — mds’; \ 
substituant pour m sa valeur 1, tirée de l'équation 
précédente, et divisäint par dx’, il viendra 
and sd dy | 
aI Te TA de I dr TO? 
résultat indépendant des constantes m et a. 
55, La différentiation, combinée avec l'élimination , 
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fournit le moyen de faire disparaitre les exposans. Sojt 
: par exemple 

| P°=Q, 

P et Q étant des fonctions quelconques de x et de y; en 
prenant la différentielle de cette équation, il viendra . 
nP"-1dP=dQ, ou nP'dP—PdQ, 
en multipliant les deux membres par P; et si Pon met 

pour P*'sa valeur, on obtiendra 
| nQdP = PdQ, 
équation dans laquelle la quantité P est délivrée de 
Pexpòsant n. 

On parvient au même résultat, en prenant le loga- 
rithme de chaque membre de Péquation proposée; on 


a successivement 


nlP =1Q, Le TS 8), 


et par conséquent nQdP = Pig 


Cette remarque sert à développer, suivant les puis- 


sances de x, la fonction 
(a + bx + cx* + da + ext + etc)’, 
quel que soit l’exposant n. On pose pour cela, 
(a + bx + cx? Æ dus ext L etc.)" 
= À +Bx + Cr + Das -pH Ext etc. ; 
en passant aux logarithmes, il vient 
nl(a + bx + cx’ + dx3 + ext -+ etc.) 
= I(4+Bx + Cx? + Ds Ex! + etc.) ; 
différentiant ensuite, on obtient 
n(b + 20% + 3dx° + Gex? +- etc.)dx 
a + bx + cx? + ds L extA ete. 
_ (8 +2Cx +35Cr + AE + ete. jde 
A+ Bx + Gx? + Dr Ext etc. ? 


— TE 
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supprimant le facteur commun dx, faisant disparaître 
les dénominateurs, développant et ordonnant, par rap- 
port aux puissances de x, on a l’équation 


nbA + 2ncAx 4- 3ndAx° + {ne Ax° A- etc. 
+ nbBx + 2ncBx* + 3ndBx° + etc. 

+ nbCx* + ancCx° + etc. 
+ nbDx + etc. 


aB + 2aCx+ 3aDx° 4- {aEx + etc. 
+ bBx<+ 20Cx + 3bDx° + etc. 

+ cB 2cCx -p ete. (? 
+ dBx'+etc. 


qui doit être identique quelque valeur qu’ait x; il 
faut donc que les coefficiens de chacune des puissances 
de cette quantité soient les mêmes dans les deux 
membres : de là résultent les équations 


nbA = aB, 
oncA + nbdB = 2aC 4 bB, 

SndA + 2neB A nbC = 3a D + 20C + cB, 
etc., 


ne. S 
—— 


dont on tirera les valeurs des coefficièns B, C, D, etc. 

Le coefficient £ semble demeurer indéterminé, 
mais on en trouve la valeur en faisant x= o dans 
l'équation 


(a + bx etc)" == A + Bs + etc., 
qui par cette hypothèse se réduit à 
a" = À, 


Substituant cette expression dans les équations précé- 


dentes, on en conclut 


—— 2 = -a — 
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56. On peut faire disparaitre aussi les transçendantes 
d'enc'éduationts ‘tékremitbitait tas 


L’une des plus simples de ces fonctions est 


A LT “a+ bros La Edo; 2 E z 
si Pon représente son développement ] par Fe 
FAT Bi E Cr $ Dr etc, $ Le 


et qu'on prenne la différentielle, de l équation 
Label el) + Cri Dé etc., 
oix trouxera DORA Taen co de ENT mom g 

t be rep etes”: a ei 
n EE SB + F aG, es ap ste 


et Pon déterminera les: coefficiens : A B, T; b, etc. 


comme à Pordinaire. 
Soit encore pour” "exemple = ~ 
siñ (a Æ bx + cat di Letc)'T 
de A ii Rob Cns 4 Da + Ext etc; | 


P a û + 
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a + bs + ox + dé + etc. mu, ' 
A Bs 4-0 4DE + ete. = 7, | 

ìl en résultera y = sin u; et en différentiant, il viendra 
dy = du cos x. On pourrait élimingr cos u au moyen de 
s valeur / 1 ~ sinu’, qui donng cosz —4/1—7", et 


` Pon aurait alors dy=duy/ 145; mais il resterait 


encore à faire disparaître le radical. 

Pour éviter cet inconvénient, on différentiera une 
æconde fois Péquation dy = du cosu, en se rappe- 
lant que z est une fonction de <, aussi bien que y: 
et il viendra d'y == d'u cos u — du' siny : mettant 

dy 


pour sin u et cosz, leurs valeurs y et T> on aura 


dy=Ÿ d'u — pd, ou dud'y — dyd'u + ydu = o. 


Il ne s’agit plus maintenant que de substituer à y, 
dy, d'y, du, d'u, du’, leur valeur ; or 
y =A + Bs + Cr + D A etc., 
donne 
dy =(B<+2Cx4 3Dx° + etc.) dx, 
d'y = (2C+2.3Dx + etc.) dx’; 
et pour ne pas m’engeger daps de trop longs calculs, 
je réduirai la fonction proposée à sin (a + bx + cx°), 
en faisant d, e, etc. — 0: dans ce cas particulier, 
du == (b + 2cx) dx, 
d'u = 2cds", E 
dus = (b? -+ 6b'cs + 12b0°x* + 801°) dx”, 
Au moyen de ces valeurs, l'équation 
dud°y — dyd'u + ydu? = 6, 
devient divisible par ds’; et en l’ordonnant par rapport 
à +, elle prend la forme suivante : 
Calc. dif. | 6 
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2bC +: 6bDx + - 12bEx* Fete. 
+  4cCx + : 12cDx + etc. 
+ LA + 6b'cAx + 12bc4 4x + ete. | _ o | 
+ BBx+ 6b*cCr° + etc. f 
+ bCa + etc. 
 26B— KcCx— : 6cDs* — etc. 
En égalant à zéro les coefficiens de chaque puissance 
de x, on obtiendra les équations qui déterminent C, 
D, E, etc; mais pour A et B, il faut recourir aux 
équations 


y= sinu et dy = du cosu. 


Lorsque x= 0, il vient 
u=, y=4, | du—bdx, dy =Bdx; 
et il résulte de ces valeurs, | 
A—=sina,. B—bcoa 


57. Le calcul différentiel , dont nous n’avons encore 
fait usage que pour le développement des fonctions, 
peut aussi être utile dans la résolution des équations 
algébriques ; mais ici neus nous bornerons à montrer 
comment la remarque du n° 18 conduit à la détermi- 
nation des racines égales. 

Soit V= 0, une équation ayant un nombre n de ra- 
cines égales à a; son premier membre # sera nécessai- 


rement de la forme 

V = X(x— a)", 
X contenant les facteurs inégaux; et si Pon diffé- 
rentie, en commençant par le facteur (x—a)", on 
trouvera | 


"N 
d 
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| T =a X (sa) + À —— X (pay, 
nr) Ka) an (ea) HR)" , 
ele, 


ce qui suffit pour faire voir que le facteur g — a de- 
meurera commun à tous les termes de coefficiens diffé- 
rentiels de tant que exposant de leur ordre sera < n. 
Ces coefficiens s’évanouiront done jusqu’à l’ordre n 
exclusivement , quand on y fera x = a; et les équations 
ar dy dr 
P=o, TT —0; de = 0,. e PC = 0, 
auront lieu en même temps, au moyen d'un diviseur 
commun : pour la première et la seconde, ce diviseur 
sera (x—4a)""", 


x „o dd 
On reconnaïîtra sans peine que les équations 1 
TTo, etc., sont précisément celles que Pon a dési- 
gnées par £ = 0, B =o, etc. , dans le n° 205 des ÉH- 
mens È Algèbre. 
Ces considérations s'appliqueront aisément au cas où 


la proposée renfermera plusieurs espèces de racines 


égales, c'est-à-dire, sera de la forme 

X(x —a)"(x— bP = 0 ; 
car en différentiant le premier membre, suivant la règle 
du'n? 11, on trouvera 


La (x— b} + PpX(x—a)”({x — b) 
~ (e—a) (=b h | ? 


quantité qui s'évanouit aussi lorsqu'on fait x =a ou 
x= b, et dont le diviseur commun avec le premier 


84 mur héurvrame 
membre de Péquation prapeséé ; est -évidemiient: :: 
our us (pm) (z BY. 4e à 

vf. hat) 
: An pent opérer de même, quel que soit- Tè nou mbre des 
satara CS me Dp (f = D, G) ter, etl'ou trome 
vera toujours que le divieur. commu ? àbit font. 
dos x Y TH: Apit, contenir les facteurs égaux élevès 


bhaoun':Q une een À dune unité, que dans 
Viguation. -proposte V | TE oca a 


Application: ‘du Céleul di Féréntiel da théorie 


A. 


k ah Ju. ry Ena L è des, cou : 
ESS SEE ACT t 


x BB; Kes -cosidéétions gsomätriques prouvent, d’une 
manièré bien évidente que le rapport des'accroissemens 
d’une. fonction, ét de sà variable est ien général suscep- 
tible, de limite, © "rte ao B ue gis 


sis +: $ 


Toute fonction d'une sall variable piut ftre- reprér- | 


, sentfe, par. Vordonnte # ùne courbe dons cette variable 
484 P'abscisse (Trig: 86); ét le rapport de Fordanniée de 
da courbe avec la soutangenñte correspond gu ooe ffivient 
différentiel c de la fonction. En effet, si, dans 'wńe courbe 


| BIG. 1. quelconque CD, fg- 1, on mène par deux poièts M et 


M.. yne sécante MM prolongée jusqu'à ce qu’elle ren- 
. onire en. S, Paxe des abscissés AB, et par le premier 
point une, tangente MT; qu'on tire Les deui ordonnées 

t. PM „PM, et la droite MQ, parallèle à ÆB , les 
„txiamgles semblables M Kyi et MPS montreront que 


M'Q 


“les rapports TO Q et. ce M ont tonjours égaux. Mais si 


‘on gonçoit que le point M’ se rapproche sans coise du 
int M, le point S se rapprochera aussi du point T; 
A ligne PS tendra donc à devenir égale à la sou- 
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AFAT? 


tangenta-M7 ; lo rapport a EM & ‘approcher de père 


du rapport rl il aura pour limite, et qui sera par 


conséquéht aussi celle. ‘du rapport, ‘dés “tcroissemèns 
MQ:et M'Q, que reçoivént' simultanément: I'abscissé 
AP. et l'ordonnée PM: TO EN LOS GT 


n suit de: R, que lorsque” l'expressioh du: rapport. 4 


sera connue ) elle fournira Te ` Ebéfftient  diffémeniel 
de la fonction correspondante à sortant}; êtrque, 
récipioquénient y, si ç, fonction connue, son 
coefficient différentiel: M eriminers m7 D Hinget AY, 
puisqu en désignant ph ‘pair”ÿ, dè son coefficient dif: 


Héfentiel pör P F on äura' p a ppč RT paleur 
F- 


ap moyda desquo pnmënera Ja tangentea au point". 
5g. On voit donc que, par son principe fondämen- 
tal; le -Calol différentiel: résout directement le prd- 
Dlme des: tangentes s.. pour. les çourbes dort on a Pé- 
uations aisg est-ce, en cherchent la solution de ce 
‘problème, que. les. géomètres sont parvénus Hu Caheul 
“différenkel, qwon a présenté depuis sous des ` pòitits. 
“devua très variés; majs- quelle que soit Pôriginè qu’on 
Jai: abkigme, il eposera tojourg, imiédiatemént sur 
“un fait ahalytiquentérieur à toute hypothèse , comihe 
‘Ja chute: des ‘corps graves vers la surface dé ta” terrė , 
-ebt Antérieure:aux diverses explications qu’dh’ ‘en! a. 
=données : et çe faitest précisément la’ propriété ‘dont 
jouissent toutes les fonctions d'admettre une mite. 
dans “lefäpport que léuts accroïtsemiens pnt. avec ceux 
de la variable dont elles, dépendent. Cette limite, 
différente: Pont, chaque fonction, et, toujours” gnäépen~ 


t 
-al à e A ii 
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dante des valeurs absokues des accroïssèmens , carac- 
térise d’une manière qui Jui est propre, la maroke de 
la fonction dans les divers états par lesquels elle peut 
passer. En effet, plus les accroissemens de Ja variable 
indépendante sont petits, plus les valeurs successives 
de la fonction sont resserrées, plus enfin cette fonction 
approche d’être soumise à la loi de continuité dans ses 
changemens , et plus leur rapport à ceux de la va- 
riable indépendante approche d’être égal à la limite 
assignée par le oglcul. On doit entendre par la Loi 


de continuité, oelle qui: s'observe dans. la descrip- 


tion des lignes par le monvement, et d’après laquelle 
les points eonsécutifs d’une même ligne se succèdent 
sans aucun intervalle. La manière d'envisager les gran- 
deurs dans le calcul, ne parait pas d’abord admettre 
cette loi, puisqu’on suppose toujours un intervalle entre 
deux valeurs consécutives de la même variable; mais 
en le faisant évanouir, pour passer à la limite, on ex- 
prime qu'il y a continuité. 

Il me parait maintenant très évident que la méta- 
physique précédente renferme l'explication philoso- 


phique des propriétés du Calcul différentiel et du Calcul ` 


intégral, soit par rapport aux recherches sur les courbes, 
soit par rapport à celles qui concernent le mouvement. 
La difficulté des unes et des autres ne vient que de oœ 
qu'il y a continuité dans les changemens des lignes ou 
dans-ceux des vitesses; et la censidération des limites 
(ou toute autre équivalente), donne le moyen d'établir 
cette continuité dans le Calcul (*). 


6o. Lorsque lon donne à labscisse des valeurs suc- - 





(*) Ceux qui désireraient plus de développement, dans ces consi- 
dérations géuérales, pourront consulter la note 4, placée à la fin 
de Ouvrage. 
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cessites, .les ordonnées qui répondent, à ces. valeurs , 
déterminent sur la courbe, :des, paints. que lon peut 
regarder comme les, sommpets- des Ag d'un polygone 
inscrit à catte courhe. 


Si Von prend ; "par exemple ,, sur l'age des obacisses 


les points P, P', P','ete. > fig- 1. distans entre eux 
d'une même quantité h, on aura 


AP, AP =x h, AP's Aak, ele. ;. 


 qu'oti élève les ‘érdonnées correspondantes PM, P' M’, 


P'M", etc, et que Yoh joïgneles points M, M', M”, ete; 
par des cordes, on formera le polygone MM/M" eit., 

qui différera d'autant moins de la courke proposée, que 
les points M, M", M”, etc., se rapprocheront davantage, 
mais en même temps le nombre de ses côtés augmentera 
de plus en plus, puisque la distance PP” sera contenue 
un nombre de fois de plus en plus grand dans une abscisse 
déterminée 48. Lå courbe CD sera évidemment la 
limite de tous ces polygones, et par conséquent les pro~- 
priétés qui conviendront à cette limite, conviéndront 
aussi à la courbe proposée (*).. 


4 





(*) Leibnitz a toujours cnvisagé le Calcul différentiel soys un 
point.de vue à peu près semblable. 
« Sentio autem et-honc et alias ( methodos ) hactenus adhibitas 


» omnes , deduci posse ex generali quodam meo dimetiendorum. 
» curvilineorum principio, quod figura curvilinea censenda sit 


» æquipollere polygono ‘infinitorum Latertini; unde sequitar, 
» quicquid de tali pulypna:demonstrart potest ,-sive ita, nt nulles 
» habeatur ad numerum laterum respectus, sive ita, ut tantò 
» magis verificetur, quantd major sumitur laterum numeros, ita, 
» ut error tandem fiat quovis jo minor; id de curva posse pro- 
» nuntiari.. y Aeta Ehuditorum , ann. 1684, pag. 585.) 

Il est évident que cette métaphysique est aussi très lumineuse, et 
ne diffère de celle que j'ai présentée ci-dessus que parce que la 
limite y est désignée come ùn polygone d’an nombre’ infini de 
côtés infiniment petits : 


FIG. 2. 
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Po narrÉ. ine MQ et MQ 

E on en 

kr more i H aeetis ia A tes 
i JE 


U” celle: ci ne don nées! 
PM'e Poe Eh h Ta droite 

N°, osier TA j E 
quii éuneront M'O = N 7 es 
Ne sr MG où FLE re ra Pia 
nééquent M OM Qt ne Ru isi anela 

yg Hp donp Ía pa, CARIERE YATS LAFA FISA i 
que . c la drones der lignes M'Q et MQ. 
Íoc are deon Averses 


d l | 
iroites; 5 niro (23) ve 


FR. eD 2 Pe 





B à ESS 


t Y ; 

19029 P ~ ppe gima dh pinaj 14909 vi 

na SI 7 Hisi aa n 

a aig iT mé Cr 19 Ayah, d'y IA ~ M? SLI 
Py = : 

mp o gsti goes Qi z tia drr 1° LE a F e 0 

pur P psg Ayayay Ap ete, 


eja ZI 


C P'M'—P'M'=M' Q: E; Ne des” | 
virgomgismwm= SZ 4 de: | 


d'où. il suit que:si l’on change % en dx, la valeur de A Q 
approcher: de: plus: en. plus de la. différentielle prè- 
mbro dy, cehe -de MfN", de la différentielle seconde 
d'y; à mesure que Pon préndra dx plus petit. En con- 
sidérant pa, duatrième point du polygone, on troure- 
rait.de amême.la ligne onrappucmii à la différentielle 
ne re. de 


< 6. Les. lignes PM; MQ, M'N’, ont, par rapfont 
au -oxlouk des limites, ane subordination marquée pat 


-= — m nra — æ 


ve PRAT HILA IA ATA» 


sf NI QUE anig m 
| Rent Dr cmt. d 


| TRR ne AT parle Jagnelle 


M x 
cesse et finit par s'éva lo 

est de même dy Ne EA 
Pon Boni parait la remière di e clegcr a quarré de 
“ape et qi pppn d'a Berd te fitar aS gh” 


aae apa aa alge 
e dim eamig tags paraissait GX 
62. On voit en Ge is ae par cet RE 1h 


le coeficient dingn rem er , espri- 
vta + der € QUE P 


mant le rappärf PT’ fe. A 4» donne. la tangente tri~ rio. 1- 


E Ae E de’ Pingle MTP, que fait, a , ‘avec l'axe des 


B'Matdraite qui touçhe la eeurbe au: point 
M; M, EE te Ait pe voerd, aux pars 


rons du si #B désigne positif de 
Paré” PR Le p ingle MTP et Te gt seront 


positif PE léf-ordonnées Aronten gojan conme 


gure f, et négatifs ‘dansk: cas contraire. 


yj. a ve ékfficaliod"Hiéir'siniple des ‘Ééténb didres 
Da alarme Pr Ikesiġrdiit là d'éféreritielle 
première c s'afina: pitiiah l'égard del'prdènné Ja différenr 
telle seco | infiniment petite à à l'égard de la ifférentiellg 
pretnièté et Fer c súile. D” après c principe , il né gligeait les 
Wiet pai rappoil'aux sutres;'et c'est èn a: tce qu'iffatt talje lórsque 
Flo: moupissr aux dites: pHiej@"ll'rie pgut rester ‘dans Pexpres- 
sion de la limite du rapport des séries ci-dessus, que len:ternms 
où h est au degré le plus bas , et que la différentielle d'un ordre 
prloonqueurs, gumb ndcéstätententde là foime dniyz=1@u (19%, est 
comparable senlemens ates axpressiona difféspntielles Koihoginss;ou 
du mémé degré y par rapport à l'accroissement dx. 
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Cela peut se conclure aussi dè l'expression de H°Q, 
différence des ordonnées consécutives PM et P'M', en 
observant qu’il est toujours possible de prendre laccrojs- 
sement % assez petit, pour que le premier terme 4 $ ; 
surpassant la somme de toas les autres, détermine alors 
le signe du résultat de la série; car une expression de 
la forme . . 1. on OSR 


À Ds. + ChY + ct, its 
dans laquelle les exposans w, £, y, etc., sont tous positifs 
et. vont en croissant , peut, être mise sous cette autre, 


#(44 Bhé—« + Cie + ete.), 


par laquellé on voit que la partie BRE- a CET abete. ; 
du second facteur, décroissant. jusqu’à zéro, lorsque À 
diminue jusqu’à s'évanouir, doit, avant arriver à ce 
terme, devenir plus petite. que l: la quantité À qui est 
indépendante € de h (©). Dans cet état de choses, c’est le 
signe de 4 qui d détermine celui de toute l'expressin, 
qui sera donc, positive si A est positif, et négative 
dans le cas contraire. 

Il suit de là que la fonction y sera croissanté ou dé 
croissante, selon que se sera positif c ou „négatif. 

De plus, si Pon fait attention que lorsque Fordontée 
est positive, la différence M°Q'— M'Q, fig. 2, est 
négative ou positive selon que la courbe est concave ou 
convexe vers lage des abscisses , et que cette circons- 
tance doit avoir lieu quelque près qu'on suppose les 





(*) On tronvera à la fin de ce Traité un procédé pour assigner 
les valeurs. de A qui remplissent celte, coudition dans la série de 
Taylor. : s 
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points P,:P!, P*,'ou quelque petite ‘que soit À, on 


en conclura que le terme = "7 M, qui commence le 


développement de MQ — w Q, et qui peut être 
rendu le plus considérable, doit avoir le même „Agne 
que la différence M"Q — M' Q; or, la quantité h’ 
étant NS positive, il suit de Ce qui pré- 


dde que $ Zest négatif: quand Ja. courbe est concave 


vers son axe e des alisçisses » et positif dans le Cas con- 
traire. 
L inspection des courbes cm -placées au-dessous de 


l'axe des absciases , montré que les signes de TZ 


doivent être pris dans un ordre inverse quand Por- 
donnée est négative, et que par conséquent unse 
courbe est concave ou convexe vers l'axe des abscisses , 
selon que l’odonnée et son coefficient différentiel du 
second ordre sont de signes contraires ow de méme 
signe. 

63. On suppose brdinairement comme une chose 
évidente , qu’un petit arc de courbe peut étre pris pour 
sa corde , c’est-à-dire que le rapport de Farc et'de ŝa 
corde a pour limite l’unité : cette proposition, très im- 
portante ,  némmoins besoin d’être démontrée, èt peut 
l'être comme il suit. ; 


Le triangle rectangle MM'Q , fig. 3 , donne 
- i VS uo + HG; i 
on a de plus Teo) , 


, CAE _ dy Z 
MQ=h, We dt HD + ae 


FIG, à 


ga TRANFE ÉÉMENTATRE 
On pent, bts ca iea gs PaP} la forme. : 


gimt ed peir RP i 2 à aq ne 
eh faisant s ta, tou ces ja K DOCS Crah 
A Hilara 1 pit, à ASET EE NÍ 

wi =P» A n pim. I Au Ft oto. = RR; ! 


on obtigadpa : S Bi S A ab 

MM = V FF ph F PR) = rt pI Ph}. 
Menant ensuite la tangerté MN p oa ffbhvera® Si 
NQ=MC tag MEKKE RE pa (62), 


MN=Y RERE TER BB d aie 
UNNÈ QE TE pe. — Ph"; r. 


et l’on coneluras efh "Er V= 


ha _ he kan 
MN4MN D EEr CT Vpn —Ph 
CHE sr Pr ri" 
rapport qui a pour linite, è N 


ap O D H go i LEOS TI 9 À VE 
Je: T IGA J s PEP ATO TA llaress 


Vi+r 1+ p° na! _ `> #55 
“Mats Part OM”? est toujours Loir ‘éhtrela. ëstde 
uw ét Ta Bigne brisée’ MN + M'N? don} k plu) forte 


20 15 D) AT 3 t 234 i LJISI af à aG ilL 


raison , le rap a! páur limite l'unité. 
RÉEL ET LE pau imite Tinin ns 


sd 4 es érident . que Lare d pre. couche st m une 


foucti ion de T’absçisse; ef pour avoir, le coef ficient dite- 
rentel,de etie frreton, i, faut SH la fuite lu 
éappoit es Or Gt a © "IS ag fasse 


273 1 Cu, FE 56" < Fi MAG CY pog è el a “ts 
Y deog Li MOM; i My 44 R É rai. ETDI 
PP PP M 


BaH o 


sos 





LUE stat ist PIE 


… os Viécir ‘otihéitirieL. 3 
Substitéfae A MA yeka svphéte Au- sbon 
membre, puis faisant 4i phur passer à la limite, le 
deuxième rapport deviendra lunité , et Pon Jar ® 
Vihe ha; si pp pomille d due o plii cn „ga ghtiendra 

—s . 


EU 
. 


AV ou ds = yd darpa 1 


ON EVE AN EA GT 
Le cexcle, “int és DAAN ASİ LÉ glinena Sitra -i 
donnant <{ DENT A 


SIMPLE DES 
sde + ydy ‘ “oh: giana 
on trouve saoo n aiT HOMEN t N 


= p 3i 


*d xi 
E dmy às dE = VER. 


"TE gdr .. : 
the. RE ‘ A ET M 
Va TE Lune à di pp 
résultat qui rentre dans gi dy n° 36, lorsqu'o on a sup- 
pose a = R, nr= 


n 65.: La différentielle de Paire du segment ACMP, 
fe, j.gdane.courbe, s ’obtient en observant que Je rio. 4. 
rapport des rectangles PP QH et PP'M'N, qui ont 


ayi g. 


même base, est égal à 7 , ot que sa limite ést par 


congquent Tünité Mais lè trapibre tutviligné PP' MM, 
qui in r égénte, l'accroitsémént qué recoit le segment 

CHP Vorsque Pabscisse augmente de PP, étant tou- 
oun .compris entre les deux rectangles dont on .vient 
de parler, son rapport avec Pun quelconque de ces 
rectangles a aùssi pour limite l'unité. Cela posé, il 
est visible que Y `t 


94 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 





f 
. PPM'M <PPQN PPMM _ py PPMM. 
PP PPOM  ‘PPQM’ 


ampamp ape- 
et d’après ce qui, vient d’être dit, la limite de la der- 
nière expression ci-dessus est PMX 1 ou PM En 


nommant donc s la fonction de x, correspondante à 
Paire ACMP , son coefficient différentiel (8) sera 


=y, d'où d= yds. 


Dans le cercle, 
ds = dx Vae— x; 
ainsi , quoiqu’on ne puisse pas assigner l'expression al- 
gébrique du segment circulaire, on parvient à celle de 
' sa différentielle par la considération des limites; et Pon 
en aurait le développement en série, au moyen du 


théorème du n° 22, ou par un procédé semblable à à celui 
du n° 38. 


66.{Connaissant, par le coefficient Y , l'angle MTP, 


rien n’est plus aisé que de construite Ta tañgente MT, 
ric. 1. fig. 1, mais on se sert plus ordinairement de la sou~ 
tangente PT, qui se calcule en observant que 





PM _ dy = 2M. dx __ ydx 
PT ~ dx donne PT = dy = dy 6). 


Le triangle PMT, rectangle en T, donne la tangente 


MT=VEM + PT =y Vire BE 


La considération des triangles semblables PMT et 





(*) On fait ici abstraction du signe“que. doit avoir la ligne PF, 
par rapport à l’abscisse ÆP, comme on le verra plus loin. 
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PHR (Trig. 16r), donne la sounormale 
PM yày 
PR=PM p= ie 
Le triangle PMR, rectangle en P, donne la nor- 


male 
MR =V PM -+ PR = y V+% 


67. Voici maintenant quelques applications de ces 
formules. 

- Déquation générale des lignes du second degré 
étant 

y = ms + ns" ( Trig. 157), 


on a | 
dy monx m -4 2nx 
— ES Et } 
dx . 2y aV mx + na 


et lon tire de là 
8 
PT= a 2( mz + nx*) 


m = 2n% 


UTany +g = Van met" 


m + 2nx 
sonne g, 


2 


mai 


MR=y 14- D = y ms Fnr +i (m + aux)". 
Dans le. cas où n= 0, la courbe devient une para- 
bole (Trig. 160), et alors on a seulgment 
PT=2s, MT = Vms + fx, 
PR = = , MR=Vm+in. 


On déduirait de ces valeurs, les résultats et les cons- 


F 


FIG. 1. 
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tructionséndiquéeés dans lApplteution de! Algèbre à la 
Géométrie ; pour les ligues du second degré. 
Dent’ Le "courbe représentée par Téquátion 


| Sax +f 0, 
on a 
dy _ ay — -s 
dx + — ax? 
on trouvera 


y — y __ 2082y — x 
PT= an ay 
valeur qui se construira facilement, lorsqu'on aura assi- 
gné celle de x et'déterminé celle de y (Trig. 68). 


68. Il est souvent plus commode, et surtout plus 
élégant, de considérer la tangente: et la normale pur 
leur équation ( Trig. 157). Pour obtenir celle de la 
première, je vais chercher en général les relations qui 
doivent avoir lieu lorsque deux lignes se touchent. En 
considérant d’abord ces lignes comme ayant deux points 
M et M, fig. 1, communs, il est évident que leurs équa- 
tions doivent donner les mêmes valeurs de ordonnée 
PM et de la différence M’Q , correspondantes à Tabs- 
cisse AP et à son accroissement PP”. Si done: Yon 
entend par x, y, les coordonnées particulières au point 
M dans la courbe proposée, et qu’on désigne par x’, y, 
celles des poimts-quelconques de la ligne qui la coupe en 
M eten M’, on aura, pour ces deux points, 


Y = Y, A h + etc. = TR eto. (60). 
La seconde équation est divisible par #, et lorsqu’on 
passe à la limite, en supposant A= 0, elle se réduit à 


dy dy. 
i ' tas o dx r — ds ; 


DE SAM AREE UE o 
mais dana eotie key potee alas orii 


h piste alain 
se MARS aaral qu daniati part vins 
pour les ligne ses, PU! 


lui-là de comm l suit de là, ug: 1 lopajue deux kin 
se touchent , ME a, pith nt- ue pontact seulement gn 


E=% 
y =# dx 
Lorsqu'il s ’agit de la ï igne droite dont rep de | 


de la forme a — e NAOR _ U| i m'g 
y= nat ii lt di 
HS rs ls TER rao Figi 87 8), TE iine ne i Fp LI ? 


les ongitiona ds qonlaotide ‘nette drdités avla odutbė 


Rrqpo ee. 80 sont yabanm a: etig À0 o ryo? teo AE pi à 
rs op nio uy sA By sl H ap b Dragi 


£ ’, (| „żŻ N, an” j Í 
Son” delat, Le Un A ge f $ 
Jno Po ias LE 4 + Lt. e «ta i 
n Bayta Sri y= 7 Yor ayr sr 
CH CA te Pgpages sn gx, : SU CLR T Asb: To 


Sea r, AC .” 


EE ER TE 
os cethéréaution, ledfe an $ rit qui Fest 
perpemakibn kétré Wa tangerte dt à Yai pee pa pă lé*point 


Mj- Sera à LAS bit Pir ar "ro ve net: EnA ni. Aog tn 
ie pp IE no dp ie ee DAR DIR A $ mbl 
su ET sfr AET “Sim lipana etu niis 


e 7 Erne se Mi se 3 té 
En faisant" bs cés düatrons; » Y TIO mò pour déter- 


mipan l'interseotiog de: Je dégite : grec! Mas e des, u on 
? Ris 
s'y per@} da mu fr Lee, po „sy sp >. 
£ hubôr: de tir. a — fem" pa E e da : a : 4 
La première de ces valeurs, répondant à à AT— AP, 


est celle de la soutangéate- PE prise- négativement , 
© Cal. dif. 7 


mm :., RATÉ. ÉUÉMERYAIRE `- 
pese -ié piik, Fait, en arrière, da point Pi b 
seconde valeur, : étant colle. de. AR — AP, donne: N 


sounormalé PR positivement, pargo qué le point Rest 
au-delà du point P; `. 


69. Por le ctrele dont phat " 
y + "ie =a 2- : 





` on trouve 
Péquation de sa tangente. sera par- eonséquent - 
2 paie —s) on yy Hea u 


ou'enfin yy ar =a, 
puisque, o o a a à. C, 
L’équation de la normale devient `... v 
“y — Y =} (=s); 


et se réduit à | 
CE e onaf yts, net 
+ `e . ` b’e DRE ft. bt na 
-ve gói fait voie que les normales: du cercle æasent 
'pår som centre, qui est ici Forigine des coordonnées 
(Trig: 83), etos qui doit être en effet, puisque Jes 
normales d'un cérüle ne sont autre chpseque fès rayons. 
Passons à la courbe donnée par l'équation 
D — Basy + Yo 1. 


celle de sa tangente sera. 





, a mn i Pan- EREE TTE TT 
| VIRE, 
“ (OU + 


PS maay m Hay = ay ma'i maky. 
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'S Yôn'tméb potir P sà' ' valeur, H'qu'où relaie “ön 
“obebdre - s3 is à ss af e 
` à ` C — a)y + Enayi hs LEE LELEK Doiii 


» CQ 4 1) 

o. Si l’on se proposait, ner, par y t donné 
pris hors d’une ue € et font Si serait araia et £ 
Fordonnée, une tangente à cette'courbe, il est évident 
qu'il faudrait substituer a au lien de x',et A au lieu de ` Y, 
dans l'équation de la tangente, qui deviendrait alors 


dy 
EE a mn ferons) ; tour tin 


etraénvirait.; conjointement avec Péquation de le courbe 
proposée , à déterminer Jes s cpordonnées set y du point 
de contact. "+ 
Je prends le ‘cercle pour pfenrier exemple; Petun 
de sà tangenté étant" maty Bi u noi, 
JY es at (n° précéd), 
on äaura S 
By + as = a. E Bubar s 1e 
Cette équation combinée avec celle du cércle, dêter- 
minera les coordonnées # et y des points de contact, 
ow; duisberient aurmême;ees ppinis-eæront à da ren- 
ie Ja dréite etpriméerpez léquetion 
te .: By ant a Trig. 20) CH - LT) 
ms idee vost ‘tétitéphidante" E létiont Lean aa 
Ossupg Li + Sax ay E gae LIT Ò, sÍ P PNAP 3 
Je point de contäct se  frohvérit eñ 7 cherchant Pintersec- 
tion de cette courbe, avec la ligne de secbad destéré 
sultante de l'équation RS 


AG — as) +2 fe) = any. 
J1. Pour mener une droite qi touché une courbe 
donnée, et qui soit en même temps patäftèle “à une 
Jeo 
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droite donnée de. position, ou qui fasse, avec Paže des 
abscisses, un angle dont la tangente soit représentée 


par a, il suffira de poser =- dy E =a (Trig. 89); combi- 


nant cette équation avec cell de la courbe proposée, 
on déterminera les valeurs dex et de y, qui conviennent 
au point de ‘contact demandé. 

Dans le cas où la courbe proposée serait la parabole 
ordinaire, on aurait 

yY = ms, y == y = a, 
ce qui donnerait 
=> et x—-— 
| 7 fa? 

72. Dans ce qui précède, les coordonnées x et y 
‘ont été su pposées à angle droit; mais il est aisé de 
voir que si elles faisaient un, angle quelconque, le 
rapport de M'Q à MQ, aurait encore pour limite 
celui de PM-à PT, et l'équation de la tangente ne 
changerait pas de forme. Les triangles MPT et 
MPR ne seraient plus rectangles, mais on connaîtrait 
darts le premier, les côtés MP, PT et l'angle compris 
MPT, et dans le second le côté MP. avec les angles 
MPR et PMR, complément de TMP. 


73. En cherchant les positions que prend latangente 
d’une courbe proposée, lorsque le point de contact 
s'éloigne de plus'en plus de l’origine des coordonnées, 
on peut reconnaître si celte courbe a, comme l’hyper- 
bole, des lignes droites pour asymptotes (Trig. 163), 
et déterminer leur position. 
mc. 5. On voit en effet que dans une courbe MX, fig. 5, 
qui a une asymptote RS, à mesure que le point M | 
s’éloigue de l'origine, la tangente MT s'approche de 





2 ee S S>ġģAöA 
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Fasymptote., et les points T'et D marchent respective 
ment vers les points R et E, en sorte que ÆR et AE sont. 
des limites que les valeurs de 4 T'et de 4D ne sauraient 
franchir, ni mème. atteindre, mais dont elles peuvent 
approcher. aussi près qu’on voudra. Il suit de là que pour 
trouver si une eourbe a des asymptotes, il faut chercher. 
si les expressions de AT'et-de AD, relatives à cette 
courbe, sont susceptibles de limites; et lorsque cela 
arrivera , ces limites étant construites, donneront les 


. deux points R et E, par lesquels om mènera la droite 


RS, qui sera l'asymptote demandée. i 

Les expressions de. AT et de AD se tirent äë celle’ de 
PT; la première, en observant que AT=A4P—PT ;- 
la seconde, par le moyen des triangles semblables ADT 
et MPT'(*) ion tès'déduit aussi de l'équation dela tan- 
génte (68) ,'en:faisent suceessirement y ‘= 0 et x =a 
(Trig. 87). On trouvera- 


AT= s—y. E | ADæy—sŸ. 


Si, Tune des quantités AR ou AE restant finie, 


. Pautre devenait infinie, il est évident que l’asymptote 


serait parallèle à axe sur lequel se trouve cette dernière. 

Pour ne manquer aucune des asymptotes que doit 
avoir la courbe proposée, il faut faire succéssivement 

x el y infinis, et substituer dans les expressions 
de AT et de. AD, chacun des résultats différens 
que donnent l’une et l’autre hypothèse. Lorsque AT et 
AD seront infinies en même temps, on en conclura 
que la courbe proposée mwa pas d'asymptote. 


Si Pon fáit attention -que- AD=— AT t, on ` 


te 


oo ms 
(*) U faut remarquer que dans la figure, la ligne 4 Pit négative. 
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- verra que cés deux ligass peuvent dire. nulles ẹp wise 
temps, excepié le cas où 4 serait nul ou infini. Quand 


elles s’'évanouissent, Yasyuaptote passe par l'origine des 
- coordonnées; maiscommė ce n’est évcôre qu'èm point 
de cette easymptote, il faut, pour en mar la direc- 


x, 


maj æberéherils limite,de , L'expression À FPE qui,- r$z, 


présente la’ 'tangenie de Pangle MTP (@), , ‘et Pon 
obtient L la. tangente de langl e SË B. ' 1 


sn 
áa Ge iqui: présède étant appliqué, à l'équation. 


set r st -ÿ° == mg my n°, “A , : u 
cohdiit: à : 
ab ngies T= N ii o ay’ pAs 0 e A ‘adb 
ee APR GE nant io 
Ki ‘a U - ‘447 nds — no “ni - its at fa à 
À = ÂY nyx 


Les derniers membres dè ces équations pouvant être ` 
ò css AARS sotis des formes À ES i’? i ào si ASS fa 





£ ee! p 4 m | C rS af E” Mi Wat Yep. RES NT 
7", È ' > aJe Tad, ui- a 
D Lan 
Fo Zka 
leure-limites respectives, Bana, lec cas qù l'on PHARE = 3 
infaiey WR à o ouap et d 
LU m + 
| PREETI, te: nr AR et = HE"! tA 
, TONERE: 2127 sV TOE OMS za 2al 


w Siy dhait- Huile ses iexprosgions dé. AT h deh 
denetilreient haise mômertemps que .£! »et: la 
coutbe’ pr6posée"huraît polut d'assmptotes;-elle 1sfeir 


ania pis non plus; lousque r sera négative; paruoqutalors 
son équation madatettra point potr x uuevaleur infinie. 
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Diras la cogrbe représentée par Héquation 
| r — Basy +0 5 





où a , 
' asy — AY ., 
| AT Te, ET 


et pour trouver la limite vers laquelle tendent ces ex- 


pressions , „à mesure que y eugmente, il faudpain 


le remplacer par sa, limite, et capnaitre par consé- 
quent sa valeur en x; mais Yon peut suppléer à 
cette valeur, dans l'exemple présent, par un artificp 
analytique fort simple. Si lon fait ta, ? 


proposée devient divisible par x*; onen tire s = Sa, 


et il est facile de voir alors que lą supposition de 
t=— 1, rendra + infinie, gt dohnera y =—2. 
En changeant y en —x dans,les expressions de AT 


e de AD, puis prenant les limites, on aufa : 


AR=—a= AE; | 


et menant par es points R et E s fig 6, 'copatruits nie. 6. 


avec les valeurs précédentes , la droite RE , elle sera 
Pasymptote des branches AY et 42. - 


- Des’ courbes osculatrices. 


95. La tangente d'une courbe étht la faite detontel 
les droites qai rencontrent cette courbe en äeux points, 


on peut, par analogie, cherçher ep généPal parmi toutes 


les lignes d’une espèce donnée, la limit de celles qui 
toapené 1x bourkie proposégp-an um anmbré .donnf: de 
points. On sait, par exemple, qu'il £aut trois points pour 
déternliner un percle;, on peut supposer que CF {rois 
„points soient: pris sur. la courbe proposée „ek charchar 
à qual covde.en. particylier Von. argfusnas, a. lag trois 
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points viennent à à coincider- Ce cercle, qui se nomme 
le cercle osculateur, sera la limite de tous les autres, 
comme la tangente est celle de toutes les sécantes; mais 
Je caractère que je viens de lui assigner , quoique suffi- 
sant pour le déterminer, n’offrant rien qui puisse, à 
l'œil, Je distinguer des cercles ‘simplement tangens , 

ïy gubstituerai. les considérations suivantes (5. 

Onù'x vu, dans les ÉVénrens de “Géométrie, qu'entre 

un cercle et sa'tangente ;'il me pouÿaït passer aucune 
autre droite, inais qu’il y passait une infinité de cercles. 

De nrême-entre'une courbe quelconque ef sa tangente , 
‘ on ne peñt faire passeék Aucune autre droite, mais Pon | 

peut y faire passer une infinité de cercles de rayons | 
différens, ayant la même tangente que la courbe, et 
parmi lesquels il'doit s’en trouver un qui, dans les en- 
virons: du : point de contact, s’âpprache plús de “Ja 
évarbe proposée ; que tous'les autrés.. - 

Pour exptimer ces considérations analytiquement, 
soient xet y, x’ et y’, x” et y” tes'cooidonnées de trois 
courbes diverses ayant un poiat commun, Cest-a-dire:, 
pour lequel on,alt 





Oo FSR E, yey =y. 
Si Pon prend e d’abord Ja différence des séries 


d'y h d'y A3 
Hit ar diras Fee 
4 h dy a ' dy ECAS 


=- —. ete. 
‘ox’! + I. TT a Ti 1. 733% d 


qui expriment les ordonnées des paints, | oromondans 





(*) On peut. voir ' dans le T raité du Calcul différentiel et 
du Calcul intégral, in-49, t. I, n° 229, ett. IL, n° 229 a, page 638, 
_ Je calcul fonde sur cette réunion d’intersectrôns f qti? mérite’ de 


tre 
observée commeun fuit remarquable de la {héorie des limites. 


` 
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à Fabseisse x LA; dans les deux premières courbes, on 
trouvera en général 

dy dy h d'y d'y 

(2-2) + I dax’ RH) 
| d'y dy r E 
Entre ere t te 

pour l'expression de la distante WN; fig. 7, dè ces rio. 7. 
courbes dans le sens des ordonnées; et, en remphiçant y’ 
et ses coefñoiens différentiels par y” èt ses coefficiens 
différentiels, on aura l'expression de la distance N°N 
entre la première courbe et Ja troisième. Soient à” et 


ò” ces deux distances; leurs expressions seront donc de la 
forme 


, AL du 
x=atyr ire E ste 


M = AE BE + Co a w ee 


"Cela posé, dansla comparaison des séries précédentes, 


. on pourra supprimer le facteur h, commun à tous leurs 


termes; et pour que <<", c’est-à-dire, que la seconde 


courbe s’approche plus de ja première que la troisième, 
il faudra que 


A+ p + EE ete. <a+r + o È hete. 


Cette condition, devant avoir lieu quelque petite que 


soit À, -dépendra des valeurs relatives dës premiers 
termes A’ et A” (62); mais si Pon posait A =0, 


elle deviendrait 
p} -+ e 3+ ete. <A" + +8" +e Lal ete; 


et le premier membre de cette inégalité, s'évanouis- 
sant lorsque À = 0, ce que ne fait pas le second, serait 
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nécessairement plus pėtit que'ocelui~ei, du, moins poer : 
une valeur de À très petite;tant que #”ne serait pasmúl; 
ainsi la agçnnde caurbe, vapprocherait tanjong plus 
de la premièțe que la troisième. 

Maissi l'on avait en même temps A"=0, la condi- 
tion. à-remplir, dans la situation respective assignée : aux, 


trois, pure serait . , r 


LES Fu +de STE + [aga Hs | 


sat DEF S ces à ` A? 5 “4 h 
en y supprimant le facteur comen À — cia de 
? VENDS eales pak. = npa ti à taka- 2 : 


viendrait 


34 C4 3 tete KE + Chp ates 


4 

Lu 

PL l 
NE 


et si l’on posait p 04 elle aurait lieu tant qe: B 
ne seraif pas nul. 

Cet examen! qu'on peut pousser-aæssi loin qu on Fou 
dra, fait voir que si l'expression de d` commence par 
un terme où'Texposant de À surpasse celut que porte 
cette lettre dans expresion, de à”, on aura toujours: 
Y <Ld". E 

Quand la seconde courbe est telle, qu au point M, on 


a lesh, 'éfuationsr vi. 4) e’ “4, AT p 2 MO iih t à put. 
NU UAT SA Ti Me gril qu, 
Sn ATE EN p AT 


les n~ x promiers termes de: Pexprepsion. de à séva-, 
nouissent, et elle commence alors par le terme affecté 
de h”; si donc la troisième courbe n'établissait légalité 
entre y”, y et leurs ‘coetficienis différentfels , Tue jusqu’à 
l'ordre # — 2 inclusivement ; l'expression de à" com- 


 mmencerait au terme affecté de h"—'; on aurait à <d, 
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et par < conséquent la seconde courbe gapprochersit plus 
de la première que ‘la troisième. - 


nG Supposons maîtitenant que là seconde courbe 
sit seulement donnée espèce, Cest-à-dire, que les 
conétärites qui entreñt dans son ‘équation „solent indé- 
terminées; on pourk&, par le moyen’de'tes cünstäntes , ` 
satisfaire à un pareil nombre des conditionis' indiquées 
ci-dessus , et ła courbe déterminée devcette manière , 
sèra telle; qa aucané des ` ‘ecurbés qui ne )éaplissent 
pas autant de ces conditions, ne pourra passer entre elle p 
et da premièrarurbe. LD . TEE 

Soit, pour premier exemple, Péquation gén ale de la 
ligne droite 


y =i +8; qui dontie FA 
en vhatigéant #'en'#l'les équations 1-7‘: ": 


nn o, 
I ayp. deviesdrapi.: K A EA: AA , 
ya de, nud” a ph «or. -PZS a eup og F, 
desquelles “ire es valeurs des eidg Paeh. En. 
RUKA, ;. Mol Fu nes. a sbh se os Ze d'en ho attt Motte 
y— = wa, a > 
4 RMJ gi ut ts R EE LETTRES bryt) 
pour l'équation de la tangente , comme dans:leinf 68 : 
Si la courbe, MN’ est le çercle rpprésenté per légua- 
tion ` 


EG — af $ —8) =r {Trig 94) 
nl différentiant detis fois dé tite, il En réshltera : ' 


UT 


F À K3 G ar + (y= = AJ, = yj > Nu Le 

A dt + dy" (y 8 y = 0 TT 
ehil fandra qu'en. changeant # $ (LT » dang ces trois fau 
tions , elles donnent soo 


“4. + ` 


ve tr, 1, 
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nt r. d 
Y = J3 pA = pl ? = x? , 
où , ce qui revient au même, qu’elles soient satisfaites 
par les valeurs de x, y, dy, dy, relatives au point M 
dans la première courbe;. on aura donc | 
(x — aF + (y —8 =. 
(x — a)dx + (y — 8) dy = 0, 
o det dy" + QG —8)dy = 0: 
mais comme les quantités dérivées de la-courhe proposée 
sont déterminées , puisqu'elles appartiennent à un-point 
particulier M, il faudra que les quantités a, Pet y re- 
çoivent des valeurs pr opręg à vérifier les équations 
. ci-dessus, . Ear , 
Én déterminant , RA ‘les deuz dernières équations, les, 
| valeurs de 7—8 et.de x— e, pour les substituer dans 
"la première, on trouvera ' ro | eyo 





—_ tdr 
x y—R=— dy »° : . 
vre oo! f ; dy} dat + dy’ ` i9 
' | .. X € = 





,- ‘dx LA 


| | | y= + (dx + ay) | 
| dxd'y . 

n7. Toutes les courbes qui ont un paint commun, et, 
dont les ordonnées ont:à ce point le même coefficient 
diffépentigl,.y ont une tangente communeet se touchent 
par.conséquent; mais elles peuvent se distinguer les unes, 
des autres, comme le cercle qwan vigai da détermiaes 
se distingue de toys ceux qui m'approchent pas aussi 
près de la courbe proposée. C'est pour cela que les con-. 
tacts se divisent en ordres, suivant le nombre des coef- 
ficiens différentiels consécutifs qui reçoivent la même: 
valeut dans chaque courbe. 
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Le: cpntact le plus élevé de ceux, que puisse avoir en 
général, avec la courbe proposée, une courbe donnée 
seulement d'espèce, se nomme osculation ; son ordre est 
marqué par le nombre de constantes moins une, que 
renferme lé équation de cette courbe. Ainsi, la tangente, 
qui ne peut avoir en général, qu’un contact simple ou 
da premier ordre, avec une courbe donnée, est une os- 
culatrice du premier ordre. Le cercle, dont léqua- 
tion renferme trois constantes , peut avoir, ou un 
contact du premier ordre, où‘un contact du second: 
mais ce dernier, Étant le plus élévé, prend le nom d’os- 
culation, et distingue le cercle osculateur de” tous les 
cercles simplement tangens.. ` eo 

Une particularité assez remarqaable du cercle os- 
culateur D'MN', c’est qu’en général, il coupe la courbe 
préposéeen même temps qu’il la touche. Cela se voit par 
la forme de l'expression de d“, dont le premier terme 
étant affecté de h’, puissance impaire , change de signe 
avec h,et montre par conséquentquesur lesabscissesx—} 
etx+h, le cercle osculateur est placé dans deux sens 
différens, relativement à Ja courbe proposée et à l’axe 
des abscisses ,: c'est-à-dire, » au-dessous de la première 
d'un côté du point de contact, et de l’autre au-dessus ; 
ce qui n’a pas lieu pour la tangente et les cercles sim- 
plement  tangens, puisque lexpresion de à com- 
menee par lé'termë affecté de h°. - 

‘Jä même considération fait voir que si le ontact 
de deux courbes est d’un ordre pair , il doit y atoir en 
mêne temps intersection. r 


‘78. Le nombre des. cercles simplement tangens est 
infini pour chaque point d'üne courbe quelconque; car 
si Pon mène par ce point une normale, tous les cercles. 
qui ont leur centre sur cette normale, et qui passent 


è 


nmo . MRAITÉ Étémraine 

par lepoint pris sur la courbe proposée , ont N'rRdme 
tangenté que cette courbe, et la touchent par tbrisé- 
quent; mais ce qu'il faat bien remarquer, et que lès 
ims la touchent en dédans, les autres en dehors où Pem- 
brassent, et que le cercle ésculateur sépare les s pihit 
des seconds, 

, En effet, si Pon affecte les coordonnées x”, Y”, aux 
cercles simplement žangens, comme ils ne rempliront 





, Que les conditions Un o‘ 
‘ 4 oema d ” _dy ‘ 7. 
E , yI de de ; ‘ 
on aura 3 0 | 
Ju i> t} iat? 2 À Jis ` -3 a. pes, 
sie cuna dB" Tat Cx a tete,- EN 
RTAS TOO pra D. PESES $ 1 
|'expressiôn ti je signe dent à Da % ui 
3 La La dy 2. À a ` i EN e M DL 
oo : : Q? , FX d. ane. SET TEE 


‘en sorte- que le card itahgent sona' faute dessous de la 
courbe, par rapport à Paxe des w, si A rs? le 


au-dessus dans {è c cas contraire: mais entre Îles valeurs 
de #, 8, y, qui conviennent ‘à Pun ou à Pautre de ces 


cas, se trouvent. celles qui répondent į CE um we 


r? r ‘ H d M g ! ms N 
ouai LE De ee “our PRÉ ces aqt, 
et. qu , H'après ce r'ona, va Ha dpvuent le cercle 
osculaieur. ;. . Mes hart d 


Cette manière. de Je déterminer, rend, ponr ainsi dire 
sensible à l'œil, la lation de, sa courbure ayee celle #e 
Ja çaprbe donnée, puisque, la courbure de cette dernière 
est évidemment moindre que celle des cercles qui la 
touchent en dedans, et-plus grande que celle des éercles 
qui la touchent en dehors. Aussi prend-on pour mesurer 
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ta- ypurbare W la courbé proposée , dans un yiótát quel- 


. cône, célle:du vercle oscúlaleur à ce point; et soù 


-Tazen se homme en conséquence rayèn de courbure. 
:Soiciaintenant comment bn compare les ceréles 
pag rapport à leur courbure. .,. : r, 


Ja. On prend, en général, pour la courbure ‘de l'arc 


AEB, fig: 8, d'une courbe quelconque, l'angle DCBformé 1 


par 168 deux tangentes menées aux extrémités de cet 
arc. Dans le cercle, l'angle- DCB est égal à Yangle ZOB, 
formé par les rayohs QX et OB menés aux eitrémités 
de Parc, et le mére potr tous fes arcs de même Jon- 
gueur, pris dans le même vérçle. ‘C'est ainsi ‘qu'il faut 
entendre que k rédé-cerolé st-uttiforme. Cela 
posé, si Pon coû ré deux arcs dé même longueur dans 
des cercles diférens, eh nommant 4 vette Fohigueut) + et 
r les rayons des éêercles, w te rapport de la circonfé- 
rence au diamètre , on aura pour le nombre de degrés 
centésimaux de l'aro. doni.la: poagueur est pserrchacun 
de œs cercles, les expressions PRIT 


ra koo. a  Áoo°. a ` 
a To aep ? 27 


ES I 


Pi CPE 
b. 


qui sont dans le rapport : de = à P ows? pdi- 


dire, ën raison inversé des: rayoné des cercles dont Parc 
proposé fait partie. ~” 

Quant aix différens res du'miéme "certe Teut tout 
bure est évidemment en raison de leur Jongueër à s etsi 
Ton prenäft: pour omité fé ‘coutbute "celle de Pure de 
mëme longueur que le räÿon, dans le cercle dünt‘le 
rayon” est i „la courbure de l'arc à, dahs le cercle dont 


> fai 


à 
. de tayon zar, serait mesurée | per ie tend o 


À à P aniar] 
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80. Les coordonnées « et £ du centre du cercle oscula- 


` teur; étani, ainsique son rayan y, des emtions.:dex,: 


FIG. Q. 


varient à chaque point de. la courbe proposée; len- 
semble de toutes, les positions de ce., centre. fperei 
une courbe FZ, fig. 9, dont, les coordonnées sont. s 
et 8, et qui jouit de plusieurs propriétés remarquables, 
qu’on déduit aisément des équations ` 


AR PE ee PAT A PORT PERS €) FES 
n Gmer edun- (y — sdy o.. diese {o}, t 
dx° +45 + Cr +B)d'ys0. cessssses P) ne 


trohiées dans le n° 76. 
“Ÿv, Éartlation entre set, . ou F. équation de fac coube. 
FZ, s'obtient en éliminant x et y entre Pé équation dela 


- courke proposée eħles équations (2) et£3) r après: qu'en 


a mis dans :cellés-cÿ les leurs de dy et de d’# 
2°, La seconde équation s dopnant … nanl Baio 
ss ` a - dy- a L staag 
B — -75n bia non N Le, 
est collé dé: la normale mènée du pott ‘dont les aobis? 
données sont æ et'g` ©3), C'est-à-dire, du point 'i 
de la coùrbe FZ , aú’ point M &e:la courbe pr 
sée DX. > be 
189; En différerttiant lès denx piéinières égiatibhé n- 
settementpar rapport à x, y, mais encore. par rappbet ” 
awx-qüantités « , ê eti y, en tant que ces dernières soht 
fonctibns dew; ow aara - ' ` ses if 


(idit y)dy ajda (ybyd = =ydy, . 
ds PH y— 8) y—dedr—d8d Y=0. ` | 


Les ‘équations (2) et (3) réduisent celles-ci à à Yo: 


3r (a dde (y — Ade = ydy.: UE 
sh ds dady = | g LiD RL EnA (5); ne 
CUITE RS ANS FT EN te ne a 


Y . 


5 
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la dernière donne | SE -= -7 , expression qui change 


l'équation p—y=—$ — yC — 1), 
d 
en I1. E (= — a), 


et qui montre par conséquent que la normale 22O, 
est tangente à la courbe dont les coordonnées sont « 
et 8 (9 et 68), c'est-à-dire, à la courbe FZ. 

#. Si Pon met cette dernière valeur de y.—$,. 


dans les équations (1) et (4); f et qu'on inier. en- 
suite” sa y on aura NEY 


L] 
-i ? ` 
TEE PL ° t HE + + a . 


“dy = de' + de’, ou wynt æ, 


ce qui donne le coéficient différentiel de +, par rap- 
port à la variable æ; or, cette expression est aussi 
celle du coefficient différentiel de larc de la courbe 
dont les coordonnées sont a et £ (64); et il résulte de cette 
identité, que le rayon du cercle .osculateur varie per les 
mêmes différences qua Fare de. la courbe FZ (23), 
propriété qui mérite la plus grande attention. 

En effet, le rayon MO du cercle oseulatear du point 
M, étant tangent à la courbe FZ, a nécessairement 
la même direction que celle que prendreit un fil er- 
veloppé autour de la convexité dẹ çette çourhe,, lars- 
qu'en le développant , On serait parvenu au point Q. 


ei 


- On remarquera qu’en poursuivant le développement de 


0 en ©, ce fil s’allongerait d’une quantité égale à 

Parc 00 de la courbe FZ; et comme, par ce qui 

précède , la différence des rayons OM.et O'M est anssi 

égale au même arc 00’ , il s'ensuit que le bout Aí du 

fl se trouverait encore en M’ sur la courbe propo- 
Cale. dif. 
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sée , qu’il waurait pas quittée dans le développement ef- 
fectué depuis Pun de ces points jusqu’à Pautre : on 
peut donc regarder la courbe DX comme engendrée 
par le développement de la courbe FZ. 

Ce procédé a une grande analogie avec la description 

du cercle; c’est la courbe FZ qui fait l'office de centre; 

et le rayon M O, au lieu d’être constant, varie pour cha- 
que point. La courbe FZ s'appelle la développée , la 
courbe DX, la développante, et le rayon du cercle 
osculateur, rayon de la développée (9). 

Il est à propos de remarquer aussi que la développés 
est la limite des intersections des normales de la courbe 
proposée, prises deux à deux consécutivement, puis- 
que le point K, intersection des deux rayons MO et 
M 0", qui sont perpendiculaires à la courbe DX, en M 
et M”, s'approche d'autant plus de la courbe FZ, 
que les points M et M’ sont plus voisins Pun de l’autre. 

On déduirait de cette dernière considération, toute 
la théorie précédente. 


81. Je ne n'étendrai pas beaucoup sur l'application 


des formules 
— + (d? + ap 
— dxd°y 
_dy(dx° + H y°) 


n: P: 2 


__ dx +dy 
y—B8= > d'y 





y = 





2 





(*) C’est par cette dernière considération , qu'Huygens a déter- 
miné le cercle osculatèur, qu’il a remarqué le premier; et elle peut 
conduire aussi aux formules du n° 76; mais ce point de vue, 
séparant la recherche du cercle osculateur de la théorie générale des 


contacts des courbes, dont elle doit faire partie, est trop borné pour 


l’état actuel de la science. 


em 
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parce qu’elle n’a aucune difficulté, lorsqu'on possède 
bien le mécanisme du Calcul différentiél. 

La valeur de y étant susceptible du double signe Æ, 
on peut demander lequel des-deux il faut employer; car 
il est bien visible qu’en généralggà chaque point de la 
courbe, il n’y a qu’un seul rayon de courbpre; et ce 
rayon, n'étant pas dirigé suivant l’ordonnée ou l’abs- 
cise, excepté dans quelques points particuliers, n’a 
pas, à proprement parler , de signe par rapport à ces 
lignes. La détermination de celui dont on l’affeele or- 
dinairement, dépend de la convention qu’on a établie 
sur le sens de la courbure par rapport à la normale. 
Si lon veut que le rayon de courbure soit positif pour 
les courbes dont, la concavité est tournée vers Laxe des 
abscisses, comme la valeur de pt est alofg’ négative 
(62), il faut affecter l’expression de 7 du signe —; 
et dans ce cas, le rayon de courbure deviendra négatif 
si la concavité de la courbe passe du côté opposé, parce 


qu’il change de signe avec LA . Pour se conformer à 
cette convention , On pourra supposer, dans les applica- 
tions, FT y k 
y = GEY 
0 o dey À 
L’équation générale des lignes du second degré 
"= mx nr, 


CR » 
. 


conduisant à 

‘dy =, dx*+d p= Emte | 

py 27 d2"—(mtans)drdy  [ényt— (mans) ds" 
RE ee Sn , 


29° áy’ 
| 8.. 
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T en résultera 072 t oce 0 sials ueg ei ot 
LEPE a 
CET W 


U [y Cm an: nat] i 
zè olny’ — (mA ans)] Opa 


f Joa 


Si Pon substitye Wraleur de- +I vigne pette expres- 


4 Le 


sion , on aura ` s, 


UT Len mt 


am?’ | , 4 


Telle est; Pexprcesion générale du rayon de courbure 
dans les ffgnëš du second degrés on la partičúlarisera en 
donnant à m età n les valeurs qui conviennent à à à chaque 

espèce de ces lignes (Trig. 157). 

Ce résultat se réduit à įm; “lorsque ex ozila 
courbure des lignes proposées`est donc, à leur sommet, 
la même que celle du cercle décrit d’un rayon. égal au 
demi-paramètre { Trig. 138). n 

-En rapprochant la valeur de y de elle qu'on a 
trouvée dans Je. n° 66 pour le normale, on verra que 

—— 93 i 
y = ME ou. que A rayon de courbure, dani les lignes 


ogm 





du second dé, est ta au s cube de da normale db 


r on 


am” " 

On. ES de même les expressions générales 
de y— a èt de y— £, et mettant pour y sa valeur , 
on aurait deux équations en >, # et #, desquelles, 
éiwinant +, on déduirait Péquation en:# et £, appar- 
tenante à la développée. Je n’elfectuerai ce calcul que 


| DE RHEUR DIPÉRENTIEL. 117 

pour la parabole. à On a dats ce cas 
o. m’dx* 
S P= PIST P’ 


et il vient © ° oo‘ 


aya A | D t Py, D el ae 
Artim 


"those aa ig 


s — a = HE 

- -` -2y rm 

on conclut de là 
EMELE E gap 3 nf ga “ige. 9h3T 

AE Ri ` ER LA « Fam [€ 3 


N ; dan chacun de c ces, “qationé,” Pott angh 


Sh 990740 

Meur më w! vides: É ji turn ‘E Sè 
4 oo ; o'f t] UE F i : ï OU, {, toS 
apat piaeub arai pap . M 


A ue g’ 16 Dunes 


Les 


peant enfuite n ‘aleur dé’ dans le sécénd réulat, 
pôur a substituer dais Iè premiert on'obtiéndéh * ‘595 


Brun OST waga. = (ete): E t-e- 


la dernière de ces, éqyations appartient à la dsvelěppť ` 
de la parabole. 
Si fon y change s— im en i’, ou” wn porte Fobier 





gine des abiscisses ei D, fir; 10, n° duraéette éqhh- rio. 10. 


tion très simple, p= i, qut. mantre que la courbe 
DE est une des parabales a du troisième degré e), com- 





(*) L'équétion y? = mx étant généralisèe. ainsi : X pa mat} 
représete une : fioille de courbes ddot' la parabole prdinsire n'est. 
qrieareas, gaisiculier ;::00: les comme. wi paraboles, TPAR DR, 

le distingue par. l’exposant de leur degré... - be dire 


LPC 
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posée de deux branéhès DF' et Df, ‘dont ‘la prémière 
engendre, par son développement, ła branche 4X de  : 
la parabole ordinaire X 4x ,‘et' la seconde produitla 
branche 4x. 


82. Il faut obagrver q que ; pour la ‘deseription de la 
parabole X 4x, par le développement de la courbe 
FDf, te hT euveloppé autéur de Pune ou de Pautre des 
branches DF et DF, doit avoir'au point D, "dans le 
prolongement de la tangente BD, une longueur AD 
égale au rayon de courbure au point Æ, c'est-à-dire, 

-~ à la, moitié du paramètre de ła parabole! tòut autre 
point, tel que T, pris sur ce fil, produirait une courbe 
différente. Si le point I tombait súr le point D, le 
rayon, de courbure de la courbe décrite alors, serait 
nul à son origine, et par conséquent elle aurait à ce 
point une courbure infinie (78)... ce 
. On voit aussi que, puisque la longueur de Pare DF 
est égale à la différence entre le rayon de courbure 
correspondant MF et lè rayon de courbure 4D qui 
appartient è l'origine , la courbe FDF est rectifiable, 
c'est-à-dire, qu'on peut assigner des lignes droites qui 
soient de la même longueur que ses ärcs. “` 

Cette remarque est générale, car puisqu'on peut tou- 
jours. parvenir à l'expression du rayon de courbute des 

courbes algébriqués, les . développées de ces courbes 


s vuia 7 


sont toutes rectifiables. 

Recherche des points singuliers des courbes , et 
-enama : des valeurs particulières que. les 
_coefheiens Tertre prennent-dans-eer— 
'_tains ças. 


' 83. On appelle points singuliera d’une courbe, ceux 
dans lesquels elle offre quelque circonstance remar- 
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quable.. Une grande partie de ces circonstances se 
rencontrant dans la famille de courbes représentée 
par léquation très simple 


= b + c(x—a)", 


nous allons disçuter particulièrement cette éqution, en 
rapprochant toujours les considérations géométriques 
des considérations analytiques, pour éclaircir les unes 
par les autres. 

La première question qui se présente, est la déter- 
mination de la marche des valeurs des ordonnées y, 
pour savoir si elles croissent ou décroissent indéfiniment, ” 
ou bien si leur accroissement s'arrête lorsqu’elles ont 
atteint un certain degré de grandeur, et se change en 
décroissement; ou bien enfin, si, après avoir atteint un 
certain degré de petitesse , leur décroissement se change 
gn accroissement. La valeur qui a lieu dans le passage 
de l'accroissement au décroissement, étant plus grande 
que celles qui la précèdent et qui la suivent immédia- 


. tement, s'appelle un maximum ; le minimum est celle 


qui répond au-point où le décroissement se change en 
accroissement ; celle-ci est par conséquent plus petite que 
les valeurs qui ila précèdent et qui la suivent immédia- 
tement : je dis immédiatement, parce qu’il y.a des fonc- 
tions pour lesquelles ces alternatives ont lieu plusieurs 
fois. 

On a déjà vu, dans le n° 62, que les coordonnées posi- 


, dy 
tives d’une courbe sont croissantes tant que + a une 
valeur positive, et qu’elles sont déoraissantes dans le cas 


contraire. Il suit donc de là qu’ au maximum ainsi 


qu'au minimum , le coefficient différentiel z change 
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de signe : il va du positif au négatif dans le premier cas, 
èt du négatif au positif dans le second. | 
RE "i équation, prise. pour exemple donne sr général o 
FALL k o d "i 


naani un 


atar 1, 


. iv Si cet exposant est un nombre ol m —1 sera | un 
nombre impajr, et (ga). serg négatif qüand x<a, 
positif quand x > a; ainsi il y aura minimum lorsque 
#4, ce, qu'on prut, vérifier immédintement sur Ja 
fonction y. En y faisant «arret: g mad kek 
on obtiendra, dans l’un et dans l’autre cas 5 yzk- ch | 
valeur >a, qoi. répond à KR, ae As | 





Cette dernière valeur, donnant © = = 6. lorsque ; lex D 


posant m —1 est. positif n AANRIG: que: Ja tangénte est 

parallèle à la ligne des abscisses , ce que représente Fa 

r1c. 11. figure 11, au point M dont r abscisse AP = =a, et Por- 

donnée PM= b. ~- -~ ‘| -.: - 

Si la quantité e est négative, « ce qui i donne. so... 

y=b—c(x— a)", tout restant d’ailleurs le même, le 

mo. point M, fig. 12, est un. maximum, et la tangente 
demeure toujours ‘parallèle à à l’axe des abscisses. 

2% bly aurait ni. minimum ‘dans le ‘premier cat; 

ni :meximuns dansle:second , st exposant m était im- 

pair, Alors m1 étant pair, RUE garderaiboujours 

le signe +; quel que fût celui de x—a; et en effet , -si 

l'on. pese successivenent x ='a —h, rat, "on 

trouve, c étant positif, ` = CEA TE) 

i y= b éh", y=b+ chi” UT 
valeurs, l’une < 6, et l'autre > b, qui répond à x = a; 


% 
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 &épendant On a encore z == 0 : ce caractère n'indique 


dorie paspécesaisement un 2 @#4um OY Ut minimin. 
Au point M, fig- 13, où x = a, la tengente est bien 
encore parallèle à l'axe dës âbscisses , mais la courbe offre 
de plus une autre circonstance : : sa concayité change ss 
sens, cè qu’on voit par le changement du. si signe 
coefficient différentiel du second ordre (62); ; Car. -0B,a | 


oo + ne nm 1) fs E dns! O o a 


Copt M ANRT et DOS » i 
et =a tait ‘auss''un nonibrë impair ;’ (ant 
pise dunjgatifau positif, quati on va de x ea à à roa. 
La figure de la'courbe én M appelle alors inflexion 3 
la tangente MT’ y coupe la courbe en'même tempi 
qu elle la tonche. -s pi nt) 
‘30, Si m était une fraction de numérateur pair et de 
dénominsteur irtpair, faen eùt, par extorple, n m= Ki A 
s'ensuivrait : 1 
RS a." ee 
E= 2 (x — = LU 2C ou 
DA LOS ECS ot: er 


guesitftéiqui change | énvore de signe avec x— 4: et il y 
a en<llet. hiniram; ; car soil qu on change xen a— å 





oen ath P oy trouve toujaurs yi=b+obi, valéür N b, 
mais, alors la: valeur £= q , au lieu de fire. disparaitre 


S, le'Ferid ifini. í Cela tient à ce que, si i une quantité 


entière ne peut changer designe qa'en pamant par zéro} 
une quantité fractionnaire, lorsqu'elle change de signe 
par son dénominateur, doit dans l'intervalle devenir in- 


, . a | 
finie. L'expression = par exemple, donne successivement 


FIG. 13. 


FIG. 14. 


Fig. 15. 
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$ 
, s a « 
— -i + 3 
B’ 0° a 


preguan y. fait z=8, k= o, = — 4. 
. Considéré sux la figure 14, ce minimum présente une 


formë diférènte de ‘celúi de la figure IT ; tar Ÿ deve- ` 


BO infini á la tangente MT est, RE à l'axe 
des abscisses. On voit d’ailleurs par l'expression 





et RE E 3-2 eo 20 
ax = — 3.3 (e—a) z= — F? 


que ce coeficient différentiel ayant une valeur négative 
, quelle que soit, la courbe tourne toujours $8 cbr 
cavité vers l’axe des abscisses, et prend par éonsédient 
la forme indiquée dans Ja figure. 

Le point M, où la toutes ’arrète brusquement à la 
réunion des paa DM et EM, se nomme rebrousse- 


mené, etse distingue assez du point M de la figuré 11; 


mais cependant il doit être compris dans lespèce du 
minimum}; car si l’on dressait une table des valeurs 
numériques des ordonnées de la courbe DE , on ne ver- 
rait autre chose dans cette table, pour s = «,'qu'an 
nombre plus petit que lo précédent et le suivant , ce qui 
est bien an véritable minimum. ; 

Il y a un maxsimum analogue ; Péquation 


l , a 
E ore, Le y =b —…—c(x a a}, j ai LE 


en fournit un exemple, fig. 15. 

Ainsi, pour donner une règle qui fasse anairen sans 
exception , tous les points où les ordonnées d’une courbe 
de croissantes deviennent décroissantes, ou vice vers, 


il faut prescrire d'égaler à zéro ou à l'infini l'expression 


Rs me + Us A 
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d + 
de _. : il y aura maximum si la valeur de ce coefficient 


passe alors du : positif au négatif, minimum dans le cas 
contraire. Il n’y aurait ni maximum ni minimum s’il n’y 
avait pas de changement de signe, ce qui arrivera-toutes 
les fois que le facteur qui #'évanouira , soit au numéra- 
teur, soit au dénominateur, aura pour exposant un 
nombre pair ou utie fraction de nuiérateur pair. 


84. Il faut bien remarquer qu’aux points d'inflexion 
ou de rebroussenrent, la tangente peut se trouver dans 
une situation quelconque, relativement à la ligne des 
abecisses; càr, pour rendre cette situation telle qu’on 
voudra, jl suffit de changer la direction des axes des 
coordonnées , ce qui ne change pas la nature et la 
forme de la-courbe; mais an. découvrira toujours ces 
points eu cherchant ceux où le coefficient différentiel du 
sceond ordre change. de .signe,. ce qui ne peut. arri- 
ver à moins qu’il ne devienne nul ou. infini. On dé- 
terminera d’abord les valeurs qui le rendent tel; mais 
on ne-conmaîtra lespèce du point que par la discussion 
même de la courbe, dans les environs. 

Ainsi, pendant que l'équation . 


2 r. 


+ a 
y =b+c(x—a) | 


donne, pour la valeur #=4-qui. rend de et oz infi- 


tis , le rebroussement 27 de la figure 14, Féquation 


ne 
y= b4 c{x —a)*, 
où l'exposant de x—a est une fraction de numérateur 


et de dénominateur impairs, donne dans.la même cip- 
constance une inflexion , parce que 
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dy __. 82, J-a 6c 
g Sig gesa =— 
a5(x—a) 


passe du positif àu négatif quand on va de x <a à 
45 a. 
L'ordoünée y conservant dans l’un et l’autre cas une 
valeur réelle, fait voir que la courbe s'étend de chaque 
côté du point où x==4, ce qui n'aurait pas lieu pour 





D 


DURS Ta IS LAIT EE EE 2° 


x=} +eG— a}, 


à cause que & — aj? devient i imaginaire quand è <La; 
et il en sera de même dans tous les cas où Péxposinit 


dé x — @sera une fraction dé dénoriiriatenr pair; idåis 
ʻa te © JOS 


CS il fant faire attention qw'alora Ge)" álami VR FA 
„= dical de degré pair, est susceptible du signe aCe qui. 
r16.16. montre que le point M, fig: 16 ; gt Ja réunion de dx 
branches DM et EM. S 
r1o.14. Dans le rebroussement indiqué fe. 14, ; Jes. deux, 
branches se touchent | par leur convexité; mais il apriye 

quelquefois que Pune embrasse Fautre : l'équation 


(y= r 
en offre un exemple. Si on la résout par rAppoËt x Y>; 
on trouve i 
se 3 . : : : 1, Ye, g’ ir 
penere AR 5 . f Da KEIN EELE 


et lon aperçoit aisément. que -tes deux branches de 

courbe fournies par les valeurs de y se réunissent au 
etc.17. point d, fig.. 17, correspondant à x = 0, et qu’elles, 

ne passent pọint daps la partie des abscisses négative ; 


putrqu'aiors te terme x” À devient imaginaire; mais” tës 
ex pressions NT 


be a 2 - -= 


9 
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x — ? des — à ‘à 


font voir qu ’en À, les deux hranches ont. puur tangente 
comfñune l'axe des x, et qu elles tournent toutes deux 
leur convexité. vers aet axc, puisqu' en fajsant xx, 
le coefficient différentiel du premier ordre est nul, et 
celui du second est positif. Ce point est appelé rebrousse- 
ment de la seconde espèce, pour le distinguer des autres. 
Il est à remarquer quele coefficient du troisième ordre 
TERTI 
dé T Tata ? 
devient, alors infini. , 

Ily a aussi des courbes où les branches. qui se touchent, 
s'étendent de chaque côté du point de contact, soit en 
opposant” ‘Teurs tonvexités , “fig. 18, sait ch Yehbras- P16.18. 
sitit ; fig. ig ().: | a a TSS 

"85. uélquefois les branches des courbes , au lieu de 
se réunir en se touchant, se coupent , et ont chacune 
leur tangente particulière : en voici un exemple. 

Lorsqu’ on fait x= a, dans l expression 


y= b(a =a yY ro — C, 

ses deux, valeurs deviennent égales: ce point est donc 
la réunion des deux branches de la courbe à laquelle elles . 
appartiennent; mais quoiqu'il n° ny ait plus qu’une seule 

ordonnée y, l'expression. de `- 
sad Le ty et 
sB. D ahy w — e e?’ a 
efse dent à ##/2T ; reste encore double; la : 
valeur- positive répond i à la branche supérieure, et Ja 








Č) F. oyez fe Traité du Calcul différentiel el ‘du Calcul inie- 
gral, t. IIl, page 633, n° 202. 





F1G. 20. 


& . 
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valeur négative à la branche inférieure; l’une et l’autre 
seront réelles si a > c, et produiront la figure 20. 

Les points où plusieurs branches se réunissent et se 
rencontrent se nomment points multiples; celui que nous 
venons d'indiquer est un poiat double , puisqu'il y passe 
deux branches. 

Si l'on généralise l'expression précédente de y, dans 
la forme + 


y =06 + &—a)V3 = ) 

le point correspondant à x = k ne. sera double que 
poar les valeurs paires de Texposant m, parce qu ‘alors 
seulement le radical sera susceptible du double signe +. 
Cette remarque, due à M. Poisson, concourt bien avec 
ce qu'on vu dans les articles précédens, pour montrer 
qu'il m ya que la discussion où l’éxamen de la courbe, 
aux environs du poïnt'singulier, qui en puise faire con- 
naître l'espèce. 

ll faut encore remarquer que si l’on faisait passer 
le facteur x—a sous le radical, dans la première expres- 
sion de y, on aurait 


Ne: VE= ay =, 
_ 2(s—a) ls — c) + (1—a) 


a5 Cave GS O 
Lou eus d 
et que la, supposition de x =q donnerait g=, à 


cause du fatteur'x — a qui , maintenant, est commun 
aüx deux tertnès de la fraction. En Je supprimant, on 
retrouve | 





_2{x—c)+x— a -O7 X— a 
g= 2Vx—c =Vs HUE 





DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 127 

86. Les courbes sont accompagnées quelqnefois de 
points isolés qui ont le caraçtère des points  mutliples; 
mais on les en distingue, parceque les coeffiviens diffé- 


rentiels'y devenant imaginaires, soit dès le premier. 


ordre, sort plus iard, 2sontrent Lars a pas de 
points consécutifs (60). 
Soit l’équation. : 
ay — x + bat = =0, 


z’ D, a 


.dy __ x(3x.— C3) 
Rene = 
de 2Var(r—d) 
lei le coefficient différentiel du premier ordre devient ? > 
lorsque x == 0; mais on peut en avoir la vraje valeur en 
supprimant le facteur x, commnn aux deux termes de 
la fraction, et l’on obtient 
dy _ 3x—02b 
ds 2x — b) i 


faisant alors x==0, il en résulte 


d'où Pon tire 


dg ob ten > 


expression imaginaire. | 

Dans la même hypothèse, l'équation proposée donne 
y=o ; mais cette ordonnée, qui est imaginaire lorsque 
x est négatif, redevient encore telle jusqu’à ce que x=b; 
ainsi le point 4, fig, 21 > est absolument détaché de 
la courbe, quoique compris dans son équation. 

Les points de cette espèce se nomment points con- 
jugués ; ils résultent de ce qu’une portion finie de la 
courbe proposée s’évanouit par la détermination parti- 


FIG.2fe 
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culière de quelque constante de son équation. La courbe 
correspondante à l'équation ` 
ay’ — x + (b— c)s -4 bes = 0, 
qui donne 
G DEFA 
T9 


= + 
y a. 


óffre un exemple de ces changemens. Elle a d’abord le 
= P16.22. Cours représenté dans la figure 22; la supposition dec—o 
rie.21. réduit la partie 4F au scul point £, fig. 21, comme 
r16.23. On Pa vu ci-dessus : elle prend la figure 23 lorsque b=0, 
P16.24. sans que c s’évanouisse, et la figure 24, si l’on fait en 
' même temps b—=0,c—=0o. 
La fonction 


hs 
y = (z —a)"(s — by + a 


où m etn désignent des nombres entiers positifs ) 
et où l’on suppose a< b , donne, lorsque x=a, MI 
coefficiens différenticls nuls; ce n’est qu’à l'ordre m que 
l'imaginaire parait. 

Les courbes ont aussi quelquefois des points singuliers 
qui ne sont pas visibles : ce sont ceux qui résultent d’un 
nombre pair d’inflexions qui se réunissent en une 

_seule (*). 


87. Toutes ces espèces de points se forment en gé- 
néral de la réunion de plusieurs branches, produite par 
l'égalité à à laquelle parviennent diverses valeurs de y, 
ainsi que cela a lieu dans l'équation y =b + c(x— a}", 
quand lexposant m est un nombre fractionnaire; mais 





(*) Voyez pour ces points et pour ceux de serpentement dont ils 


dérivent, le Traité du Calcul différentiel et du Calcul inté- 
gral, | MI, page 632, n° 190. 


` -— a — 
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cette circ nstance amène des coefficiens différentiels 


gol Fa 


ninis, puisque dans Pexpression SSS 
z = re à) à rm ve 16 iaa a)", 


Paposant m —n devient négatif dès que 72% m, et 
| qu'à partir de ceterme, la sappesjtion, _de, x=a, reud 
infinis tous les coefficiens différentiels. S 

Awena: choke diny. quand la zelaliqn, entré y et f 
est- dosmáe par. ppe- équation où les rariables sont mêr, o... 
lóga En efet, soit 4750: que éqvatign. elconque, ,.,, 
entree eh. 95 : SA ARF ARARNIARMERÉ+ Ah patate 


AT ne puj o OTS LERA sl! y alt e LEL Si A EE re AE 7 
dg; be 1 
zd zd = d'où pe , ift (st,"5111 
+F y= °, où du’: caue sf 
dy 
Mais quand une valédr” particulière. x —a, rend égales 
plusieurs des yaleurs, dẹ, y > la. fonction. z, qui ne con», 
tint plus alors queles: quantités yet a, prenant la forme . 
U ky — Ah, send, à, jun. : Lei. 
du = 
U ns >i.. - 723 
alu sd =Z y- +m (y- ss Li 
valeur! qui y devenant mulio. lorsque. „paa bs rami infinie 


| 
| celle de dyo da: ne S'évatouit pas, et donne $ y il, 


ri RL , 


dx dx P 
Sévanouit, çe gui. arrive qund. Na a, ponr fantet x rva 
ou y—h,.. etn 

Les équations … re, 2 | ep ou opt i Ù 
{ ymma) 3,0, , pr en) = > 
d'où. l’on: tire: - T Lou 
aa. = + vo sfa—a) - oo ce 
SG) 7 30r—8ÿ" © :, 
inhinént” des exemples de. ces eas, lorsqu'on. y fait. 
Calc. diff. | 9 


PETLER TERA Um’, us à „i 


130 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 


x==a, d'où il résulte y= b; mais en mettant pour y 
sa valeur dans le second cas, et supprimant les facteurs 
| dy 


communs aux deux termes de la fraction , on trouve P 
x 


infini, quand + =a. 

88. Il est évident que lorsque les coefficiens diffé- 
rentiels deviennent infinis, la série de Taylor, formée 
par ces coefficiens, ne peut plus être employée; mais il 
n'ya pas ici plus de paradoxe que dans toutes les autres 
circonstances où il se manifeste des exceptions dans les 
formules. Lorsqu'on remonte à l’origine de ces formules, 
on reconnait que le caractère qui annonce l'exception 
montre en même temps pourquoi elle a lieu. 

En effet, la série de Taylor, exprimant le second 
état d'une fonction u dont la variable x a reçu Pac- 
croissement h (23), ne doit en général renfermer que 
des puissances entières de h (20), tant qu’on y laisse x 
indéterminée; mais il n’en est pas ainsi pour toutes les 
valeurs particulières de cette variable. Par exemple, 
lorsque x=a +h, la fonction ee 


R 
u = b + c (x —a)', 
devient 


P P 
u =b -4 cla +h— aji =b 4+ cht, 


et pareille chose aura lieu toutes les fois qu’il disparaîtra 


une quantité soumise à un radical; car si la substitu- 


tion de x + z, au lieu de x, change en général V P en 
VP+ph+gh + ete., 


et qu'une valeur particulière de x rende P = o, lex- 
préssion ci-dessus deviendra 
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V ph + qh + etc. = A™( p+qh-+ete.)”, 
dont le développement ne pourra manguer de contenir 
des puissances fractionnaires de l’accroissement z. 

Ce changement de forme est la suite nécessaire de la 
réduction momentanée que la disparition du radical ap- 
porte dans le nombre des valeurs de la fonction proposée. 
Dans VPétat général de,la fonction, chaque valeur a 


. son accroissement particulier qui la perpétue : ainsi 


pour 
u—b+V/x—a, 
le théorème de “Tyler donne les deux séries 


dun i (s—a) * hz g (a—a) hote; 


le signe supérieur répond à l’une des valeurs de u, et 
linférieur à l’autre. De même, quand la fonction dépend 
d’une équation où les variables sont mêlées , l'expression 
des coefficiens différentiels, contenant outre la variable 
indépendante, la fonction elle-même, reçoit de celle-ci 
autant de valeurs qu'elle en comporte (5 1) , et le nombre 
des accroissemens fournis par la série de Taylor, de-. 
menre égal à celui des valeurs de la fonetion. 

Mais dans les cas particuliers ‘où plusieurs de ces 
valeurs se réduisent à une seule, il faut qu’à cette valeur 
unique répondent plusieurs accroissemens divers, pour 
que la fonction puisse recouvrer toutes celles qu’elle 
doit avoir en général. Or, c’est ce qui résulte des puis- 
sances fractionnaires de h , par qu'elles sont suscep- ” 
tibles d’un nombre de détermiñations marqué par le 
degré du radical qui les affecte. Ainsi, dans l'exemple 
ci-dessus , lorsque x — a, on a 


1 
ú= b, uuz th; 
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les deux différences -++,4°, —2°, appliquées à la va- 
leur unique u =b, reproduisent les deux valeurs que 
la fonction u comporte en général. 

89. On voit bien ici que le coefficient ‘différentiel de 
la fonction æ, étant exprimé par 





conserve h au dénominateur , et devient infini quand 
h =o. 

L’infini ne se montre pas toujours ainsi au premier 
coefficient différentiel; mais on le trouve, à partir 
d’un ordre plus ou moins élevé, dès que le développe- 
ment de.’ — u doit renfermer des puissances fraction- 
naires de À. . 

Soit en général 

w = u 4- Ph* 4 Qu. -+ Th + ete. : 
uw’ étant fonction du binome «+4, on aura..... > 
T= i (19), équation dont chaque membre est aussi 
une fonction de x4-4. Sion les différentie successivement 
par rapport à # et par rapport à x, il viendra 

d'u ‘d'u du _ du d'où dx _d'x 
dA T deadh’? dxdh dx” dA — dae? 
et ainsi desautres , ce qui fait voir que la fonction z’ a, 
par rapport à #4, les mêmes coefficiens différentiels que 
par rapport à x: on passe ensuite à ceux deu, en fai- 


sant k= 0. 
Cela posé, un terme quelconque Th‘, en produit dans 


expression de —— Ti Te , un de la. forme 


” séquent aussi la valeur de — 


pue mae RS D ET 
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s(s—1)(0— 2)... (en Tha”, 

Tant que le nombre n sera au-dessous de s, lexposant 
s — n étant positif, la supposition de k — o fera éva- 
nouir ce terme; et si le nombre := n, il viendra 

du 

dés = s (lm 1). 17; 
mais si le nombre s est fractionnaire, l’exposant s—n 
passera du positif au négatif sans s'évanouir. Dans 
ce dernier cas, qui a lieu dès que n surpasse s, le 
terme devient infini lorsqu'on y fait h= o, et par con- 
JF ~ dont il fait partie. 

Il est visible que les termes à exposant fractionnaire 

peuvent être précédés par des termes où l’exposant est 
entier, ce dont la fonction très simple 


P 
u = bx" + c (x — a)! 
offre un exemple quand f > m,et qu'on y fait x—a; 


ses Coefliciens différentiels demeurent finis jusqu’à 
l'ordre m inclusivement. 


90. Il faut bien observer que dans ce qui. précède , 
c'est la quantité comprise sous les radicaux qui sanéantit; 
car les radicaux pourraient aussi disparaitre, s'ils étaient 
multipliés par un facteur que la valeur particulière de 
x rendit nul; mais ce cas ne fait point exception à la 
série de Taylor, parce que les radicaux qui ont disparu 
dans la valeur de la fonction, reparaissent dans ses 
coefficiens différentiels. 

Soit, par exemple, 


u= b + (e—a) Var; ; 
ha supposition de g = a ; qui rend égales les deux valeurs 


F1G. 25. 
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de u, ne fait disparaître les coefficiens différentiels que 
jusqu’à l’ordre m exclusivement, puisqu'en opérant ici 
comme dans le n° 57, on trouve que tous les coeffi- 
ciens différentiels des ordres inférieurs contiennent le 
facteur x — a à chacun de leurs termes, mais que 

m r . 
Tt + m(m— 1). 1 V£ — c + etc. 


Ce coefficient différentiel et ceux qui le suivent, ayant 


chacun deux valeurs, forment deux séries qui repro- 
duisent les valeurs de la fonction proposée. 


ot. Lesconsidérations géométriques confirment les re- 
marques précédentes; on voit quela courbe dela figure 25, 
qui n’a qu’uneseule ordonnée au point E correspondant à 
l’abscisse 4 C, ne peut en avoir deux sur Pabscisse con- 
sécutive £c, que parce que ordonnée CE reçoit deux 
changemens distincts ge et ge’; mais les ordonnées ce’ 
et ce n’éprouveront plus chacune qu’un seul change- 
ment quand on passera à une abscisse différente 
de Æe. 

La même chose arrive au point multiple G où deux 
branches de la courbe se coupent ; ordonnée particu- 
lière F'G éprouve aussi pour un seul accroissement 
d’abscisse Ff, deux changemens rs et rg. 


92. Nou-seulement la série qui exprime le change- 
ment d’une fonction, doit, dans certains cas particuliers, 
contenir des exposans fractionnaires, mais il peut s’en 
trouver aussi de négatifs. 

. Si l'on avait, par exemple, 


_E 
(x — a)" ? 


P ne renfermant pas le facteur x—a, le changement de x 


u = 


boani 
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en a + À donnerait 
,. P+ph +gh° + etc. 
Mn? 
expression qui contient des puissances négatives de 4. 
C’est ce qui arrive aussi à la fonction lx, lorsque x = 0 ; 
et en effet, une fonction qui devient infinie lorsque 
x= a, ne peut rentrer dans les quantités finies, quand 
x=a 4 h, que par un changement infini. 


93. Les divers cas singuliers que nous venons d’exa- 
miner, ne tenant qu’à des valeurs particulières de la 
variable indépendante, ne sauraient infirmer les conclu- 
sions tirées de l’état général de la fonction; et l’on peut 
les éviter dans la discussion des courbes, en considérant 
ce qui se passe avant et après le point dont on veut 
connaître la nature; en sorte que la recherche des 
points singuliers se réduit à cette règle aussi générale que 
sûre, et qui n’exige que Pemploi du Calcul différen- 
tiel : on obtiendra généralement l'indication de l’abs- 
cisse à laquelle répond un point singulier, en cherchant 
dans quelcas les coefficiens différentiels, à partir d’un 
ordre quelconque , deviennent nuls , ou infinis, ou ©: 
on assignera espèce du point, 1°. en examinant 
combien il passe de branches de la courbe à ce point, 
et si elles s'étendent ou non en-deçà et au-delà ; 2°. en 
déterminant la position de leur tangente; 3°. le sens 
dans lequel elles tournent leur concavité (*). 





(*) En quittant ce sujet, je ferai observer que la marche suivie 
dans ce qui précède, pour déterminer les points singuliers des 
courbes, était déjà tracée dans le premier volume du Traité du Cal- 
cul différentiel et du Calcul intégral, ire édition , et que la sègle 
ci-dessus se trouve dans la première édition de cet abrégé. 
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Recherche des vraies valeurs des expressions 
qui deviennent 2 2. 


94. On a vu dans ce qui précède , que les coefficiens 
différentiels se présentaient quelquefois sous la forme 


£ qui paraît indéterminée; cependant ils ont toujours 


une valeur déterminée qu’il peut être utile de connaître, 
et à laquelle on parvient par les principes que je vais 
exposer. 

Supposons d’abord ces coefficiens donnés immédiate- 
ment par la variable indépendante. Lorsqu'ils sont sous 
une forme fractionnaire, si leur numérateur et leur dé- 
nominateur ont un facteur commun, la valeur qui le 
fera évanouir donnera 2 : cependant il est visible que 
toute expression de la forme 

| P(x— a)". 

QG — a)” 
qui devient 5 quand x = a, a néanmoins une vraie 
valeur qui est nulle, finie ou infinie, selon que m >n, 
m—n,m<n, puisqu'en effaçant les facteurs communs 
à ses deux termes, on ve 
P(x—a)"* P 
TT Q — > Qu 5 >» ou Q—a) m . 


Il serait b'en facile d'arriver à ces résultats, si le 
facteur x —a était en évidence comme dans l'exemple 
du n° 85; mais on peut toujours ly mettre par la con- 
sidération du changement des fonctions, ainsi qu'il suit. 

Soit F une fraction dont le numérateur et le dé- 
nominateur s'évanouissent tous deux quand x—a; en 
substituant a+-A, au lieu de x, les fonctions X et X 
se développeront en séries de la forme 
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AR + BAP etc.,  A'R*+ B'h etc, 


et ascendantes , c’est-à-dire, dans lesquelles les expo- 
sans a, 8, etc., iront en croissant et seront positifs, puis- 
que ces séries doivent devenir nulles dans l'hypothèse 
de A= o, qui répond à celle de s= a: au lieu de la 
fraction proposée, on aura donc 


AR° + BhÊ + etc. 
A'R AB hÊ etc.” 


expression dont les deux termes ont un facteur com- 


_ mun, en h, et qui peut présenter les trois cas a >, 


=a et a[l. 
Dans les deux premiers, elle se réduit à 
ARTE + Bh°< * L etc. | 
AH BR + etc. 


et si lon y fait k= o, pour ‘revenir à la valeur 


que prend = , quand x—a, le résultat est nul 


toutes les fois que æ surpasse s, et est égal à flors- 


que a= a’. Dans le troisième cas, au contraire, où 
a <a, on a 


__ A+ BR + etc. 
| ARTS B'hË— etc. 
ce qui devient infini par la supposition de 4 == o. 
Dans tous les cas, la vraie valeur ne dépend que 
du premier terme de chaque série. 


Ainsi, pour trouver la vraie valeur des fonctions 
qui se présentent sous la forme indéterminée $, cher- 
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chez le premier terme de chacune des séries ascendäntes 
qui expriment le développement du numérateur et du dé- 
nominateur, lorsque x=a-h ; réduisez à sa plus simple 
expression la nouvelle fraction formée de ces premiers 
termes, el faites ensuite h =o : le résultat que vous 
obtiendres sera la vraie valeur que prend la fraction 
proposée lorsque x= a. 


95. Quand le second état des fonctions Xet X, 
correspondant à x — a +h, peut se développer par le 
théorème de Taylor, on obtient 

dX A ËX ht ËX É 
X + Tr de i de des 1.2 Ÿ dar 1.2. EYE RS 
CR PX A EX Poo?’ 
Xt TT dr à CT EX Tte 
et si là valeur += a fait disparaître X et ses coefi- 
ciens différentiels jusqu'à Pordre m , X’ et ses coeffciens 
différentiels jusqu’à l'ordre n, la fraction proposée ; se 
réduit à | 
ix h” 
dx” 1.2 3.. zac 


DR HE» 
“dx 1.2.3... A T ete. 





quantité qui sera nulle si m> n, infinie si m<n, e 


"X , 
da" da" x’ S! M = he 
Venous aux applications. 


égale à 





: CS O 
96. 1°. La formule = qui ex prime la somme des 
x —— 


n premiers termes de la progression par quotient 
Sitsiate se etc., devient ? quand +=—1; cependant 
cetle somme, dans la progression 21:11:21 :etc.à 
faquelle on est conduit alors, a une valeur déterminée, 


- . 


mm - -~ 
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et égale à n, que la règle précédente va nous donner 
aussi. En effet, après avoir différentié le numérateur 





* e e a". 
et le dénominateur de l'expression 


Æ —— 
ns" dx , , a. 
z > ten écrivant 1 au lieu de x, il vient n. 


I 
T° on trouve 





ax" — 240% + ac° 
bx’ — 2bcx + bc’ ? 
où 4—c, ne peut s'obtenir qu'après deux différen- 
ax — ac 


bx — bc 


, o . . 
devient encore si mais en le différentiant on trouve 


2°. La vraie valeur de dans le cas 


tations, car la première donne 





, résultat qui 
a 
r 
3. Si Pòn cherche la valeur de la fraction 
s — ax’ — x + a 
s’ — a* ? 
lorsque x—a, on trouvera, après avoir différentié 
une fois le numératear et le dénominateur, que le 
premier seul devient encore nul quand on met a au 
lieu de x; ce qui apprend que la vraie valeur de 
la fonction proposée est nulle. Le contraire aurait eu 
lieu pour la fonction 
ax — x° 
at — aax + 2ax— xt 


4. La fonction transcendante 





7. ,9 

, qui devient s 

lorsque x =o, étant traitée de même, donne afla—b“lb, 
qui se réduit à la — 1. | 

Ce résultat s'obtient tout de suite en substituant aux 


‘fonctions a7 et b7 leurs développemens (27), car on 


trouve 


a? — b7 


-E = la—lb + {(la)* — (16)*} -Z + ete., 
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et la supposition de x =o réduit le second membre de 
cette équation à son premier terme. En faisant l’opéra- 
: tion, on remarquera qu'il y a un facteur x qui disparait 
par la division. 
1— sinx + cos x cos x 
n x + COS x — 

que Parc x — t; a mais en y appliquant la règle, on 
trouve que sa vraie valeur est alors 1. 

6°. Pindiquerai encore les fonctions 


5°. La fonction = — se réduit à 2 lors- 


a— x — ala 4- alx e x — x 
a—V'2a5— 5% 1— x + x? 
dont la première devient ? lorsque x = a , et la seconde 
lorsque x = 1 : leurs vraies valeurs sont respectivement 
— 1 et —2. 
97- Quand les facteurs qui s’évanouissent dans les 
deux termes de la fraction proposée, sont élevés à des 


puissances fractionnaires, les développemens ne pou- 


vant plus s’obtenir par la série de Taylor (88), le 
procédé du n° 95 ne réussit pas. 

(s— a) 
(x—a)° 

vraie valeur de cette fraction, lorsque x =a, soit (ca), 
on n'y parviendrait jamais par la différentiation : on 
trouverait successivement 


Si Pon avait, par exemple, > ; quoique la 


3x(x°— a? 


(e—a 


3(x°— a)" + 3x? (aa) à 


? 


, etc. 
i- $ (x—a) . 
Le premier de ces résultats devient encore 2, quand 


Mem at o aMi 
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on fait x— a; et la même supposition rend infinis les 
numérateurs et les dénominateurs de chacun des sui- 
vans. Si lon fait disparaître les exposans négatifs, en 
passant au dénominateur ceux qui se trouvent dans le 
numérateur, ef vice versá, les expressions nouvelles 
qui naîtront de ce changement se réduiront toutes à 2. 
Mais si Pon a recours au développement immédiat 





suivant la forme du n° 94, la fraction E— aj 
aa 
devient , 
s 3 
R° 


en changeant x en a<+-; et faisant A= o , on obtiert 


la vraie valeur (2a)°. 
Le même procédé paraîtra quelquefois plus commode 


que la différentiation , dans le cas où elle peut sem- 


ployer. Ce n’est, par exemple » qu'après avoir différentié 
quatre fois de suite le numérateur et le dénominateur 

de la fraction : i 
x? — kas’ + Ja’s — 2a — 20 V 207 —a* 
x*—2as — à 4- 2a V 2ax—5% ” 


qu'on parvient à en trouver la vraie valeur, dans le cas 
où +—a. 
En écrivant a +- A au lieu de x, comme le prescrit la 
régle, il vient 
2 + 20h ah +R — 24° V a Loah | 
— 20° +h+2ay a — lè ? 


réduisant en série les deux quantités radicales, on aura 
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eonia ee h? h3 5ht 

Va +aah=a+ h -5 +a gat etc., 
——— hs 4 

Va — Fa — etc. 


La substitution de ces deux suites dans la fraction pré- 
cédente donnera — Ša pour la vraie valeur cherchée. 


98. Une fonction peut encore se présenter sous plu- 
sieurs formes indéterminées, différentes en apparence 
de 2 , mais qui, dans le fond, reviennent au même, et 
qu’il est bon de connaitre. g 

1°. Le numérateur et le dénominateur de la fraction | 
X peuvent devenir infinis en même temps; mais cette 


x 


I 


© 


| 
| 
x! 
fraction étant écrite ainsi : T> se réduit à $, lorsque 
X 
X et X’ sont infinis. S 
2°, Il peut arriver qu’on rencontre un produit compos | 
de deux facteurs, Pun infini et l’autre nul. Soit PQ ce 
produit; si la supposition de = a donne P =o, 
Q=} , on observera que PQ=— —, que g=” et 
| sous cette forme, PQ deviendra 5. 
Nous prendrons pour exemple, la fonction 


(1 —a) tang mx; 
æ désignant la demi- circonférence. Quañd on y fait 
x = 1 , le premier facteur devient nul et le second infini ; 
mais comme | 





-— = oti rx, 
tang z sx 


— — m- 
, 


DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 143 
obtient —s)tang irs = s, 
on obtien (1—x)tang; = otiw’ 


fonction dont la vraie valeur, ~ se trouve par le pro- 
cédé du n° 95. 

99. Si l’on demandait la valeur que reçoit la fonction 
Z quand s est infini, ou, ce qui est la même chose, la 


limite de cette fonction, on ne pourrait ÿ parvenir par 
aucun des procédés dont nous avons fait usage jusqu’à 
présent, à cause de impossibilité de réduire lx en 
série (29), et il faudrait recourir aux considérations 
particulières à la nature de la fonction proposée lx. 

En changeant x en n et a en x, dans le développement 
de a€ (27), on aura 

s a 3 
site + + n (lx) 4 etc., 


1.2 t23 


CA 


d'où lon conclura 


ls lx 
aT nis nr) ne) 
AH RSS + TS 2.3 t ete. 
S I 
I nls ms) 
nteti, TT Tai 2, pe 


quantité qui tend à devenir nulle à mesure que x aug- 
mente, au moins tant que n n’est pas d’une petitesse 


comparable à celle de _ (98). 
Ceci conduit à la valeur que prend le produit x'lx, 


1 
quand x2=0; car en faisant x —-, on trouve..... 
y 
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xls = — y. ; le second membre devenant nul lors-. 


que y est infini , il s'ensuit que "0, lorsque 
x =0. 





100. La vraie valeur des cvefficiens différentiels 
donnés par une équation où les variables sont mê- | 
lées, s'obtient d’une manière analogue, en passant | 
aux équations différentielles des ordres supérieurs. En . 





effet, si du et du s'anéantissaient dans le développe- 


dx dy 
ment de Lo 
f(x -+ h, y +k) — f(x, y} =0 | (48), 


il se réduirait à | f 
d'u d'u | 
De +2 D + ze oi 

+ etc. 


en y faisant kwh, on aurait pour déterminer la 


._ | dy 
limite de# , ou de? l'équation 


d'u d'u dy + d°u +) = — 
dx’ +2 dxdy ds Ÿ Aer 9 
du second degré, par oct au coefficient différen- 
tiel cherché, et donnant par conséquent deux valeurs 
au lieu d’une seule qu’eût fourni équation 
du + du dy 
dx dy dx 
si elle n’était pas devenue illusoire (48). 
Il est facile de voir que si les trois fonctions 
dax d'u d'u 


“Ta ? 


"dx? dxdy ? dy 


= 0,’ 
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devenaient nulles, on tomberait sur une équation du 
troisième degré, et ainsi de suite. 

Ces équations élevées résultent des diférentiations 
successives de la première, en y regardant dx et dy 
commeconstans : mais il n’est pas nécessaire de s'arrêter 
à cette considération, parce qu’on retrouve ces mêmes 
équations dans la suite des différentielles fournies par la 


| proposée u == 0; car la première 


étant représentée, pour abréger, par 
| Mdx + Ndy = o0, 
sa différentielle prise en y regardant y comme fonc- 
tion de x, suivant la règle du n° 5o, est de la forme 
Pdx® + Qdrdy + Rdy* + Nd'y = o0, 
et se réduisantà ` | 
Pdx* + Qdxdy + Rd" = 0, 
quand N =, devient du premier ordre; elle donne alors 


deux valeurs de dy,et par conséquent de , au lieu 


d'une seule, ot 

. Si.les coefficiens P, Q , R, s’anéantissaient aussi, il 
faudrait passer alors à l'équation différentielle du troi- 
sième ordre, qui deviendrait du premier. On verra 
bientôt (108) des applications de cette remarque, c’est 
Pourquoi je n’en donne point ici. 

101. La -détermination des maximums et des mini- 
'mums étant l’une des plus importantes de Panalyse, je 
crois devoir la reprendre d’une manière générale et 
indépendante de la considération des courbes. 

On a déjà vu (83) que le caractère essentiel du mazi- 
mum consiste en ce qu’il surpasse en n méme temps les 


: Cale. dif. 10 
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valeurs qui le précèdent et celles qui le suivent immi- 
diatement ; le contraire a lieu pour le minimum : il est 
moindre que les valeurs qui le précèdent et qui le suivent 
immédiatement. 

Considérons sous la forme la plus générale, le 
développement du second état de u = f(x), lorsqu'on 
donne à x une valeur particulière a, et qu’on change 
ensuite a en a<+ h; et faisons en conséquence, 

w =u + Ph + QÉ + RhY +etc., 
les exposans #; 8, y, etc., étant entiers ou fraction- 
naires, mais rangés suivant l’ordre de leur grandeur, 
en commençant par le plus petit. Cela posé, l’état de u, 
correspondant à a— h se déduira de wW, en écrivant 
— h au lieu de A; et en le désignant par u,, vn aura 
u,=u + P(A + Q(—h)P + R(—A) + etc., 

d’où il suit que les différences entre Pétat primitif u 
-et les états précédens et suivans, seront 

u — u = P(—h) + (CHE +R) etc, 

w —u=Ph +Qh? +R +ete; 
mais elles doivent être toutes deux négatives quand u 
est un maximum , el positives dans le cas contraire, 
et cela quelque petit que soit Paccroissement Z : il faut 
donc, dans l’un et l’autre cas, que les premiers termes 
P(-—h}" et Ph* soient de même signe. Or, le coefficient 
P étant une fonction de a, qui ne change point, il faut 

pour ‘que la puissance æ de À ne change pas de signe, 
que son, exposant soit un nombre pair, ou une fraction 
qui, réduite à sa plus simple expression, ait un numére- 


z 


teur pair. On. aura alors 
| u, =— u= Ph* 4 etc., 
u = u = Ph* + ete.: 


% 


| 
| 


b 
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si P a par lui-même le signe +, ces deux diflérences 

seront positives, et y sera un minimum; ai P à. le 
signe —, ces mêmes différences seront négatives, et x 
sera un maximum. 


102. Pour appliquer la remarque précédente à la 
détermination qui nous occupe, il faut distinguer le cas 
où lexposant æ est entier, de celui où il est frac- 
tionnaire , lorsqu'on fait x— a. 

Dans le premier cas, la série de Taylor s'accorde 
avec le développement de x’, au moins jusqu’au terme 

h* inclusivement (89), en sorte que 


I d'u 
7 1.2....6 Jar’ 


et puisque exposant s doit être un nombre pair, quand 
u est un maximum ou un minimum , il faut d’abord 


que la sapposition x— a, fasse évanouir le coefficient 
différentiel qui est d'ordre i impair : a est donc une 


des racines de léquation = = o. Il faut en outre que 


cette même valeur ne rende pas nul = , Ou que, si cela 


. d°r diz 
arrive, elle rende nul aussi =, mais non pas <=, et 
en général, que le premier des coefficiens différentiels 
qu’elle nefait pas évanouir soit d’ordre pair ; elle rendra 
alors u maximum , si ce dernier coefficient est négatif, 
et minimum dans le cas contraire. Voilà pour le cas 
où lexposant æ est entier. 

S'il est fractionnaire et > x, la valeur x—a, qui 
10.. 


: —— i 
aab ER Immm 
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donne au développement de z’ la forme particulière 
qu’il prend alors, doit anéantir tous les coefficiens 
difiérentiels des ordres dont exposant est < « (89): 
l'équation = == 0; indiquera donc encore cette va- 
leur x =a; mais pour s'assurer si elle donne un 
maximum où un minimum , il pourra être nécessaire 
de calculer à priori les différences u, — u et w —u, 
dans la supposition de h très petite, afin de savoir 
si leurs premiers termes sont de même signe et quel 
il est. 


Enfin, quand a <1, T porn infini , d'est alors 
l'équation 
J T°? 
COo d 


qui indique la valeur x —a, dont la propriété se dis- 
cute, comme il vient d’être dit pour le cas où a 21. 
On voit encore par là , comme dans le n° 83, que pour 
embrasser les différens i cas de la détermination des 
valeurs de x , qui peuvent rendre la fonction u mazi- 
mum og minimum, ik-faut examiner toutes.celles qui 
rendent A nulou infini ; mais je pense que la manière 
la plus simple de faire tet examen, sera le plus souvent 
de chercher iS change de signe ou non (83), aux 
environs de la valeur trouvée pour x. 

- L'application des règles précédentes à. la fonction 
u = b -+ c(x—a)", qui m'a servi d'exemple dans le 
n° 83, est trop simple pour s’y arrêter, c’est pourquoi 
je passerai aux questions suivantes. 
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103. Partager une quantité a en deux parties , .de 
manière que le produit de la puissance m de la pre- 
mière, par la puissance n de la seconde , soit le plus 
grand de tous les produits semblables qu'on pourrait 
former. 

Soit x. une des parties de a; l’autre sera a—x, et le 
produit dont on cherche le maximum étant représenté 
par v, On aura u =a%(a—s}", d’où on tirera 

T= mx™—{a — x)" — ns” (a — x)" 

= [ma ms — ns] s(a — 2; 
et en égalant à zéro chacun des facteurs de ce résultat, 
on trouvera 

ma 


m+n? 


La première de ces valeurs répond à un maximun ; 
car lorsqu’on la substitue dans l'expression générale de 





x = x= 0, =a, 


i 
~= PL » de, donne la quantité négative 


« — F 
m" 1 nt! artma 


Les deux autres répondront à des minimums , lorsque m 
et n seront pairs, comme on peut sep assurer par l’exa- 
men des coeficiens différentiels, ou plus simplement 
encore, en faisant x =Æ 4 et = A. On trouvera 
toujours un résultat positif dans l’un et l’autre cas, quel 
que sit le signe qu’on donne à 2, ce qui prouve que 
la fonction proposée, après avoir déèru jusqu’à devenir 
nulle, ne passe point au négatif, mais qu’elle recom- 
mence à croître. 


y 
v 


10/, Je considérerai encore la fonction que y désigne 


tO > tes TE v. 
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dans Péquation | 

y — 2mxy + x —a° = 0 
dont la différentielle est 


(y — mx)dy —(my — x) dx —0 (49) ; 
il viendra 


d’où l’on tirera 
MY XXE O0. 


Pour obtenir la valeur de x, il faudra éombiner cette 
dernière équation avec la proposée ; on aura par ee 
moyen 
£? . 
~ — xd" = 0 3 


SI 


Y = 
d’où il résulte 





mé ‘a: 
Fin Vin 
Il reste à examiner ce que devient le coefficient ay, 
La différentielle seconde de Pé égantion proposée < Jorne 
la suivante, é 


on EE + FU mb =; 
que la suppositiott de $ de” T — o réduit à 


G—me) gA Ti, 
et d’où l’on tire: . nee tue 
d'y __ — mn 
dat  x(1— mn)? 


en mettant pour y sa valeur en x. Il faut encore substi- 


ES 
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tuer celle de x; en le faisant on trouve 
dy ___ | 
' dè aim 
| ce résultat étant négatif, montre que la valeur de y,, 
déterminée ci-dessus, est un maximum. 


| * Exemplë de l'analyse d'une courbe. 


` 105. On divise les lignes en diférens ordres d’ après 

le degré de leur équation. La ligne droite forme le p pre- 
mier ordre, parce qu'elle représente l'équation géné- 
rale du premier degré à deux indéterminées. Les lignes 
du second et du troisième ordre sont celles dont les 
équations montent au second ou au troisième degré, et 
ainsi des autres. Newton, considérant que le premier 
ordre ne renfermait que la ligne droite, et que les courbes 
ne commençaient à se montrer que dans le second, 
divisa ces dernières en genres, et pomma courbes du 
premier genre les lignes du second ordra, courbes du 
deuxième genre celles du troisième ordre, et ainsi de suite. 

Les lignes d’un même ordre se subdivisent en espèces 
par la considération des principales circonstances de 
leur cours. 

S'il était possible de résoudre les équations de tous _ 
les degrés, rien ne serait plus. facile que de ,suivre le 
ours de la courbe qui représente une équation al- 
gébrique quelconque. En elfet, supposons que cette 
équation étant résolue par rapport à l’une des indéter- 
minées qu'elle renferme, y, par exemple, fournisse les 
différentes racines X’, X", X”, etc., qui seront néces- 
sairement des fonctions de x et de constantes; la ques- 
| tion se réduira à examiner en particulier le cours de 
! chacune des lignes produites par les équations 


| Y=X, y—=X", y=X", etc. , 





Li 





2 
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lorsqu’on donne à x toutes les valeurs tant positives que 
négatives, que peuvent admettre les fonctions X’, X”, 
X”, etc., sans cesser d’être réelles. Ces lignes seront 
autant de branches de la courbe qui représente Péqua- 
tion proposée. 

L’étendue de chaque branche sera dététrihinée ‘par 
celle queeomprennent les diverses solutions dont est 
susceptible l'équation qu’elle représente en particulier. 
Si parmi les quantités X’, X’, X”, etc, il s’en trouve 
qui deviénnent infinies, ou dans lesquelles on puisse 
supposer x infini, ilen naîtra des branches dont le cours 
sera infini, puisqu'elles pourront s'éloigner indéfiniment 
de Pun des axes ou de tous les deux à Ia fois. 

Dans les courbes algébriques, une branche ne s'ar- 
rête que parce que Pexpression de son ordonnée devient 
imaginaire ; mais Îe cours de la tourbe proposée n’est 
pas interrompu pour cela : il arrite seulement alors 
que deux branches se réunissent et:se"continüent réci- 
proquement. On sen convaincra en" oBservhnt que les 
valeurs tmagisaires de ÿ sont nécessairement eri n6mbre 


pair, et que celles d'un même cdtrplé. ont'êté réélles 


et égales dvant de. devenir ‘imaginaires. En ~ cffet, 
l'équation proposée pouvant: toujours se ‘décbniposer 
en facteurs réels du premier et du second degré, si l’on 
représente pary? — 2P y + Q = 0 un dè ces derniers, 
‘on verra que ses racines, P £ VEQ, ne ‘deviennent 
imaginairés qu'à cause que Q devient plus gränd que P”, 
de moindre qu'il était d’abord, et qu’il y a par consé- 
quent un point où les fonctions de x que désignent 
les lettres P et Q, sont telles que P*—Q, ce qui 
anéantit la quantité radicale, et donne pour „y deux 
valeurs égales. 


Si plusieurs branches se coupent dans un point, il 








| 
| 
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arrivera aussi qu’ua pareil nombre de valeurs de y de- 
viendront égales. 

106. Soit, pour exemple, l'équation. , 

| — 96° y? + 1004a°x°— xi = 0. 

Cette équation ,- résoléble à x manière de celles du 
second degré, soit par rapport à y » soit par rapport 
à x, donne : 


# 


TÉL NV Iba VS 
et si, pour abréger,, on fait. me Von our 
mer: :230fat— 19024 + ain, | 
on en tivera les, quatre aaleues re ut 


=. VEN O), y= VE ta), 


L atie 
=— V he tV N Bj = Vie (4, 
dont il faut, d'après ce qui préeède, examiner la marche, 
pour déterminér le cours des lignés qaï lés réprésentent. 
On vai d'abord que: lés ‘valeurs (3) et (4) ne dit- 
færant de (r) et- (2) que per le signe, doivent donrier 
des branches: parétites à-cellés ‘qui réshhtenñt-de ces dër- 
' nières , mais-setletient placéss auidèssütis de Peze des x. 
De plus, comme la’ifonction N ne renferme que des 
| puissances paires de x, 'elle reste la même lorsqu'ôn ; y. 
chabge -+ x.en —#; ainsi -le côté négatif dé Faxe des x 
doit offrir dés -parties de la courbe partilles à cettes’ 
qui sont du côté des x positifs, en sorte que cètte courbe: 
est partagée par les axes des coordonnées, en quatre 
parties égales et semblables : -c’est aussi ce que l’on vait 
par l'équation même, qui ne change point, quelque signe 
que l’on donne à chacune des variables œ et y- 
Examinons done en particulier les valeurs (1) et (2). 
Elles ne peuvent être réelles qu’autant que la. valeur 
de N est positive; mais cette fonction, étant ration- 


t 
« 


FIG. 26. 
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nelle et entière , ne saurait changer de'signe qu’en passant 
par zéro : les racines de équation 
xt — 100a°x° + 230o4at = 0, 
seront donc les limites des valeurs que Pon peut donner 
à æ. On trouvera que le pteñier menihre de cette équa- 
tion se décompose dans les facteurs 
x— 6a, s+ 6a, x— 8a, x+Ba: . 
il sera donc négatif quand x >6a et <a, parce qu'alors 
un seul de ses facteurs changera de signe; ainsi la 
courbe ne s'étend point au-dessus de la partie de l'axe 
des abscisses confbrise entre x LÜ6a et x —8a; mais 
depuis x—8a, N deviendra poñtive poùr toujours. 
On observera ensuite qu'à 
x—0, x—6a,. x—6a, 


rente dans ; l'équation (i), ü), les valeurs 
Venu à z 


| be, y= V Bar . 3 = VB. 

ette équation fournit dane, af. une parle F, fa. 26, 
qui s’étend.du point D,ipriadans l'age, 4C,,au point F 
dont. labseisee.11 Æ5=6a; 27. use. amie partie. HX, 
quipartant. du peini H dont l'abscisse À 784, s'étend 
à Pin£ni dans l'angle B4C ; où. Jes: Safni. les y.. sont 
positifs . 

L'équation (a). na. donnera, comme “équation 4). 
que des valeurs, imaginaires enie wsp 64.et aT Sa 


| mais, aux valeurs. :: 0 1. 1. recul E lo pate sans 
as OS" “6e; Ba | rte > 

répondent , s o oys A JS Esrs. 7 yT E NA: 
Yÿ=0, y= Lys, y W kba, etre 


fut 


qui font voir, 1°. que Féquation (5) ddnné iné" partie 
AF qui va se joindre à la partie DF, au point F'où Îles 
deux racines (1) et (2) deviennent égales; 2°. (jue du 
point H, sur la partie HX fournie par l’équation (1), 





d'où lon tire 
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part une portion HK résultante de l'équation (2) dans 
laquelle y déctoît jusqu'à zéro , lorsque 48 =V N, 
ce qui indique le point 7 situé sur Paxe des x; passé 
point, V N devenant > Ba , la valeur (2) est 
imaginaire pour toujours, et la portion HI finit à sa 
jonction avec la portion correspondante , située au- 
dessous de laxe des x./L’abscisse Æ est évidemment 
déterminée par équation 

(48a*})° = 23o4af — 1000°x° + 14, 
qui revient à 
si— 1004°%° = 0, 


x=0 et x= Æ 10a. 


L’abscisse x =o étant celle du point A déjà indiqué > 
c'est s= 104 qui. donne-le “point Z, où se termine la 
partie HIZ. ` ' ` 

Il est à propés de remarqué que ls voint À, D 
et $; se déternririetaient immédiatement par Féquation 
proposé, en chétéhanit ceux vh la: sourbe:rensontre teb 
axes des coordonnées; et que la diseussjon présédintes 
analogue à cèlle de Péquation générale du‘seoond ‘degré 
(Trig. 111) ;. suffit pour faire connaître l'étendue des 
diverses parties de la courbe, mais n’en donne pas' ka 
forme précise; C'est. au œntraire se:que fait, Papplica- 
tion dy Calcul différentiel ,qui de plus; abrège beaucoup 
la recherche deslimites des branches, et.a l'avantage de 
montrer comment cette recherche pourrait s'effectuer 
lors même que l'équation de la courbe proposée serait 
d’un degré trop élevé, pour qu’on püt obtenir Pex- 
pression générale de Pape s des variables ,. par le moyen 
de Pautre. 


107. Je commencerai cette nouvelle discussiôn , par 
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Texamen des branches infinies.de la courbe proposée. 
L’inspection des valeurs de y (106) nous a déjà fait con- 
naître que cette courbe a, dens chaque angle des coor- 
nées, : une bräacise pour laquelle. les variables x-et. y 
sont infinies en même temps ; mais sans recourir aux 
formules citées, si Pon fait.y—,##x, l'équation de cette 
courbe se divise par x°, et devient 


t'at — g6ats® + 1000° — at = 0, . 


d'où l’on tire 
1000 — . 96° ge 


CO ue I — H}. . 
résultat qui, donne x= Æ+ infini, lorsqu t= L, et alors 
Y = x. = p 
On aura ensuite (73) o - 
t — 5oq°s* — yt 48a? 
-yE E= un iiorek Zy +4 22 


oo + i — Boa°x 


g Li 2— xt 500° LT 
g T 14 HUE ENLE i a 
ÿ”. re | eur VT A 7 à 


expressions: asi, lorsqu'on y : met. pour E sa valeur, se 
réduisént à : ire 
| | Boat 48a* y* pbs et 
ess pepe r D 
dimifuent sans cësseà mésure que s'et y atgmentent, 
et donit la limite, Qui x ét’ fa infini; est zéro. 
On voit par là (3) ‘que Te (cote proposée ä ‘deux 
asymptôtes , passant ‘par l’origine des cobrdôninées: Pour 
achever de"les”"détéfminér, il fant prendre” dans Tà 


dý : 


même hypothèse, la limite. de. l'expression. de; et 


formant'toutes Tés combinaisons dés ‘signes ‘+ et —, 
on trouvera 1, ce qui fait voir que les asymptotes 
cherchées font avec l'axe des abacisses, des angles +09,5: 
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on ne les a point tirées, afin de ne pas trop compliquer 
la figure. 

108. Venons maintenant aux points singuliers de la 
courbe que nous discutons. Son dation différentielle 
première , 

(y°—48ay)dy + (Boat x— sdrsko, : >" 


dy _"— Boa's 

de je y 
En égalant à zéro le numérateur de ce coefficient diffé- 
rentiel, on trouve x—=0 et x*—5oa'—0o. La pre- 


mière valeur de x, substituée dans l'équation proposée, 
conduit à y=0, et y=+ V Ja; mais comme, en fai- 


donne 


sant x=0 et y=o, il vient Z=, il faut, suivant le 


procédé du n° 100 „passer à l'équation différentielle se- 
conde , que la supposition ci- dessus ns à 


— Bay" Sade" = 0 0, d'où Den + sr 


Il suit de ces valeurs, qu au “point mn ‘la ‘courbe est 
touchée par deux droites, faisant avec l'axe des ‘abscisses 
des angles dont les tangentes trigonométriques sont 


VES y3, — k=} o.. 
et. que c'est, par conséquent ua.point multiple (85). : 
Pour achever, desçonpaître la forme de la conrbe à 
ce poini, il faut savoie .de.. quel, côté. les branches 
tournent leur. cancavité, et déterminer en conséquenpele 


signe de 5 avant et après, ce qui pourrait entraîner 


dés longueurs, à cause que les deux variables entrent à 
la fois dans son expression. On arrive plus promptement 
but, ¿a , cherchant la valeur de ce coefficient donnée, 
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pour le point même, par l'équation différentielle troi- 
sième, que la supposition de s = 0, y=—0, réduit à 
144a°dyd'y = 0, et d’où il faut nécessairement con- 


s 
clure EZ = 0, puisque ? n'est pas nul. Le second 
coefficient différentiel étant égal à zéro, passons au 
troisième qui se tire de la différentielle quatrième. 
Cette dernière, en y faisant x, y et + nuls , se 
réduit à 

— 4. (Bey y + 6dy{ — 6ds! 0; ; 
Pon en déduit alors 


— 320 de LOS + NE dy =, | 
dy + LE 
en mettant pour ~- sa valeur + [TE Par ce moyen 


Pexpression de la distance entre la courbe et sa tangentè, 
pour l’abscisse x+ À (76), devient 


= + Gt h + etc., 
32a 3$ 1.2 3 


ce qui montre que la branche touchée par la droite 4L 
qui répond à la valeur positive de y , est au-dessus de 


cette droste du côté des abscisses positives, et au-des- 
sous , du côté des abscisses négatives, et que le contraire 
a lieu pour la branche touchée par la droite AL’; que 
par conséquent chacune des branches de la courbe abit 
au poiat 4 une inflexión. 


. 100. Je reviens aux valeurs y= yy of to 6. 
Elles rendent véritablement nulle l'expression de ’ 


puisqu'elle ne font pas évanouir son dénominateur : 
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ainsi, aux points D et D’ que ces valeurs indiquent, 
la tångente est parallèle : à l'axe des abscisses. 
On reconnaîtra qu’au point D Pordonnée est a maxi- 


mum positif, soit en cherchant ce que devient $Z ds (102), 


soit en s’assurant que lordonnée qui la précède, et celle 
qui la suit immédiatement , sont toutes deux plus pe- 
tites. Ces deux moyens sont également faciles ici, d’abord 
le deuxième, puisqu'on a les valeurs de ‘y (106), et qu’il 
sagit de celles où le second radical a le signe «p. 
Quant au premier moyen, l'équation différentielle se- 


conde, en y faisant s = 0, y =+ y gőa et Do, 


d'y 
donne tout de suite la valeur de Z, avec le signe — 


dy 
pour le point D, ce qui indique bien un maximum, 
et avec le signe + pour le point D”, qu’il faut con- 
sidérer comme un minimum, puisque toute augmenta- 
tion dans le sens négatif revient à un décroïssement 
par rapport aux quantités positives. 
Il reste encore à examiner les racines de équation 


x— bou —0o, savoir y= + bay a. 


En les substituant dans Péquation proposée, elles rendent 


imaginaires des expressions de y, et par conséquent 
n'appartiennent point. à la.courbe. . 


110. Gherchons maïntenant les valeurs de x et de N 
qui peuvént rendre infinie celle de z. Égalons pour 
cela pon. dénominateur à zéro, ce qui fonrnira l’équa- 
tion y°—48a" y—0, d'où il résulte y=o et y—+ V'48a*. 


La première valeur, mise dans l'équation de la courbe , 
donne 1000%x*—x#= 0; et l’on en conclut =o, 
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x= * 10a. La racine x—0 indique encore le point 
multiple placé à Porigine 4; les deux autres répondent 
aux points Z et 7, où la courbe rencontre de nouveau 
laxe des abscisses, mais de manière que sa tangente 
est perpendiculaire à cet axe, puisque les valeurs 


. . dy ` 
x= 104 ne font point évanouir le numérateur de F5 


_ On voit que ce sont les points à partir desquels les 
valeurs de y, où le second radical a le signe —, de- 
viennent imaginaires pour toujours. On pourrait les 
considérer comme des maximums par rapport à la va- 
riable x et à l'axe 4C; et on les constaterait par Pexa- 
ï 2 
men des valeurs correspondantes de T , obtenues en 
considérant, dans les différentiations , x comme fonc- 
tion de y, au lieu de prendre y pour une fonction de x. 
Les deux dernières valeurs y—+4/{8a°—+{a4/3, 
conduisent à x= + 6a, x= + 8a; l’un de ces résultats 
fait connaître le point F et ses analogues, l’autre le 
point H et ses analogues. Dans tous ces points la tan- 
gente est perpendiculaire à l'axe des abscisses; et la 
courbe n'ayant point d’ordonnées réelles, depuis x—6 
jusqu'à x= 8a, c'est-à-dire sur l’espace EG, cette 
circonstance suffit pour faire voir comment elle doit 
être tournée à l'égard de sa tangente, aux points F'et A. 


111. Après avoir déterminé la nature de tous les 
points singuliers, indiqués par le coefficient différentiel 
du premier ordre, il faut encore chercher si les coeffi- 
ciens des ordres supérieurs n’en manifesteraient pas 
d’autres. Pour cela il faut considérer d’abord le coef- 
ficient différentiel du second ordre; son expression gé- 
nérale est : 


een antenne RIRE LD is - 
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dy B 3x 33° — Soa" — (37 — 48an 2" de 

de Fahey Ti 
elle ‘devient 2 ; lorsque # et y sont puls; mais pous 
n'avons point à nous arrêter sur ces valeurs, paisque lẹ 
point. Æ auquel elles appartiennent est suffisamment 
discuté (108). 

La supposition de y s {Ba —0, qui fait évanouir le 
dénominateur , ne doit pas nous arrêter pon plus, paree 
que nous savons qu elle répond aux points Fet H{110); 
mais le numérateur étant égalé à zéro, donnera une 
équation qui peut indiquer d’autres valeurs que les pré- 
cédentes. Cette équation est 


Bat — Bogme (pu 480) Ÿ — = 0; 
dy 


il faut en chasser Jy 29 moyen de son expression géné- 
rale , et faire disparaître les dénominateurs : on obtiendra 
(32*—50a') (y —48a" y)" (33— 460") (a° Doaa)" = 
résultat aaquel on peut donner la forme 

P ABa MBa Son") "a" Boat) (33"— 48a) = 0. 
Si maintenant on observe. que F'épation proposée re- 
vient elle-même à . 

(y (nn Ba" one (a° boa} 4- robai =o, 

et quon prenne dans cette équation la valeur de 


(3° — 48a*}, pour la substituer dans la précédente, on 
trouvera , après les réductions,- 


(as Dont Y (25 y* — 243%) + 9Ba* y (3a — Soa’) = 6, 
En tirant de cette dernière la valeur de y* pour la suhs- 


tituer dans la proposée, on aura une équation finala 
Cak. dif. 1 


S 
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qui ne contiendra plus que x, et dont il faudrait 
discuter les racines, ainsi que je lai fait dans les 
articles précédens ; mais comme la marche des branches 
de la courbe indique suffisamment l’existence des points 
d’inflexion K , placés entre les points Het T, on pour- 
rait se borner à la résolution de l’équation finale dont 
nous venons de parler, pour obtenir la valeur précise de 
l’abscisse des points K; ce qui serait encore fort diffi- 
vile, à cause du degré auquel s'élève cette équation : 
ainei il sera souvent nécessaire de recourir à des moyens 
particuliers, pour déterminer les points singuliers des 
courbes. Le” développement de lPordonnée en série, 
est un de ces moyens; mais il ne saurait entrer dans 
un traité élémentaire (*). 
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Des courbes transcendantes. 


112. Je wai considéré jusqu’iti que des courbes al- 
gébriques; je vais maintenant faire conpaître quelques- 
unes des courbes transcendantes les plus remarquables: 
on nomme ainsi celles dont l'équation ne peut s’obtenir 
en termes algébriques. Je m’occuperai d’abord de la 
Logarithmique ou de la courbe dans laquelle les. or- 
données sont les logarithmes des abscisses. La manière 
la plus simple de la construire par points, afin de sen 
former une idée, est de diviser laxe des abscisses en 
parties égales, peur. représenter les nombres, et de 
prendre les logarithmes correspondans dans les-tables, 
pour les porter sur les ordonnées. | 

Suivant ce procédé, son équation, est y= ds; et 
quand on prend x = 1, il vient y = 0, ce qui fait voir 





1: r 


(*} On en trouvera les principos dans le Ier vol. du Frdité in-4°. 
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qu’tlle réncontre l’axe ÆB au point E, fig. 27, où r10.», 
Yabscisse ÆE est égale à l’unité. La branche EX, 
qui répond aux abecisses positives plus grandes que 
Punité, est infinie, puisque les logarithmes de ces 
abscisses croissent toujours. Dans la partie 4E, où 
ks abscisses sont des fractions, les ordonnées sont 
négatives et augmentent à mesure que ces fractions 
diminuent, en sorte que la branche Ex a pour asymptote 
la partie négative 4c de laxe des ordonnées : enfin la 
_ logèrithmique ne s'étend point du côté des abscisses 
négatives, parce que leurs logarithmes sont imagi- 
naires (*). 

En faisant faire un quart de révolution à la figure, 
les abscisses deviennent les ordonnées ; on a s=l y; et si a 
désigne la base du système, il en résulte l'équation y=a"f, 
dans laquelle les logarithmes sont les abscisses. 

On peut alors, par des moyennes proportionnelles 
tirées du cercle , trouver autant de points qu’on vou: 
dra de la logarithmique , puisqu’aux abscisses 

+=}, x=3, etc, «=+, ett, 
répondent les vrdonnées 


Va ete, y= Var. V'a.x, ete. 


Joignant à ces valeurs de y celles qui se présentent 
d'elles-mêmes , lorsque x est un nombre entier, on aura 
un procédé graphique très simple , pour tracer par 
points une logarithmique, sans le secours des tables. 

Il est visible que les logarithmiques ne diffèrent qu'a 
raison de la base, ou du module du système qu'elles 
représentent. 


RE M a a 


s=Var, y= 





_ (*) Fayez, à la fin de cet ouvrage, la note B, et le Ier vol, da 
Traité in-$0. 


It. 
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113. En différentiant l'équation y = lx , il vient - 


dy M 

Lx (28) ; 

on voit par là que la tangente de cette courbe est per- 
pendiculaire à la ligne des abscisses lorsque s= o, et 
qu’elle ne lui est parallèle qu'en supposant x infinie (83). 


L'expression générale de la soutangente (66) donne 


PT="; mais en chassant y, on introduit le loga- 
rithme de x; ainsi cette expression est transcendante. 
Cependant, en prenant la soutangente OD sur l'axe 4C, 


on aura OD = Tt — M, résultat bien remarquable, 


puisqu'il montre que la soutangente OD est cons- 
tante et égale au module, pour tous les points de la 
courbe. On trouverait de même que la tangente, la 
sounormale et la normale, prises par rapport à l'axe 
AB, sont transcendantes à cause que ordonnée y entre 
dans leur expression , mais qu’elles deviennent algé- 
briques, lorsqu'on les considère à l’égard de Paxe 4C. 
Je passe à la recherche du rayon de courbure. On à 


LEE dy _ _M 
de x  ? da x° ? 


3 








' a MY 

d’où (81) = GT , 
pt ce HN 
ITR: ar 


Je ne m’arrêterai point à considérer la développée, 
qui serait nécessairement transcendante ; j’observerai 
seulement qu’on pourrait obtenir immédiatement léqua- 
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tion différentielle de cette courbe , en éliminant par le 
moyen des valeurs de y — £, de x — a et de leurs dif- 


férentielles, x, dz et dy, de l'équation dy =M i, 


I 14. La cycloïde ou la courbe décrite par un point 
pris sur la circonférence d’un cercle, pendant que 
ce cercle roule sur une ligne droite donnée de posi- 
tion, est encore une courbe transcendante ; la rela- 
tion entre ses ordonnées et ses abscisses, dépend des 
arcs du cercle générateur : voici comment on peut 
P exprimer. 

L'origine du mouy ement du cercle étant arbitraire, 
je la prends au point 4, fig. 28 ,-où le point décri- 
vant M se trouvait sur la droite AB parcourue par 
le cercle générateur QMG. Puisque ce cercle, en rou- 
lant, applique successivement tous les points de sa 
circonférence sur la droite 4B , il est évident que 
lorsqu'il est parvenu dans une situation quelconque 
QMG, la distance 4Q est égale à Parc MQ, com- 
pris entre le point M qui touchait la droite 4B en 4, 
et le point Q qui la touche dans la position actuelle. 

Si Pon élève sur £B, parle point Q, la perpendiculaire 
QO, qui passera par le centre du cercle générateur, 
et quon mène MN parallèle à £B, MN sera le sinus 
de Parc MQ, et NQ en sera le sinus-verse (Trig. 5). 

Posant donc QO=a, AP=x, PM=QN=y, 


on ayra 
s—AQ—PQ= arc MQ—sinMQ, y= sin. verse MQ, 
MN = sin MQ = V/2ay— y; 


et en faisant usage de la notation employée sur la 
page 59, on écrira 


Fr1G.28, 
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x = arc (sin. verse = y) — V ta y — y’. 
C'est là l'équation primitive de ta cycloïde (*). 
L’arg MQ peut aussi s'indiquer par son cosinus ON, 
ou a— y : on le fait disparaitre par la différentia- 
tion, en se servant de la formule du n° 36 , dans laquelle. 
on change R en a, uen a— y, x en MQ; on trouve 


darc M Q = = ady 








` et Pon a ensuite ' 








. Où dx = — 





telle est l'équation différentielle de la cycloide. 


Lorsque le point de contact est parvenu à une dis- 
tance AJ égale à la demi- circonférence du cercle 
générateur, le point décrivant se trouve en K’, et son 
élévation au-dessus de 4B est égale au diamètre de ce 
cercle; il descend ensuite jusqu’au point Z , 6ù le point 
de contact a parcouru une distance 4E égale à la cir- 
conférence entière. . 





("*) Si Lou. vonlait construire la cycloïde -par points, il serait 
commode employer les tables trigonométriques; et comme elles 
sont calculées dans un cercle dont le rayon est l’unité , il faudrait 
prendre dans ce cercle, un arc t du même nombre de degrés que 
Parc MQ ; on aurait 


arc MQ =at, sin M Q=a sin t , Sin. verse M Q=a sin. verset; 
ęt par. conséquent 
x= a(t — sin £), y= a sin. verset, 
ou, ce qui est la même Chose, 


a r (si ä V'aay—ys € 
TX art e _— ES e m Af D š 
e (sin. verse ; ) say —y d 


Pa a 
* 
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La cycloide n’est pas’ terminée à ce point, car' rien 
ne limite la durée du mouvement du cercle génératèur. 
On doit bien observer, dans la description des'eourbes, 
que les ;diverses parties résultantes d’une même cons- 
truction ou d'un même mouvement, appartiennent 
tuutes à la même' courbe. Ainsi le cercle OMG ;en con- 
tinuant de rouler sur la droite 4B , au-delà du point L; 
décrit. une suite de portions semblables à AKL; et il 
faut en concevoir autant sur la gauche du point #, 
puisque le cercle a pu n’arriver à ce point qu’à la suite 
d'un mouvement commencé depuis un tèmps. infini. 
L'équation de la courbe conduit à ces remarques; car 
rien n'empêche d’y supposer l'arc MQ , augmenté 
ou diminué d'autant de circonférences qu’on voudra. 
On voit d’ailleurs que y ne pourra jamais surpasser 2a. 
Îl suit de là que la cycloïide, conçue dans toute l’éten- 
due qu elle doit avoir , peut être coupée en’une infinité 
de points, par une même ligne droite. 


115. Rien n'est plus facile que d’obtenir les 
sions de la sontaugente et de la tangente ‘de la sou- 
normale et de la normale, dans , cette courbe. On 
trouve, par les formules générales du n° 66, 





PT= 7, MTV Vaay 
— ee s Eia m 2: 
Vzay=y V aay — y’ 


PR =V 2ay— y, MR.= V zay. 

On peut construire ces valeurs d’une manière ‘tres 
simple; car il est aisé de remarquer que PM ou y étant 
considéré comme l’abscisse QN dans le cercle généra- 
teur .QMG , la valeur donnée ci-dessus pour’ PR est 
précisément celle de lordonnée MN de ce cercle, et 
que, par conséquent, la normale se confond avec la 
corde de Pare MQ, comme on peut le voir aussi par 


\ 
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l'expression de MR. Il suit de là que la tangente HT 
est le prolongement de la corde WG. Maintenant si Pon 
décrit sur fK, comme diamètre, un cercle qui sera égal 
_ au eorcle générateur, et que l’on prolonge. la droite 
MN jusqu'en m., il est visible que les eordes mf et mK 
seront égales et parallèles anx cordes MQ et MG; il 
suffira donc, pour construire la tangente et lè nor 
tale dans un point donné M, de rapporter ee point 
sar le cercle fixe ZmK , en tirant la droite Mm pa- 
rallèle à 48, et de mener ensuite MT parallèlement 
à mk, et MQ parallèlement à m# (*). 

116. Je passe à la recherche du rayon de courbure. 
En différentiant l'équation 


yd 
V 2ay—y* 
Pobtiens , puisque dx est constant , 
dy(ady—ydy) 
o=(yd'y+ dy )V'2ay— aya — INT. 
(yd°y+ "Va yay" Vaya 
réduisant et divisant par y, il vient 


o= (2ay— y") d'y +ady", 


dx = 





d’où je tire 
ady? 

24Y — 

aitatu cette valeur et celle de dy dans Pexpression 

du rayon de courbure (81), je trouve, après les rédüc- 


d'y—— 





(*) Si l’on plaçait au point Z l’origine des abscisses, on aurait 
PI= Mn==Mm + mn; mais, dans le parallélogramme Af Qim, 
Mm = IQ, et de plus 

IQ = 41 — 4Q= QMG — arc QM = are GM=arcKm : 
donc Mn = arc Km +sinAÂm, ce qui rend bien facile la cons 


.… truction de la courbe, par points, en donnant diverses valeurs à Km. 


CL = 
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tions nécessaires ; 


© à L —— 
y y= (ay) = 2ÿ/2ay. 

Ce résultat fait voir que le rayon de courbure MM’ 
est double de la normale MQ, et qu'il ne peut par cou- 
séquent devenir plus grand que le double du diamètro 
du cercle générateur , diamètre qui est à la fois Pordon- 
née et la normale au point Ķ de la cycloide, correspon- 
dant à l’abscisse £I (114). 

Les expressions de x — z et de y 8 donnent ensuite 


y—8=2Y, s —a=— aV pay)"; 
on conclut de là 


y =— ß, y = a — a Y ~ 2aß — fÀ. 


` En substituant ces valeurs dans Péquation primitive de 


la cycloïde, et réduisant, on obtient 


a — arc (sin. kerse = — 8) + V/—2a8—8$5", 
résultat qui a beaucoup d’analogie avec cette équa- 
tion. Le radical /—2a8— £* devient semblable à 
V 2ay— y* lorsqu'on fait 8——2a+ #, ce qui re- 
vient à prendre, au lieu de l’ordonnée EM", toujours 
négative, l’ordonnée PM” rapportée à un axe 4’2 
placé au-dessous de 4B, à une distance M'I = 24. ” 
Par cette transformation, il vient 


a —arc(sin. verse—2a—$8")+ ÿ/aag =p"; 


‘puis, si Pon observe que deux arcs dont les sinus verses 


réonis composent le diamètre, sont supplémens l’un 
de l'autre, et qu'on désigne la demi-circonférence par x, 
on pourra écrire | 

a == x — arc (sin. verse == 8 ) + V aaf —$", 
Prenant enfin «—#—#, c’est-à-dire, substituant à 


Li 
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Pabscisse 4E , Pabscisse £L’ P' = AI — AE , il viendra 


w = arc (sin, verse = 8 J > V'2a8—$8" —$8"*, 
équation d’une cycloïde dont l’origine est au point £’, 
et décrite sur laxe Æ4”B”, par le même cercle généra- 
teur que la proposée, tais dans le sens 4’B” contraire 
à AB. 

La même conséquence peut se tirer immédiatement 
de la détermination du rayon de courbure. En pro- 
longeant la droite GQ jusqu’à ce qu’elle rencontre £B’ 
en Q’, et menant QM, on formera les triangles GHQ 
et QM'Q égaux entre eux; Pangle QM Q' sera donc 
droit; et si Pon décrit sur QQ’, comme diamètre, un 
cercle, il passera par le point M’, et sera égal au 
cercle générateur. Cela posé, puisque l'arc MW'Q’ est 
le supplément de M'Q, qui lui-même est égal à MQ, 
on aura 

arc M'o = QMG — arc MQ 
= AI — AQ = QI=4Q, 
ce qui montre bien clairement que la développée 4 M'A, 
est une cycloïde décrite par le cerclé QM'Q', roulant 
sur A'B’, de 4’ vers B'.: 

Il suit encore de ce qui précède, que la cycloidé 
est rectifiable ; puisqu'elle est elle-même sa dévelop- 
pée, et que expression de son rayoû de courbure 
est algébrique ; et on en déduira ce résultat curieux, 
que la longueur de Parc 4’M'A, ou de son égal 
AMK , qui compose la moitié de branche décrite par 
une révolution entière du cercle générateur, est préci- 
sément la même que celle de 4’K, ou le double du dia- 
mètre de ce cercle.  - 

Il faut remarquer aussi que le coefficient différentiel du 


d? 
second ordre de étant égal ¿ a -5 , est toujours Le 





D Me a 
' 
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gatif, et qu'il devient infini ainsi que oy. quand y =0, 


ce qui arrive lorsque larc MQ est nul ou égal à un 
multiple quelconque de la circonférence : la cycloïde est 
donc concave vers son axe, et les points <, L, etc., où se 
touchent ses différentes branches , sont des points de re- 
broussement de la première espèce, dans lesquels la 
tangente est perpendiculaire à laxe des abscisses (83). 


117. Les spirales composent encore un ordre de 
courbes transcendantes, remarquables par leur forme 
et leurs propriétés Voici comment s’engendre celle 
qu'imagina Conon de Syracuse, et dont Archimède 
découvrit les principales propriétés. 

Pendant que le rayon 40, fig. 29, se ment unifor- 


. mément autour du centre 4 du cercle OGO, un point 


mobile , parti de ce centre, parcourt de même la ligne 
AO , et avec une vitesse telle, ‘qu’il arrive au point O, 

lorsque cette droite achève sa ‘révolution. Il suit de là, 
que, pour un point quelconque M de la spirale 
AMOM'X, le rapport de 4M à AN, est le même 
que celui de l'arc OGN à la circonférence OGO; mais 
comme rien ne s'oppose à ce que le point décrivant 


F:G.20 


continue son mouvement au-delà du point O, surle ` 


rayon prolongé, et que ce rayon peut lui-même faire 
un nombre infini de révolutions, la courbe MO se 
prolongera en tournant toujours autour du point 4, 
de manière que le rapport entre la distance de chacun 
de ses points au point <£ et le rayon du cercle, soit 
égal à celui qui se trouve entre Parc parcouru par le 
point O, depuis le commencement du mouvement, et 
la circonférence entière. En M”, par exemple, où le 
rayon AN a fait une révolution plus Parc OGN , on 
aura 


t 
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| AM' _OGO+OGN 
AN 060 
Si dont on fait a 
OGN=+t, AM=u, 
, et que, prenant pour unité le rayon ÆN , on représente . 


® $ . e d | 
par 2x la circonférence OGO, il viendra u = re 
3 | w 


Les variables de cette équation sont ce que les géo- 
metres appellent des coordonnées polaires. Le centre 4 
du cercle OGO, se nomme le pôle ; la ligne 4M, aësu- 
jettie à passer toujours par ce point, est le rayon vec- : 
teur, et tient lieu de ordonnée de la couthe , tandis 
que langle parcouru par AM et mesuré par larc OGN, 
remplace l'abscisse, 
- Pour avoir égard aux signes de ces bi il 
faut d’abord prendre les arcs négatifs dans le sens con- 
/ traire à celui qu’on a choisi pour les arcs positifs. Ce 
dernier étant, par exemple OGO, l’autre doit ètre 
OG'O. Les valeurs négatives du rayon vecteur. doivent 
aussi se trouver, par rapport au pôle, du côté opposé 
pe.3o. aux valeurs positives. Dans la figure 3o, j'ai porté les 
rayons vecteurs négatifs, non pas sûr la partie qui passe 
par l’extrémité de Parc QG’IV’, mais sur son prolonge- 
ment An; c’est ainsi que tombe la sécante trigonomé- 
trique, quand elleest négative ( Trig., note du n°. 77). 
En opérant de cette manière, sur la courbe précé- 
dente, on trouve une seconde branche Ams , et elle 
prend la forme tracéé sur la figure. 
La spirale que je viens de considérer, et qui porle 
ž le nom de spirale d’ Archimède , nest qu’un cas par- 
-ticulier des courbes que représente Péquation u = af", 
z désignant un exposant quelconque. 
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Tant que n est un nombre positif, les spirales données 
par l'équation at", prennent leur origine au point À ; 
mais quand z est négatif, u, d’abord infini, lorsque 


' #=0, diminue à mesure que cel arc augmente, et à 


chaque nouvelle révolution, le point décrivant sap- 
proche du point 4 sans pouvoir jamais y atteindre. 

Lorsque n ——1, la courbe, dont l'équation est alors 
u =at™', ou ut=a, et qui se nomme spirale hyperbo- 
lique, a en oulre une asymptote droite. En effet, si Pon 
pose successivement 


ess CET nd L ttes 
t=1, =}, =}, —7, etc, 
les valeurs correspondantes 
u=a, =24, —3a, = Ĥa, etc., 


montrent que la spirale, s’éloignant de plus en plus du 
point. Æ , s'approche en même temps d’unedroite DE, 


fig. 31, menée parallèlement à l'axe 40 , à unedistance r1c.”r. 


AD = a; car, PM perpendiculaire sur 4B , ayant pour 
expression 


9 


sin £ 
usin MAP =usint =a 0 


quand, on y met pour # sa valeur at™',a pour limite a, 
lorsque 4 0: la spirale hyperbolique a donc aussi 
pour limite la droite DE. 

Les valeurs négatives. de 2 produisent une seconde 
branche, placéé sur le prolongement 4B’ du rayon 
AO, et ayant pour asymptote DE, prolongement de 
DE. Enfin, si Pon donnait à la constante a le signe - — 
on répéterait, au-dessous de BB” la courbe que je viens 
d'indiquer au-dessus. 


Si jau lieu dela distance AM , fig. 29,on prenait nous: +G 3} 


u la partis MN du rayon. vecteur, comprise ‘entre le 


voint M et la circonférence du cercle OGO , l'équation 
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u? — at serait celle de la spirale parabolique, ou dé la 
courbe qu’on formerait en roulant l'axe d’une parabole 
autour du cercle OGO ; les ordonnées se trouveraient 
alors perpendiculaires à la circonférence de ce cercle, 
et tomberaiént sur ses rayons. 


118. Lorsqu'on rapporte les courbes à des diddan 
nées polaires, le changement du rayon vecteur 4M, 
ric.32. fig. 32, est la partie QM" retranchée du rayon vecteur 
: suivant, par l’arc de cercle MQ décrit du point 4 comme 
centre , avec le rayon AM; et l’accroissement de langle 
MAO se mesure par un arc de cercle NN”, décrit d’un 
rayon ÆN égal à l'unité. On voit, comme dans le n° 60, 
que la différentielle première de AM est le premier 
terme du développement de M'Q , suivant les puissances 
de NN ; et quand on passe aux limités, on regarde lé 
petit arc M Q comme une ligne droite (4), et le su 
M Le. comme rectiligne rectangle , ce qui donne.. 


= Vom -+ QM’. Alors QM’ é étant du, et NW’, 
sé i vient OQM=udt, puis M M'= V'du+udé, pour 
la différentielle de Parc DM. ` 


. 119. Si l'on mène 45S parallèle à la corde du petit i 
arc de cercle QM, et qu’on prolongejusqu'à la rencontre | 
de cette droite, la corde de l'arc MM" de la courbe DM, 
onaura, par la similitude des triangles HM'OM et M'AS, 

QM' _ AM | 
QM T 45" 


Lorsqu on passe aux limites, la corde QM peut être 
prise pour Parc, l'angle MQM pouvant approcher aussi 
près qu’on voudra d’un droit, le triangle M'AS ap- 
proche de même du triangle MAT rectangle en À, 
dans Jequel AT est la limite de 48, et qui donnée 
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D 
udt AT? 
d'où l’on conclut | 
u°dt 
AT = Fa 


On construira la tangente, en menant par le point 4 
une perpendiculaire au rayon vecteur AM , et en por- 
tant sur cette droite la valeur de 47, donnée par la 
formule ci-dessus. 

Si Pon applique cette formule à l’équation u=at", 
on trouvera 

u?’ 


a 
= —— = - prb, 
AT aei e 


Dans la spirale d’Archimède, on a n=1 et a=; ilen 


£ ' » . 
résulte 4 T=> , fig: 29. On voit par cette expression 
T 


que lorsque ¿== 2m, ou après une révolution du point 
décrivant, la soutaugente est égale à la circonférence 
OGO rectifiée. Après m révolutions, £ = 2m7..... 
AT=2m'x ou m fois la circonférence dont le rayon 
est m. 40 ,et qui embrasse ces m révolutions : cest ce 
qu'a trouvé Archimède. | 

Quand n ——1, ce qui est le cas de la spirale hy- 
perbolique, on a 4AT = — a, c’est-à-dire, que la sou- 
tangente de cette courbe est constante. 

Je ne m’arrête point à la recherche de la sounormale 
et de la normale, parce qu’on les obtient facilement 
lorsque la soutangente est connue. 

AT _ udt 
AM du 
tangente de l'angle que fait avec le rayon vecteur AM, 


J observerai seulement que — , exprime la 


F16.» 


Fr1c.32. 


176 raté inkunu 
lui dreiter HA qhittomcbe. la - céurbe -ait Toei M, et 
qu’on a j 1 

IT- — y 


‘a af; el 
Le VIM AT +, 1009 7; Wa: EAr n lqin» 


120. iess ‘de l'aire ADM , fig. 32, prise 
réletitemaent aux evordonnées paltires, nfgst pas un tas 
péze, comme flaps le cas.des ordonnées parallèles, mais 
un.seoteür AUM. La limite du. rapport.de ec-sacteun 
avecWane VN',50r3.la même que. celle dés repphrts que 
les secteurs AM Q y AP R., entry leiquels jl se trouve 
compris et qui tendent vers l'égalité, ont avec le même 
arc NN"; on concluradünc Wè h qte'Paire ADM étant 
représentée par s; Sbit toe Aetent différentiel doit être 


d 


ds AUX MQ"® ie à! it- Fe - XI : u°d£ 
de TANT FN h de a 


La différentielle seconde d'u, sera le premier 
ee du Géveloppement M'O' — M'Q, suivant les 
| phisstihces de: NN” (60)! et il faut observer ik 'Iórs- 
qu ’on suppide Pare NN” constatit', bu qudi faittoujotirs 
vårier Tanglé z de'la même quantité, les arcs OM) 
Q'M', ne sontpat‘pout céld'égrhx ehtéeux, car ils sbrt 
de rayons différens. - 

‘On pourrait déduire de là les expressions. vdana 
au centre de courbure et à la développée, mais j'ai 
_ préféré d'appliquer aux courbes qui sont rapportées à 
_des coordonnées polaires, les expressions trouvées rela- 
tivement aux coordonnées rectangles , parce que celte. 
marche fournit Poccasion de transformer les coordon- 
nées du premier système dans eelles du second, ou 
bien de passer de celui-ci à l’autre. Cela sera d'autant 
plus utile, qu'on rapporte quelquefois les courbes 

algébriques à des coordonnées polaires ; on le fait sar- 


Me 
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tout à l'égard des courbes du second degré, en prenant 
leur foyer pour pôle. 


-l 


122. Je placerai au poiñt 4 i g. 33, ppur plus de ric.33. 


simplicité, l’origine des coordonnées rectdygles et 
AP =z, PM = y; IS 

et pour fixer la position de laxe #B des abseisses, je 

désignerai par m l'arc QO compris entre cet axe et 


. le point O, origine de Parc £ En menant PM per- 


pendiculaire sur 4B , et en observant que l'angle MAP 
est mesuré par larc NO, égal à ż— m, on trouvera 
AM — 4P + PM | 
AP = AM cos NQ, 
PM = AM sin NQ, 
cu D u = Wa y (a), 
x = u cos (t—m) (b), 
y = usin (tm) (o). 

Au moyen des deux dernières valeurs, on changera 
toute équation algébrique entre x et y, dans une autre 
qui ne contiendra plus que le sinus, le cosinus de l'arc t, 
et le rayon vecteur u. On en déduit’ aussi 


+ COH(t — m) = y Sin(£—m)— z,” 
d’où Pon tirera des valeurs de cos £ et de sin £ en X, Y, 43 
sin m et cosm, qui, substituées dans une équation 
quelconque entre w, sinż et cosż, conduiront à un 
résultat ne renfermant plus que x et Y , puisqu'on pourra 
remplacer u par Y 1°} y^. | 

Jl est bon d'observer que 


+ 


tang (t — mj => 3 
Calc. dif. , 12 


| 


214 nf, 


170 PARTIS: Éiésmvramrx 
et: su par conséquent > ' LE 


é —— m == arc CTT S | 


Si, pour abréger, on suppose que la ligne 4B s 
confonde avec la ligne O , on aura seulement 


x . Y 39 Y 
i=- An = "— ù E Eei 
costz; $ A d'où tang ż = 


Lorsque Fé équation en u ett, qu on se propose de 
transformer, contient Parc £ lui- -même , il n'est plus 
possible d'obtenir une relation algébrique entre x et y, 
puisqu’ on n'en a pas de semblable entre l'arc t, S0% 
sinus et son cosinus; mpis on parvient, ainsi qu’on va 
le voir, à une équation différentielle qui ne contient 
plus que x, y, da et dy. 

Les équations (b) et (c), étant jointes à celles de la 
courbe, établissent entre les quatre variables x, y, u et 
t, des relations telles, que trois de ces variables sont 
des fonctions de la quatrième ; on peut donc différentier 
lės équations (aJ, (b) et (c), en y reġárdant, £, u ėty 
comme des fonctions de x (46), et lon aura ainsi 


du =d. V1 FF, 
x = du cos (t — m) — udt sin (t — m), 
= du sin (t — m) + udt cos {é — m). 
Si Pon élimine du des deux dernières équations, il 
viendra 
dt = 


mettant pour cos (ż— jn), ših (t — m) et u, leurs va- 
leurs, on aura r 
dt = TLA “\, 


dycos(t— m) — dxsi» (t—m) 
u 





(*) On rencontre souvent PR du sectenr ds (120) en 
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On pourra donc chasser de Féqualjon. en m et t, e 

de sa différentielle, les quantités u, ças£, sin.s, du et dż; 

les deux résultats qu’on obtiendra ne contenani. plus 
guea ż, on le fera disparaître.par l'élimination. -` 

Soit pour. exemple l'équation 4 = at", qui danne . | 


= . — 


€ T 
== 1 =o f pa 
utai - u” du =ag"'dé: 


les expressions de u, de du et de gr, étant indépen- 
dantes de Pangle m, il viendra , en les substituant et e 
réduisant au même dénominateur, | 


= (+ PI (dx + ydy) = a" (zły — ydx). 


Avec cette équation on déterminerait les soutan- 
gentes, les tangentes, etc., des spirales , en f£isant usage 
des formules du n° 66 ; mais puisque c’est en u et t 
que sont exprimées d’abord les équations de ces courbes, 
il sera plus simple et en même temps plus général, 
de transformer relativement aux mêmes variables, les 
formules citées, et c’est ce que je vais faire. 


123. Pour obtenir ces formules, on a regardé + comme 
lié immédiatement à la variable x, par Péquation pro- 
posée enx et y ; mais maintenant que la courbe est donnée 
par une équation entre les coordonnées polaires u et t, 
c'est l’une de ces variables qui est indépendante, et 
dont l'accroissement doit être supposé constant. Soit 
donc u= f(z); sous ce point de vue, x et y sont 





coordonnées rectangles, et il est par conséquent utile de la remar- 
quer. Elle s'obtient, en mettant pour dt et pour u? leurs valcurs 
trouvées ci-dessus ; il vient alors 


- ds= rdy — ydx 
DIT A 


I2.. 
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den fonctions de ży déterminées par les équations . 
x w8 (t — m), — y ==u sin (t — m) (122); : 
et, au moyen de la dernière remarque du n° 9, on 
peut exprimer 'aisémėnt les- coefficiens différentiels 
dè y relatifs à x, pat ceux de u relatifs à ż. 

Pour cela, commençons par mettre les premiére en 
évidence, en posant 

a o dyÆpdx, d'y = qd; 
ds. x, y et.p. étant donsidérés dabord comme de 


fonctions def, on aura, par le n° œìité, > 


3 Pe dy de Ei 
dy dp Lun 
; PT der de” dæ, ds? 7 
i :dé:. LEN dż- yo à 
ca -qui Pavierit à NE: p 
MR CR La + ses N 


PE = dx x? q= mi 
> ' aa nÑ) 
EPan qu'o on entend | à présent, per dnd aj H et dp,. des 
différentielles rapportées à . la rer t consir 
comme indépendante (*). , . 
, En effectuant dans eR hypothèse, la diérentiation 
de p,.on obtient . : I 
_dp_ dsd ody | | 
ee a, 
; Ed ; Ai ; s ; < 
(*) On peut encore parvenir an même résultat, en regardant y 
comme fonction de x, ct x comme fonétion de ? ; sous ce dernier 


point de vue, on :aura (9), -: na ; RSR Aa 
S : b P os 8 dr. 4 à! 
dy _ dy dx ET: dy _ de 
a = iz dt ’ d’où P = is Ti 
E 4 dt 


comme ci-dessus. 
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Afec cesiformules, on peut mäîntenant transformer- 
les ex pressions de la soutangente, de la tangente, etc., et 
cellas qui serapportent au centre de courbure, pourvu 
qu'on y:'ait introduit, au Heu de dy et ded’y, les ooef- 
ficiens différentiels p et g , pour lesquels on pubatituerg 
ensaite les valeurs oi-dessns. 

124. On voit d’abord par la valeur és p, que Fer- 
pression de la soutangente, comme toutes celles où il 

d'entre que des difiérentielles du promier orere; ng golt 


pas changer , et que ET 
ES ‘ÿdx _ydx 
PT =. (66), demeure ou D? 


si l'on a égard au signe (68). En mettant pour y, dx 
et dy leurs valeurs (122), il vient i 
du cos (t— m) -fikirin (e my 
du sin (t — m) -+udtcos(t— m) 
On simplifiera beaucoup ce résultat, en observant 
que la situation de la ligne des abseisses sur ‘laquelle 


PT ——usin (im) 


‘tombe la distance PT", est arbitraire, et qu'on peut par 


conséquent prendre toujours m tel que l'ara ON sit'1f, 
auquel câ$ lérdonnée PM se confond avec le rayon 
vecteur AM , cos(t— m) = 0, sin (t— m) =1, et PT 
se e change en AT" = a ' 
125. Si , dans la différentielle 


‘dz = VY de F- dy’ (64), O n. 
de Parc d’une courbe quelconque , rapportée à dès coor- 
données rectangles, on substitue pour dx et dy leurs va- 
leurs en coordonnées polaires, on aura 


dz = yV du + WAE a 
expression trouvée pour MM’, dans le n° 118.” ` 


h 
> 


… w% | TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 
^i s126. Je passe à la recherche du rayon de courbure. 
La formule 


3 
2 295 
(x + (ds dy » devient y= — GHP) ; 
| dxd'y q 

TOR y remplace par pdx et gds*, les diféren- 
tielles d y et d°y encore relatives à la variable x; mettant 
ensuite pour p et q leurs valeurs en différentielles rela- 


tives à #, on obtient a 
yaa _(dx° dy’ ý 
dxd’ J= lyd’ 


Maintenant, si Pon fait varier dx, dy ët du, comme 
des fonetions dei, dans les valeurs de dx et dy (122), 
elles conduisent à 

d’a—d"ucos(hem}—2dudtsin TETEE E 
dy=d°usin(tm)4-2dudtcos(t+—m)—udtsin(t—m) ; 
posant ensuite + — m 1%, comme dans len°:114, et 
par:in même raison, il viendra 
üx == — udt, dy = du, 
dx = adud; "dy d'u— udt, 
valeurs avec lesquelles oh kbuivera 
3 
(du +asde")* 
udtd’u — wd —2zdu’dt n.i} 

127. On a coutume, lorsqu’on fait usage des coordon- 
nées polaires, de déterminer ła position du centre du 
cercle gsculateur par celle dela normale et par la distanoe 
ME, comprise entre le point M et le pied de la perpen- 
diculaire EF, abaissée du centre F du cercle osculateur 
sur la droite AM, ce qui donne quelquefois de, lélé- 
gance à la comfitruction du rayon de courbure. 

La ligne AM étant prise pour Fase des ardoënées y, 


y = 


OA E 


9 — —————— 
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la. partie-AE représente Pordonnée £ de la dévelop- 
pée (81); et par ra 
n :_tf+dy# 
ME AM — AE = y~- B= F 
expression qui. devient o 
: ' =. œ . st R ,. 
ME — — "TP te j 
lorsqwon substitue pds et gdx’, aux différentielles d Y 
et d° » relatives à la variable g. Si Pon y met en- 
suite pour p et g leurs valeurs en différentielles rela- 
tives à à t, oma 
_  dx(dx’ lds dy) sautara) "N 
ME = — ied ymdyis uad du” 
quand on remplace dx, dy, dx, d'y, par les valeurs 
obtenues dans le n° précédent. 


128. Pour faire une application de ces formules, 
je prends la spirale logarithmique dont équation est 
t = lu (*). En différentient, il vient 

dé=M Č (28), ou = M, 
ce qui montre (1 19) que dans tous lès points. de cette 
courbe, ‘la tangente fait le même angle äyec lé rayon 
vecteur. 

Une seconde différentiation, cfectuée sur l'équation 

| | in 
{9 Quand dans cette équation, on fat tæ O, il viegt u 1; 


ainsi la courbe passe par le point O, fig. 34; ensuite les valeurs PIG. +; 


de u , croissant avec celles-de :, montrent que la çourbé fait une 
jufinité de révolutions en dehors da cercle QNG. Les révoiutions 
intérieures sont produites par les valeurs négatives de t, qui 
flonnent poyr u dés valeu de. plus en plus petites; ila. courbe 


s'approche dans, deplus en plus du pâle «d, sans jamais y arriver. 


b 
Fic 35, 
l i 
} 


M4 < icii Rasa: 


BLET af Ti PU t+ à “ide NC DE snnobrens à R 24 ne 
e fes'ounce os PEALE sarpe sayo onu ‘age 
RJ suppoguth dé constant, dope ni À ONE ont 
onur , pdbauut darao Roti” ngeja JU 3b est) 
wonk pq eue sol oup 24 obia %4 Fe inc] 
ghai; LOR; subptitue dannlerpspvasiions de +.ou MF'etde 
ME, sata ajeandéd'aspu us puiscelle de déen dé pomianri 
UEF = — i LA a s R3“ MESUAM. ‘os f 
ul suit de là que la äroite AF , fig. 35, menée perpen- 
diculairement au rayon vecteur; AM, rencontrera la 
normale MF au centré du cercle, osculateur , ou sur le 
point correspondant de la dévelagpée FZ. 
| Cette développée sera, une spirale semblable à la 
proposée; ` cai ‘Tangle "APM étant égal à à TUA, se se r4 


PYEY 


le même ` pour tous les points de la courbe », comme 


pour ceux de la cour 


E al Le 1/8) bppées en de 
vant que 
ee MT DE PEUX Aaroin 


A i 2: { D \ La 

car si l’on # de w, Tia. A ond aura... 
lu = 108 A- lus; et për donisëqileht HETE Tu" oe 
qui revientà = luy lggeaqwon a. e t’; mais 
il faut okserver que z= ÓNA OND e= AE: 
Du chahgementdo- la väriable indienne ; 
- ou comment on chañge la différentielle qu'on 

a prise pour. Spas en ure dei au ne 

le soit plus. ` ;, patentea aN 


129. La PE employée dans les ns 123 


et, 126 >. Pour. la détermination du ceéreleostulateur des 
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courbes ‘à coordonnées polaires ; et qui consiste à chan- 
ger une expression différèutielle prise en regardant y 
comme une fonction ex, éti dné'hutre ói’ ët'#"soîcnt 
toutes deux 'envissuées, comme des fonetians d’une 
‘troisième variable #, que l’on suppose indépendante, 
étant souvent utile , il està propos de la reprendre pont 
dire à des pres différentièlles- quelconque" 
Le coéffcient p= = Y revient alors à à A 
rue set | dors Ed Fe 
E TT it + di Fr. on On ts 
a ae S Ca BF Y (123), \, aA LA 
Ne LA NS du tite se vins! 4 


1 ts 
où Yon doit a aussi, 'd y et dx comme des , fope: 


tions de ¿ 3 GER diférentier en a » Ce qui 


1? 
doûnéra uN 


—dyd's 

d md’ da dis, eo! . ‘4 
P y ous Ji à 
faisant que hi ads, à on tròwwera, . 
Y STA Tea gar 


ue +. S 
NA; ‘rt 13} 1, } 


„En penran de la même. res p'ou dalna 


dg : d b P AN LÉ Eee) E i 
Re 3dad'œd? y Aa aha deaa ddydx : 
| dxt: DATE a T? 
TR ba = rx; on obtiendra: E= "a 
_ dr’d? y— 3dxd°xd° y + 3d eni dxd yd'x 
be 4? pou © di. e E nl p , 
Cet. ninsi ‘que les quantités " q, ryete. ;'qu sont 
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implicitement des fonctions de s ,s'enprinontau.meyen 
de dx, dy, d°x, ete., regardées comme des fonctions 
de #; et en substitaant cos taleurs dris-quelque formule 
que ce soit, ramenge à ne gontenir que les coeficiens 
différentiels p, q, r, ete., on la traneformera sons le 
' point de vue génénal proposé... 

-130. Les-expressions de q , r ete. , sont indéterminées, 
tantqu’on n’assigne aucune relation entre les variables x, 
yett; mais leffet de ‘cétte relation établit une dépen- 
dance entre d°x et d'y, pufsque £ pouvant aussi être 
envisagé comme une fonction de x etde y, dé en est 
_ pareillement une. de ves vartabtes et de leurs diféren- 

tielles, et la supposition de dé constant emporte l’équa- 
tion d'f = 0. eu t,e : 

T wast ‘pas même nécésiéire ;:pour r dbtènir eefte der- 
niðre, de connaitre la relation primitive entre x, y èt 
la variable équ’on veut regarder es ie a ji. 
il suffit d’aveic l'éspromidi sde dé, ` R ie 

Si Pon. prenait, par exemple; pour cette variable las 
de la courbe proposée, on aufait-aldrs’(64) +° … 


‘dè = Vds LEA, : Ne S i 
et en différentiant dx et dy comme des’ fonetik de é, 
l'équation 1: : conduirait à à... D 


d al’ st dd à =} do Es TRE CR 


chassant, à Paide ide cette, al et de ses différen- 

tielles, les différentielles dx, dx, etc., des ‘expres- 
sions de gq , r, etc., on aurait les formes que prennent 
ces coefficiens différentiéls lorsqu'on fait variér x et y, 
en conséquence-du chongémeïit de Parez, ou.lorsqu’on 
regarde cet arç comme la variable indépendante, ou 
enfin, larsqu’an prend sa, diférentielle pour, constante. 


oo PS DR ne 
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B Ce + ar) un 
Poe PEE dxd°y dxd° y — dyd’x ( 126); LL. 
enmettant poyr dx x sa ee on obtiendra 
__ dx(dx* + d ay E 2 dade 
r p pi dy ns dy » 
résultat qui pe contiendra plus que les variables i ett? 


4 3 


quand on y mettra pour dx.sa ‘valeur yie- dy. 

On peut aussi faire a volonté 

dé— dr, ou diedas 

d'où il résulte 
d's =0, ou d°y— 0; 
et par le moyen de ces hypothèses , on prend alterne- 
tivement x et y pour variable: indépendante, Cest- 
a-dire que l’on regarde y comme fonetion de x, ow x 
comme fonction de y. Dansde premier cas . 


q=, et dans le second, g—=— TS diet 


Si Ton ‘met cette detniète’ sil dans Pexpression ` 





1 +. p° 
y = — ( y ( 126), r 
on la transformera u ei en celle qui con- 
vient au cas où l’on regarde x éomme fonction, de y, 
et qui est 


__ (d° + (da + dy) 
Fe | dyd'x 
131. On peut aussi ramener à dépendre immédiate- 
ment de x, lés différentielles d’une fonctron y formées 
en prenant pour variable indépendañté une fonction £, 





PAS dy 
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donnée en x et'y, Porcel; 1 suffit d'obierttr qu’en 
regardant eelles-ci comme des nptians de t, ainsi que 
les coeffciens différentiels p, g, etc., on a encore, par 
le n° 123, les équations 


EL 


dy = pdx, dp=gdx, dg = rdd, e 


et sous ce point de vue, * ‘' _. . 

. dy = he 
conduit par lá différentation’, aax équations * Le 
prn a operahan i 


PAT PIT lots E RRE + pd t: Ka ic dE: 5 vag n efe GUYA 


qix” p ajtid'a 4i Gba 44 pds °? su 
mpasi t a Bed a pe OT a eoh 
ef AN ‘ete. ; D Di en ogge i ‘h yu a 


P 


e us 
KAS EET ES B RE ETS "i RENT 3. tof n E A 5, 4? 153 lets 


"arrete joignant, . do. A + N 
ent ndita,” “de 0) aen otga Jhr 
qu Bové tés rèlatiobs" l Yes diférentiétles' dr, 
a} ;étér) avd d > dy , € ete, , on aura fout ce qu'il 
fat pôur Ehasser ies unes èt Tes'autres de l'expression 
différentielle proposée , en sorte, qu’il ne restera plus 
que les coefficiens différentiels Pr DT ete., où 7 est 
supposé fonction i 'immédiátë de x 





i ey tue 
i Yon prend, comme ci- dessus, . ne 
z À : b. i 
d= VE a Fa où dudx + dst y=, : 
TAE P © F5 dhia l om L 
"EME ETES GES dy, Rte ie A 9. aae ` Pa 
den Hs =) pi dèy = gdi’ = pid’ y, 
et par conséquent De 
2, | 2 
BaT a 
ATER E 


Le E a 


mg e < - 
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La, premièra, de ces, valeurs, Tae dans r r TRT E, 
drd? ? dx AA" à Ge eV 


Pi d* o. dy, 





redonne lexpression | 
nn) NS ONE \ (D 
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de laquelle on est parti dans | le n° 126, 


iag e hubure 


132. Le dhiangëient de variable indépendaufe a aussi 
une interprétation géométrique. En effet, il est visible 
que pour. partieulariger le polygque MM M'es., fig. 2, ro. a 
qu'on se. propasg d'inscrire: dans: nne gourbe quelconque 
CM, il faut établir une loi dans la sucœssion des 
angles de ce polygone. J'ai d'abord pris | les différences 
d'abscisses PP’, P'P”, etc., égales entrè Elles; mais ón 
peut remplacer cake jai pan toute entre, supposer, par 
exemple, que les eĝtés MM”, M' M", ete. Asgientégqux.., 

p. Ces divers modes cependant pe portent, 16, sur Jeg 
ʻi gries, et ne p tqu’une manière particyl liera kerra les 
licies di érpatiels;. car que, y Jarje à papse du 
chahgement que subit spontanément Sy. où. à „panpe de 
celui que subit une autre variable t , de ‘laguelle x dé- 
pend, tout cela revient au même ‘pour les, limites, gui 
sont indépendantes des valeurs des accrolssemens ; aussi 
lorsqu'on différehtieluhe équation entre +'et iy; eh”fai- 
sant varier à la fois dxetdy,on peut transfornbev:ent 
suite les résultats en coefficiens différentielg au moyen 
des formules du n° 129, parce qu'en-mettant tes valeurs 
des différentielles de l’une des variables, toutes celles 
de Pautre disparaissent d’elles-mêmés® bi ‘parvietit au 
même résultat: final que si l'on avat. ‘supposé, constante 
une des différentisiles prémières, t lon est conduit à 
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des formules plus ékigantes, paree que les” déni'ya. 
riables y sont traitées symétriquement (*). 


133. D’après ce qu’on vient de voir, on pousra tou- 
jours différentier le système de deux équations conte- 
nant trois variables, système duquel il résulte que deux 
quelconques de ces variables sont des fonctions déter- 
minées de la troisième. Si U =o et J= o désignent 
deux équations entre x, y et z, on en prendra les dif- 
férentielles successives, en faisant varier en même temps 
celles des deux indéterminées que l’on regarde comme 
des fonctions de la troisième. 

Si Fon avait trois équations U :==0 , K =o et IF =o, 


entre quatre variables ż, x, y, z, trois de'ces variables, 
. pécessairement déterminées par la quatrième, seraient 


des fonctions de celle-ci, et leurs différentielles de- 
vraient varier. 


En général, un nombre m d'équations entre m +1 


variables, déterminant m de ces variables am moyen de 
celle qui reste, ne doit être regardé que comme con- 
tenant des fonctions de cette variable; il faut donc, dans 
les diférentiations successives de ces équations, faire 
varier les différentielles des indéterminées qui repré- 
sentent des fonctions de ła variable que Pon considère 
comme indépendante, et dont on prend la différentielle 
pour constante. | 


134. Lorsqu'on a des équations de cette nature, on 
peut toujours en tirer une résultante unique , entre deux 
quelconques des variables, par un procédé que je vais 





(*) On trouvera , sur ce sujet, dans le premier chapitre du Traité 
du Calcul différentiel et du Calcul intégral, des détails assez 
Importans et qui n’avaient encore té donnés par personne, que je 
sache, avant la publication de cet Ouvrage. 








DE` CALCUL BIPFÉRBNTIEL. 19t 
exposer sur deux équations à trois variables, et qu'il 
sera facile d'étendre ensuite autant qu’on le voudra. 

Soient U—0o, F—0o, ces équations, l’une de 
Pordre m et Pautre de Pordre n, entre les variables £, 
x, y et leurs différentielles, et dont „on veuille élimi- 
nef ć; la première pourra contenir, outre la variable ż, 
les différentielles df, d? ts. ..d”é, et la seconde dé, 
d'#,....d" Comme on n’a Dont les équations primi- 
tives, hi toutes les différentielles des ordres inférieurs 
à ceux des proposées , il faut nécessairement se procu- 
rer de nouvelles équations pour chasser les quantités 
inconnues dé, d°t, etc.; et c'est ce qu'on fera en dif- 
férentiant n fois Péquation U—0,et m fois l'équation 
y = o. On obtiendra par ce moyen pn- m équalions 
nouvelles; et on en aura en tout un nombre m+n+41, 
en comptant les deux proposées : les inconnues à éli- 
miner, savoir, dé, d'é,....d"4,....d"+#*#, étant au 
nombre de m—n—+ r, il restera donc une équation 
finale, en x, y et leurs différentielles. 

Si dé était constant, il semblerait qu’en différentiant 
une seule fois Fane des équations proposées, on pour- 
rait éliminer £ et dé, puisqu'on aurait alors trois équa- 
tions; mais on doit observer que les différentielles d'x, 
d'y, contiennent implicitement t, puisqu’alors on a re- 
gardé x et y comme des fonctions de eette variable 
(133); il faut donc prendre pour constante la différen- 
tielle de Pune des variables que Fon veut conserver. 


De la différentiation des équations contenant 


. plus d'une variable indépendante. 


135. Lorsque l’on n’a qu'une seule équation entre 
trois variables, il faut d'abord fixer arbitrairement les 
valeurs de deux quelconques de ces variables pour dé- 
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terminer la troisième, qui par conséquent est une fonc- 
tion des deux premières. Si l’on a, par exemple , l’équa- 
tion . | | 
+ y Hz = a", 

on ne pourra obtenir z , sans avoir préalablement assigné 
des valeurs à x età y; mais il convient d'observer que 
les quantités x et y n'étant liées entre elles par aucune 
relation, la seconde peut demeurer la même, quoique 
la première ait changé, et réciproquement. 

IL résulte de là que la valeur de z peut varier de 
plusieurs manières, 1°. en conséquence d’un changement 
arrivé à x ou à y seul; 2°. par le concours de ces deux 
circonstances. Dans le premier cas, Ja quantité y, ou 
la quantité +, étant regardée comme constante , l’équa- 
tion proposée revient au fond à une équation à deux 
variables: ainsi lorsque x change seul, on a 


«dx +z:ds=0, ou +: % =o, 
et lorsque c’est y, il vient | 
dz 
ydy+zdz—0, ou ytep m> 
On a donc successivement . 


dz = — zdz j ds = 29 ; 

zZ zZ , 
mais il faut observer que la première de ces différen- 
tielles est relative à la variabilité particulière de x, et 
la seconde à celle de y; c’est ce qu’on exprime en disant 
que l’une est la différentielle partielle relative à x, et 

l’autre la différentielle partielle relative à y (43). 
Le sens de la question suffit pour empêcher qu’on ne 
les confonde; et on les distingue d’ailleurs suffisamment 





EE 
h, 
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i tb: MT i Ea P., y L C PCP )! { ka ' o i 
en fisit ‘attéhtion à la dfiférentielle de Ja variable, 
itdépé adake 1 lé$ affecte. ’ à Fe 
Les coefficiens différentiels sont + 


| dz xæ d % | 
wier ton saut PLANA Lt ronde pri 


33 


Hors rp h tegrens TEE aG 13 T. THYE pta 
186. ÉËn général, fois. urma mye, équation agafen; 


ant Fy A E AFF com lea dests- 


variables indépendantes, :.sx3, upg: fongion-derl'anel 


etde L'autre, et lorsque g recpwa, ue -scontissoment : 
quelconque, y étant supposé constanfs: Ar APANE: 
un changement subordonné à celui dex, Dans. eette: 
hypothèse ‘ l'équation u= 0 devra être enyisagée nommé > 


. une équation entre denx variables #.@t g; ar amrar| 


donc, (48) 


PET here ns 

` du  dudz Ee E 

Goeie QE me afia ees e mp rence i TR 
© t dx dz dx ? 


et de là où tirerà -le coeffigient, différebtie- dés relatif 
à la variable de x. Il faut se rappeler ici. d'ann 
. TON jppel DA z d'après à 
la distinction qui a été faite n° 135, que dans To’ dz 
ee al à i $ a as nr i. j x 
n'est que la différentielle partielle de z, prise par rap- 
port au changement de x;seml. - oie o ioe onti 
Il est évident que si l’on eût fait varier y on aurait 
eu, en différentiant l’équation proposée comthe ne con- 
tenant que les variables y et z, 
7 A CA OT CS 
| dy PIE Panel SR a 
Si Pon multiplie par dx la première des équations 
trouvées ci-dessus, et la seconde par dy, et qu’on les 
ajoute ensuite, il viendra | | | 


du, du,  du/dz | dz | 3 i 
de dy +g A+ db )=; 
Cale. dif. | _ 13 
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_ . d ds > | A 
mais T dz + 2 d y n'est autre chose que la différen- 


c'est-à-dire, qu’on pourra égaler à zéro la différentielle 
première. de équation u= 0, prise par rapport aux 
trois variables x, y et z Tl ne faut cependant pet 
perdre de yue que cette différentielle dpit être regardée 
comme équivalente à deux équations; car, lorsqu'on y | 
aurą substitué pour dz sa yaleur = dx + T dy, lindé- 
pendance des accroissemens dx et dy, exigera que les 
deux quantités qui les multiplient soient séparément 
égales à zéro. "à 


137. On parviendra aux équations qui donnent les 
coefficiens des ordres supérieurs, en différentiant les 


équations 

du 4 du de o 
ta di 
du du dz 


9 


En v’ayant d'abord égard qu'au changement de x, non- 


seulement z variera , mais en même temps le coefficient 
; dz À a 

du premier ordre F donnera naissance au coefficient 

d J ordre ŽŽ, En diffé tiant l’équati 

lu second ordre qs En différentiant done t équation 

(X) par rapport à x, on aura, comme pour les égua- 

tions à deux variables, ( 


d'u dy dz | d'u de du dz _ 
me? Jada de T d ds À ds dar ° a9. 
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Si Pon différentie (X), par rapportà y età s, ou (YF), 
par rapport à s et à s, en observant que, dans le pre- 


mier cas, = donne E PL et ee le second, = T donne... 


dx 
ds d°z ésal 
indy dy = dyds ds’ on aura un résu tat unique , qui sera 


d'u dz d'u dz , d’udsds , dud°z 
ab taii rdsde dy de dy * ddr 7° CAF). 


` Enfin l'équation (Y), différentiée , en regardant y et z 


comme seules variables, produira 


d°z d'u ds , d°z dz? du d°z 
ptt dde dy t dei dy t de ga T? OP 


Les coefficiens différentiels de la fonction z n'étant 
qu'au nombre de trois pour le second ordre, seront 
donc déterminés par les trois équations que nous venons . 
d'obtenir. 

Il faut observer que si Pon multiplie l'équation (XX) . 
par ds*, l'équation (XY) par 2dxdy, l'équation (YF) 
par dy", et qu’on ajoute les produits, en remplaçant les 
termes 


| Eds + me ds ~ 
F4 
ads +2 ap deb +T T = dy" par d's (44), 


on formera la même équation finale que celle qu’on 
aurait obtemue si L avait différentié l’équation 
E . 


en y niant s varier à i fois les quantités +, y, g et | 
| | | 13: 


‘ 
fai 
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dz, et en y regardant dæ et dy comme constans , cœ 
qui donnerait la différentielle seconde totale de u, 
dans l'hypothèse de z fonction de x et de : y. 


138. On étendra sans peine ces considérations à tel 


ordre de différentiation, ou à tel nombre de variables 


qu’on voudra; car tout se réduit à déterminer celles 

qui sont indépendantes, ce qu on ne peut faire que.par 

à ‘nature de la question qui a conduit à équation ou 

aux équations proposées ; et ensuite on différentiera , 

par rapport à chacune de ces variables en particulier, 

en traitant les autres comme des fonctions de celles-ci. 
Si, par exemple; on avait les deux équations 


entre. les cinq variables 3, £, x, et z, on verrait 


: que trois de ces variables sont indépendantes. Suppo- 


/ 


sant donc que yet z soient les deux variables -subor- 
données, ou des fonctions de s, £, x, données par les 
équations proposées , où différentiera successivement x 
et o par rapport à s, par rapport à #, par rapport à s, 
et l'onaura . . a 


Fe Be ae 


du dy du dz _ 

| ar dy dé © dz d — 

N dudy , duds _ 

: T+T dy dx ” dz dx, — 


Si Pon net respectivement ces- équations par 
ds, dé, dx, qu'on les ajoute et qu'on mette dy au 
lieu de À y a 

ly W a, , dy 
ds ds T =h- dx de, 


dz au lieu de 


» 
2 a a a 
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t, dx) nn a 
E aeta Due AAD 
ił viendra . > fr HE 


À dot dept s LE dy pl T dams damno. 


On tirera un résultat sembläbte. de Péquation v=o” 
etil sat , qe en différentiant les fduationsi aim 0: 
x, yet z, et. eny. substituant au | lieu de dx et de dz , 
les expressions de ces ‘différentielles, considéré sçomme 
appartenant à. des. fonctions de trois variab es LE 

il faudra égaler séparément à séro le cocihciegt dd la 
différentielle de chaque variable indépendante. -p 

En regardant les coefficiens différentiels eu xr pu 

comme de nouvelles-fọnctions- Hes variables indépen- 
dantes , on ne saurait être aRete dins la recherche 
des différ entielles ultérieures; amsi, après quelques re- 
marques sur l'élimination des congtantes et des fonctions, 
je terminerai ce qui regarde la formation Le équatipiis 
différentielles». O À, 5 


139. L'équétion u=o, entré x, y a z, 'ayant deux 
différentielles premières , il est évident qu’ on peut élimi i- 
ner deux constantes entre ces troiséquations, et le résul- 
tatexpriméra la relation des variables &, y,:3, et descoefi-~ 


ciens différentiels š T indépéridamment des quan- 
tités éliminées. . 
Si lon joint aux équations précédentes les trois du 


second ordre;:on aura six. équations, , entre lesquelles 
on, pourra éliminer cinq. quantités, et ainsi de suite. 


140. Ceci conduit à une remarque importante , E 
Cest quon peut éliminer d’une équation“ à ‘tro où 
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à un plus grand nombre de variables, des fonctions 
dont la forme est -dhsolument inconnue. Soit pour 
exemple léquétion s=f(ax+ by), dans laquelle la 
. Caractéristique f désigne une fonction dont la forme n’est 
déterminée . en rs Lou 5 je vais en déduire 


une _équation entre $ T et T ,» indépendante de cette 


fonetion , et qui conyiendra OR à sztasa by, b 
z= Va TE, à ze sin(ax by), et en général à 
toutes les fonctions de la quantité ax 3 by , de quelque 
forme äu’elles soient. Je fais pour cela ax + by=t; 
Péquation proposée devient s={(5) , et par consé: 
quent on aura dé ze TON ;, en dar ous EC 7 


par f"(?); mais E : Le s 
| des ds + go, 

| daRè+ sd ji 
d'où 
E isro 2 u egt, 
Mettant donc pouè SÉ et T leurs “valeur a et b, puis 
éliminant E e a 
ue a | + e 

oo dx dy  : 


Cette équation, exprime un caractère au moyen di- 
quel ón pourra reconnaître si une quätitité proposée est 
une, fonction dè ax by Qu tioti; ċar, d'après sà for- ` 
mátion, elle doit être satisfaite òu dévenir’ ideñtique , 


dè _ ds 
toutes | les fois qu” on y ‘substituera , au. lieu de T et — F’ 
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lès Väleufs qui résuliéraient de la différeritiation d’une 
fonction de ax-# by: Je suppote qu’on ignore l’origine 
du polynome a°x° + 2abxy +-b°y*; en légalant à s, 
et en différentiant on trouvera 

dz L + à z dz PERS ` a ye 
qy — 20s F aby, ART A 


ees valeurs mises dáns l'équation b = eee = 0, la. 
dz dy 


rendent identique : on en conclura donc que le poly- 
nome représenté par z, est une fonction de as +- by, 
œ qui est d’ailleurs évident, puisque 

ax" + zabay + by = (ax + by)’. 

On volt èn général que u= o étant une équation 

entré x, f, z et une fonction quelconque réprésen- 
tét par f(£), et dans laquelle on ne connaît que la com- 
position de # èn x, yet s, on pourra toujours élimi- 
nèr f(2) èt f(t), à l'aide de cette équation et de ses 
différehtiellès relatives à s et à y (*). 
. En passait au second ordre , le nombré d'équations 
déveriant plas grand , il est possible, dans beaucoup de 
cas, d'éliminer deux fonctions indéterminées; mais je 
n'entrerai point dans ces détails, non plus que dans ce 
qui regarde les équations qui renferment plus de trois 
vatiables. 





(*) Quand = a, f(ax + by), devenant f [a(x +y)] , se réduit 
ăž ùne fonction du binome x +y, ét Péquation à T —à dy =0;, 


sæ change en ~ m = = 0, qui est l'expression de la propriété 


caractéristique employée à développer f (x +7), dans le n° 19. Oa 


trouve dans lé Traité in-4°, t. É, chap. II, d’autres exemples de 
l'application des. équations différentielles partielles au développe- 
ment des fonctions, et particulièrement la formule appelée le théo- 
rème de Lagrange. 


—— a _ z 


8 
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Application du Calcul différentiel à la théorie 
des surfaces courbes. 


141. Toute équation à trois variables représentant 
une surface, on prendra pour ordonnée de cette sur- 
face , la variable qui sera regardée comme déterminée 
par les deux autres. En désignant par x, y, z, ces trois 
variables que, dans tout ce qui va suivre, nous suppo- 
serons rapportées à trois axes perpendiculaires entre 
eux, nous prendrons z pour lordonnée, x et y pour 
les abscisses d’un point quelconque, en sorte que z sera 
une fonction de x et de y. 

‘De même que les lignes sont engendrées par le mou- 
vement du point, les surfaces le sont par celui des : 
lignes. Par exemple, les cylindres et les cônes dont on 
s'occupe dans les ÉËlémens de Géométrie , ne sont que 
des cas particuliers des deux familles de surfaces engen- 
drées par une ligne droite, se mouvant parallèlement à 
elle-même , ou assujettie à passer constqmment par un 
point donné. Pour diriger le mouvement de cette droite, 
rien n'empêche de substituer au cercle d’où résultent 
les cônes et les cylindres, une courbe quelconque et 
située comme on voudra dans l’espace; mais, et ceci 
est bien remarquable, on peut, par l'emploi des diffé- 
rentielles partielles , écarter ce qui tient à la forme de 
cette courbe, et exprimer en général le caractère com- 
mun de toutes les surfaces d’une même famille. 

En effet, si nous supposons d’abord que toutes les 
droites génératrices doivent être parallèles entre elles, 
il faudra que, dans leurs équations, 


y =ax +a, z = bx + 8 (Trig. 181), 


les coefficiens aet b soient constans , et que les quantités: 
q et 8 varient ensemble, de manière que Pune soit 


pree EEE ESS 
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fonction de l’autre; car la première étant donnée, le 
plan projetant de la droite génératrice, sur le plan des 
xy est donné , et son intersection avec la courbe qui di- 
rige le mouvement .de cette droite achève de la déter- 
miner (*) : on aura donc 


y=az-+a, 2—=6bx+q{(u), 

ọ étant une fonction dont la forme dépend de la courbe 
directrice; mais la première de ces équations donnant 
0 à = Y — ax , 

il en résalte 
z — bxs = ọ (y ax). 
Si Pon fait ici b =o, on aura 
z = ọ (y — ax), E 
équation qui rentre dáns celle du n° 140. 
Ea éliminant la fonction 9.dans le cas général, après 
avoir fait dz= px + gdy, on: obtient 
| p+ at= 
142. Quand les droites génératrices doivent toutes 
passer par un même point dont les coordonnées sont 
æ, B, Y, leurs'équations deviennent 
12° "y — —8—a(x—«), z —y =b (x— 4), ` 
et ce sont les coéfficiens" a et b qui varient ensemble à 
chaque nouvelle positiòn que prendla droite génératrice; ; 
il faut, en és peu poser b= (a), ce qui donne 


at. re te (= A. N 
, AERE m 


L’élimination ds la iaon e conduit à M 
AY = phs —a) +g (y —B). Ne 





(*) Oa bien encore ; soient r =u) T =w), les équations 


. de la courbe directrice ; il faut qu’en posant x =x’, on ait y=y'; . 


z= 7, etpar conséquent ax +- a= 4x’), bx + B= e(z’); } d’où, 
en éliminant x’, il résulter une équation entre a et £.. | 
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143. On voit encore sans peine, Qué à ibe cbürbe 
plane quelconque tourné autoür de l'axe dés £, chétun 
de ses points décrira un cerċle ‚ayant son centre sur œt 
axe, et pour rayon , ordonnée de la courbe génératries 
rapportée à à ce même axe, et de plus , qüe le rayon dé 
ce cercle varie avec sa distance au plan des ty, c’est-à- 
dire, avet 2. Si donc on pose pour son. équation} 
raf == 0", à devra étre regardé comme une fonc- 
tion de z, ét vice versé, d'où il suit 


Hy =p), où z= +77, 


a} désignant une fonction inverse de @. 

L’élimipation de -| conduit à l’équation 

PJ. 93=9; 

qui exprifnë lé carattère/des surfaces crigetdrées éonine 
on vient de le voir, dont la sphère n’est qu’un eas par- 
ticulier, et qu’on nomme surfaces de révolution. Pour 
les considérer sous le point de vue le plus général, il 
faudrait supposer daris une situation quelconque, l'axe 
autour duquel tourne la courbe génératrice. ? o |.. 

Il n’est. encore entré qu’une fonction arbitraire dans 
| l'expression des familles de surfaces que nous yenons 
d'examiner; il y en autait eu un plus grand nombre, si 
Pon avait laissé plus de conditions à remplir dans ‘le 
mouvement ou la nature des lignes génératrices; mais 
on ne peut qu indiquer ii-ce sujet. Cependant nous 
aurons bientôt l’éccasion de’ faire ‘tonhaître encore 
une classe de surfaéès rétiarquables : ct soht: toutes 
celles qui, cothmie les cylindres et Fes éômés, peuvent, 
sans déchirure ni duplicature, étendre sur un plan, 
et que pour cette raison, on:nomme surfaces depe- 


loppables (161). 
Enfin, il faudrait aussi moùtrer té procédé à: ivre 
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poar particulariser, d’après une oondition donnée, la 
forme des fonctions ; arbitraires contenues dans les 
équations primitives des familles de surfaces ; mais 
comme son principal-usage se rapporte au Calcul inté- 
gral , je l’exposerai à la suite de l'intégration des équa- 
tions différentielles partielles. 


144. Considérons maintenant les diverses entre de 
passer d’un point à un autre sur une surface quelconque. 
Lorsque x varie seul et devient x < À, on passe du 
point M, fig. 36, au point m, situé sur la section r10. 36. 
QMm , faite par uh plañ parallèle à čelui des xz, et 
mené par le point M : Vordonnée m'm de cette sec- 
tion , a pour développement la série 


de h d’s h? ds k3 
tei Tiaia E 2. ipee 


Si c'est y qui se change en y -+ +, et que x demeure 
constant, on passera au point n situé sur la section 
PMn faite par un plan parallèle à celui des yz, mené 
encore pár le point‘, et le développement de Pordon- 
née n'n de cette Section, bera . 


ps k ds À 
dy* 1.2 dy? 1.3. 


-3 +: etc. 


En faisant varier + et y éi mére temps, í on passera du 
point M à un point quelconque N, et cela de deux ma- 
nières différentes ; avoir , en substituant: j+ F'âu lieu 

de y datis le ptémier dévélébfiéiient: Gi-déssus ; ou 
| bien z+h au lieu dé à dans le sécodd. Par Pun de 
ces opérations, on passe dé l'ordonnée m'in à l’üdom- 
née N'N, dans la sention.@reiV;.et par Pautre, on passe 
| doinn à. N'N; dans la séction galV, Il est évident que 
| ces dent ssetionis: daisett se rençbnirer au point N, sans 
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quoi la surface proposée ne serait pas continue ; ìl faut 
donc que les résultats TERE daas les n” 39 et 4o. 
soient diuus: : Péquation —— : a à laquelle 
| LE T dypdx” * °T 
tient cette circonstance , n’est done que x press de 
la loi de continuité. S 
Ayant à considérer particulièrement la série 


+ + | : NT 
+: dd + itga 5 e 
Bep | Len, te 


es di ' Ho A neS EP 
qui exprime le développement de la valeur de z, 
correspondante à à x + h et à JT; i pour abréger , jela 
représenterai par ^- `’ 


s+HphP j+ (rh* Hashi tit) + ae i 


en posant 


d L? dy Ar oa o dd? AT}. 
et je ferai observer de le rapport 


k Nm . 
nt Wn a N Mni i 


déterminant la. direction dè M'N” þar E aux aa 
des x et des y, fait connaître celle du plan M ‘MNN, 
mené perpendiculairement au plan ABC, et coupant 
suivant MN la surface proposée. 


‘148. Tl suit des considérations T et dei ce 
qui a été'dit n° 136, que'si wms sreprésantel’étuation 
d’une surface coutbe, les équations différentielles D + 


! 
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du , du dz du , du ds 

Pae” de — ‘ y ay 
appartiendront respectivement aux deux sections QMm 
et PMn; la coordonnée y n’entrera dans la première ` 
que comme une constante arbitraire, qui détermine la 
position du plan coupant : il en sera de même de la 
coordonnée x daris la seconde. On ne doit pas con- 
fondre le dz de Pune de ces équations avec celui de 
Pautre , puisque ces deux différentielles ne sont que par- 
tielles (135). | 

La différentielle totale, ou l’ensemble des termes du 

premier ‘ordre, ayant pour expression 


dz = Tdr + T dy = pds + qåy, 


dz = pds est la différentielle de l’ordonnée de la sec- 
tion parallèle au plan des xz; semblablement dz—=gd y 
est celle de Pordonnée de la ‘section parallèle: au plan 
des yz. 

Si l’on demandait la différentielle de Pordonnée de la 
section faite par un plan quelconque M MNN perpen- 
diculaire à celui des xy, l'équation de ce plan, de 
mènie que celle de sa commune section M'N’, étant de 
la forme y—«ax+8 (Trig, 196), établirait une dé- 
pendance entre les coordonnées x et y; il ne serait plus 
permis de faire varier l’une sans l’autre, et z ne pour- 
rait changer que d’une seule manière; il faudrait alors 
employer la différentielle totale dz = pdr + gdy, en 
observant que l'équation du plan coupant donng 
dy = ads , d’où il suit 


dz = ( p + ag) dx. 
Cet exemple offre lexplication géométrique de ce 


r 
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qu’on lit dans le n° 46, relativement à l'emploi des diffé- 
rentielles totales. En supposant toujours une 
dance entre les deux variables, on fixe la direction dans 
laquelle on passe d’un point à un autre sur la surface 
proposée; car si la section MN n’était pas faite par 
un plan perpendiculaire à celui des sy, et qu’elle 
eût en conséquence sur ce dernier, une courbe pour 
projection , la droite MN” serait la tangente de cette 
courbe au point M, et la projection de la droite qui 
toucherait, au point M, la section MN faite dans la 
surface proposée. 

146. La première remarque qui sẹ présente, Cest 
que la limite du rapport | | 

NN'— MM 
AN 

dannant la tangente trigonométrique de l’angle que fait, 
avec sa projection M'N’, la droite qui touche au point 
M la section formée dans la surface par le plan 
M'MNN' (58), mesure l’inclinaison de cette section par 
rapport au plan des sy, et indique par conséquent la 
pente de la surface, dans la direction MN. Or, pour 
passer à la limite, il faut substituer aux accroissemens 


NN—MM à MN =N Emt Nm, 
les différentielles correspondantes | 
ds=(p+ag)dx, Vds dy = dia (145), 
d’où il résultera pour la limite cherchée, 

| pta 


vipe 
Cela posé, on peut demander quelle doit être la si- 
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tuation du plan coupant M'MNN' pour que expression 
ci-dessus, qui varie avec l'angle N'M'm’ dont la tan- 
gente =a, soit un maximum. Pour résoudre ce problème. 
i} faut différentier cette même expression par rapport 
às, et égaler le résultat à zéro (101); on trouvera 


4 


e BE od = 90, d'où q—ps=0, «=; 
(++) | | 
et si l'on met pour a sa valeur D, on formera l’équa- 

tion différentielle 
gdx —pdy = 0, 
qui, conjointement avec celle de la surface, 
ds = pdx + gdy, 
fera connaître la direction dans laquelle doivent se suc- 
céder les points consécutifs pour descendre du point M 
au plan des xy par les arcs les plus inclinés, ou la Zigne 
de plus grande pente qui conduit de ce point au plan 
des xy. Cette ligne qui, généralement, sera courbe, se 
présente souvent dans les arts de construction. 
' 149. Venons maintenant aux osculations des surfaces ; 
concevons-en deux passant par un même point ayant 
pour coordonnées x, y, z, et qu'en changeant + en 
s+h, y en y+k, Féquation de la première surface 
donne 
z + ph + gk + 2 (rh + 28h k 4 tk’) + ete., 
et celle de la seconde 
2 Ph -+ QE +: (RE + 2Shk + TR) + etc. ; 
leur distance pour le second point que lon considère , 
sera, dans le sens de ordonnée s, 
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…__ , (p—P)h+ (7 — Q) 

¥ $ {(r—R)h -+ 2(8 — S) hk + (t— T) k}. 

+etc., | 
série qu’on peut rendre convergente , en prenant h etk 
très, petits, et qui diminuera de plus en plus de valeur, 
lorsqu'elle perdra les termes de sa première, de sa se- 
conde, etc., lignes. 

En raisonnant ici comme on la fait par rapport aux 
courbes dans le n° 75, on se convaincra qu’une troi- 
sième surface pour laquelle ces termes ne disparaïtraient 
pas, passerait nécessairement en dehors des deux autres, 

dans tous les points qui environnent leur point commun. 

Lorsqu'on aura | 

p—P=o, qg— Q =0, | 
les deux premières surfaces proposées se toucheront , et 
leur contact sera du premier ordre; il sera du second, 
si Pon a en même temps 
r—R=0, s—S=0, t—T=0o, 
et ainsi de suite. 

148. Si Pon suppose maintenant que Péquation de la 
seconde surface renferme un certain nombre de cons- 
tantes indéterminées, on pourra disposer de ces cons- 
tantes pour anéantir les premiers termes de la dis- 
tance des deux surfaces, et établir ainsi entre elles le 
contact de l’ordre le plus élevé possible, c’est-à-dire, 
une osculation. | 

En représentant par x’, y’, z', les coordonnées de la 
seconde surface, la première condition à établir, c’est 
qu’en changeant dans son équation , que je représenterai 
par 7'=0, x’ et y'en set y, on en tire. 


í , 
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afin que les deux surfaces aient un point commun. 
Remplaçant ensuite les lettres 

Pr GT» 8, t, etc, P, Q, R, S, T, etc., 
par les coefficiens différentiels qu’elles désignent, les 
conditions posées dans le n° précédent deviendront, 
pour un contact du premier ordre, 


ds” _ dz dz _ ds 
d dx” dy dy’ 
de plus, pour un contact du second, | 
d°z__d°z d'z _ dz d'z d'z 
dx® dx? dsdy  dxdy’ dy" dy 
et ainsi de suite, ce qui établit que les différentielles 
partielles du premier ordre, puis celles du second 
ordre , etc. , de l'équation F'—0o, sont satisfaites quand 
on y chango x, y, z et leurs différentielles, en +, 
y, z et leurs différentielles. 


149. Appliquons d’abord ce qui précède au plan, en 
prenant pour V’ =o , l'équation 
s = Ax + By + D (Trig. 176); 
comme il n’y a ici que trois constantes, on ne peut sa- 
tisfaire qu'aux trois conditions du contact du premier 
ordre. La première donne | 


s =z = Axs -+4 By +D, 
et les deux autres 


dz js dz dz’ — p % 
d _” dx’ dy dy 
En vertu de celles-ci, il vient d’abord 


dz dz 
a a 


et retranchant cette équation de celle du plan, on 
Cale. dif. 14 
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obtient 
_ds,, de 
E ss) + gey), 
où  s—s—p(x—sx)+ g (y — y): 
telle est équation du plan tangent à la première surface, 
au point dont les coordonnées sont œ, y et z. 
On déterminerait encore ce plan par la condition 


qu'il doit contenir les tangentes de toutes les sec- 
tions qu’on pourrait faire dans la surface, par le point 


M; car. pour ces tangentes, on a 
: dg = (p + eg) dx (145), 
et, lorsqu'on fait dy = edr, lé équation du plan donne 
dz’ = Ads + Bd y — (4+ eB)dx, 
résultat qui sera identique avec le précédent, quel que 
soit #, si Á =p, et B =q. 
150. La droite perpendiculaire au plan tangent, me- 


née par le point où il touche la surface proposée, sap- 
pelle normale., et ses équations sont, d’après celle du 


plan tangent, 


fs tpl ma) =o, : 
yY— yt g(s — z) = 0 (Trig. 182) (*). 


La distance du point considéré sur la. surface courbe, 
à un point quelconque pris sur la normale, sera 


VO eV) IFFT, 
d’après les équations ci-dessus; ét si Ton fait —0 2 le 
résultat 

aV itp g", 





(*) Nons les retrouverons plus lein a5), 1 par une considération 
ĝe’ mażimum et de minimum. 
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donnera la longueur de la partie de la normale com- 
prise entre la surface proposée et le plan des zy. 


151. Les conditions dun contact du second ordre 
étant au nombre de six (148), ne peuvent pas toujours 
être remplies par la sphère, puisque son équation géné- 
rale ne renferme que quatre constantes, savoir, les 
trois coordonnées du centre et le rayon (Trig. 184) : 
elle ne saurait donc avoir dans tons les sens, la même 
courbure que le surface proposée. Pour mesurer cette 
courbure, il faut employer deux cercles osculateurs 
différens , qu'Euler a déterminés le premier, mais aux- 
quels Monge est ensuite parvenu par des considérations 
très élégantes, que je vais exposer. 

On a vu, dansle n° 80, que les points de la déve- 
loppée , ou les centres de Giarbure d’une courbe, sont 
les limites des intersections des normales; étendons 
cette définition aux surfaces, .en cherchant les lirites 
des intersections de leurs normales consécutives, et - 
pour cela reprenons les. équations 


x —s4p(#—:)—0 (0), 

y —y+ta C — =o (b), 
trouvées dans le n° précéd. Les quantités s, y, 2P, q, 
relatives au point que lon considère sur la surface 
proposée, sont constantes pour la même normale, mais 
elles changent de valeur lorsqu'on passe à une seconde 
normale; or, oe passage pouvant s'effectuer dans une 
infisuéé.de directions, savoir, du point dpnné è à chacun 
des. points envivonnems, il faut faire varier et même 
temps x, y ek z; et puisque l’on ne eherëlie que: le 
point d'iatersection dela première normale avet la sé- ` 
conde, on regardera comme constantes, les eoordon- 
nées x, y’ et z’, affeotées à ce point. 


I.. 
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En différentiant ainsi les équations (æ) et (b), et 
posant | | 
dp =rdx + sdy, dg —sdx + tdy (144 et 44); 
on trouvera | 
— de—p'ds— pgdy + (z' — z) (rds+sdy)= 0 (c), 
—dy —g°dy— pgdx + (z — z) (sdz+ dy) = 0 (d). 
Mais les équations (a) et (b) donnant les valeurs de 
x—s et de y —y, lorsque celle de z —z sera connue, il 
faut, pour que la question proposée ait une solution, que 
les deux équations (c) et (d) s'accordent dans la détermi- 
nation de cette dernière quantité, c’est-à-dire qu’on ait 
dx +pidx + pqdy — dy + qg°dy + pgdz | 
rdx + sd y sdx -+ éd y à. 
ce qui établit une relation entre dx et dy, ét montre 
que la seconde normale ne rencontre la première, 
 qu'autant que le point d’où elle. part est dans la di- 


rection marquée par la valeur de 2 Or, en faisant 


dy = mdx, 


dans l'équation précédente, et ordonnant par rapport 
à m, on obtient le résultat | 
[a gs — pg} m + [Ga +9) — QG + pi 
n [G + p°)s — pqr| —=0......cssssssssssee. (e), 
qui donne pour m- deux valeurs ; il n’y a donc, en géné- 
: ral, à chaque point d’une surface, que deux directions : 
dans lesquelles deux normales consécutives se coupent, 
et soient par conséquent dans le même plan. | 
Un simple changement. de coordonnées suffit pour 
mettre en évidence, la relation que ces directions ont 
entre elles, sur la surface proposée. Il est visible 


sm? + (r—1) m—s—0, ou m'4- 
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d’abord qu’on peut faire coïneider le plan des xy avec 
le plan tangent au point que l’on considère, et placer 
l'origine des coordonnées à ce point, sans, pour cela, 
déranger la position respective de la surface proposée, 
et de ses normales ; mais alors x—0, y =0, z= 0, 
et, dans l'équation du plan tangent, z’ doit être nul 
quels que soient x et y’, ce qui exige que p—0, 


' q = 0, et réduit l'équation (e) à 


(r8) mM æ l E 0, 





En nommant m et m” les racines de celle-ci, on a 
(GE. d Aa x 
A mm -+ 1 = 0; 


et comme à présent toutes les droites qui touchent, au 


point M, fig. 37 ,la surface proposée, se confondent 


avec leur projection sur le plan des sy, m’ et m” re- 
présenteront les tangentes des angles que font, avec 
Paxe des x, les droites indiquant les directions sur les- 
quelles on trouve les normales qui se coupent; ainsi, 


ces directions seront perpendiculaires entre elles (*). 


192. On voit aussi qu'en menant par l'axe des z, qui 
coincide à présent avec la normale MG, el par chacune 
des tangentes MIV’ et Mn’, correspondantes aux valeurs 
m etm”, des plans, ils couperont la surface proposée 
suivant deux courbes, dont les cercles osculateurs seront 
áussi ceux de la surface, puisqu’elles auront deux nor- 
males communes avec cette surface, tandis que les 
autres courbes ne sauraient en avoir qu’une. 

, C’est par les rayons de ces cercles qu'on mesure les 





(*) m resterait indéterminée si l'on avait en outre s=0, r— t=0, 
ce qui a lieu pour la sphère, dont toutes les normales passent par. 
son centre, que l’on suppose iti dans l’axe des z. 


r16.37. 
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coarbures de la. surface proposée; or, leur expresion 
est évidemnrent celle de la distance 


VE) +05) +77, 
entre l'intersection des normales et le point que Fon 
considère sur oette surface. Par la sabstitution des va- 
leprş de x— x’ et de y— y’, tirées des équations (a) 
et (b), on trouve 


=s) V i tp +3, 


où il wy a plus qu’à substituer pour z— 7, sa valeur 
tirée de Pune des équations (c) et (4); mais on arrive 
rh une valeur indépendante de 73 , en éliminant d’abord 


z de ceb deux équations, ce qui dome 
— (1 ep) + (2 — a)r | E 


pg = (€ —3)js ..  —(1+9q) T (z st ` 
posant ensuite . 


- (z— HVITT 1 +p Hg =e, d'où s'—-:=— 





— à 
puis substituant cette valeur de #— z, dans l'équation 


précédente, faisant disparaître les dénominateurs et 
ordonnant par rapport à #, on obtient 


Gest [api apgest+-(1+g0)l8 Vis 
+ G+p"+g} = 0... (f), 
équation dont les racines RE les rayons des 
deux cercles osculateurs. 
Les valeurs de m, données en fonction de #, y, #, 
changeant avec ces variables, pour chaque point de la 


surface proposée, il en résulte les équations différen- 
tielles 


dy = mds, dy = m”dx, 
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qai déterminent sur le plen des sys deux odurhes par- 


sant par le point M’, fig. 36, et qui sont les projections mio. 36. 


de cèlles gwil faut shivre our la surfaee, pour ren- 
contrer des normales qai se coupent. 

Chaque point M de la surface proposée se trouve sur 
deux de ces courbes; celle qui répond à la plus petite 
des valeurs de ù, ebt la Zigns de plus grande courbure s 
Pautve est ka Zime ds moindre courbure. | 

Quand les valeurs de dont le mémé signe, les deux 
covrbures de la surface sont tournées dans le même 
sens, et en sens contraire, si ces valeurs sott de signes 
différens. 

Eufn, si l’'on‘élimine z, y, s et m, entre Péquation 
de la surface proposée, et les équations (b); (c}» (d), 
(e); (151), on aara, par les coordonnées s, Y, S» 
l'équation de la surface qui est le lieu de tous les centres 
de courbure de la propesée; et qui, en général, sera 
composée de deux nappes, dont Pune contiendra tous 
les centres de la plus grande courbure , et l’autre ceux 
de la plus petite (*). ` . 

Des points singuliers des surfaces courbes , 
des maximums et minimums des fonctions 
de plusieurs variables. 


153. Les surfaces courbes offrent, dans leur cours, 
non-seulement des points singuliers en nombre limité et 
distincts, mais ces points y forment aussi quelquefois 
des suites continues, qu'on pourrait nommer lignes 
singulières ; les uns et les autres correspondent à des 


valeurs particulières des coefficiens différentiels, de lor- 


EE RS ESS SEE 

(*) Ontrouvera, àla page 580 du er vol. du Traité in-40; la 
formule pour déterminer par ces courbures, celle d'une section 
faite déhs la surface, par un plan quelconque. 
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donnée de: la surface, analogues à eelles qui nous ont 
conduit à la détermination des points singuliers des 
courbes. Mais pour se faire une idée de la forme d’une 
surface , il ne suffit pas d’en chercher des points isolés ; 
il faut, comme pout ‘la construire , imaginer un en- 
semble ‘de sections faites par des plans ou des surfaces 
assujetties à à une loi constante et déterminée. 

Cest ainsi qu’on peut reconnaître en quel point d’une 
surface, son ordonnée est un maximum ou un mini- 
mum, c’est-à-dire, plus grande ou plus petite que toutes 
celles qui lentourent immédiatement ; dans quelque 
_ direction qu'on les prenne; car il doit y avoir alors 
un maximum ou un minimum sur toutes les .sections 
qué forment , dans la surface proposée, les divers plans 
passant par cette ordonnée. ae. en posant pour l'une 
de ces sections 

dy = adi ; 


le cocflicient différentiel de z considéré comme Por- 
donnée de cette section, sera exprimé par 


dz 

PE A 2o (146), 

Vdp iy Vite 
et devra être nul ou infini (101), indépendamment 
d'aucune valeur de æ, pour qu'il y ait maximum ou 
minimum , quelle que soit la situation du plan coupant. 

Les conditions du premier cas seront donc 
P—9;» qg—0, 

du or 
dx ? dy  ? 


et par leur moyen, on déterminera les abscisses du 


ou 


point cherché; mais, comme dans les courbes; on ne 
pourra pas conclure de ces seules conditions, qu’il y: 


DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 217 


ait maximum ou minimum : tout ce qu’il s'ensuit né- 
cessairement, Cest que le plan tangent est parallèle à 
celui des xy, puisque son équation se réduit alors à 
d—u—0 (149). | 

Si la surface proposée est la sphère donnée par 
l'équation 


Ep ba 
on aura 
x 
PT? g=—?, 
d'où x=0, .Y—=0; 


et lon verra, par l’expression 


Ve es. 


que toutes les valeurs de z qui répondent à des abscisses 
différentes de zéro, sont <a. 


154. En n'ayant égard qu’à la marche des valeurs de 
Pordonnée z, on rencontre aussi des maximums et des 
minimums qui rendent infinis les coefficiens différentiels 
petg; en voici un exemple. 

Si dans l'équation 


2 = D'+(s+ y}, 


on fait x et y nuls, on aura z = b , et dèe qu’on pren- 
dra x et y différens de zéro, on rendra z > b. Cette 
valeur est donc bien ua in ; mais en supposant 
aussi + et y nuls dans les expressions 


2% . 2 
pan 9= z 


a 2 ) 

3" +3) 3 +3) 
on trouve 2. Pour en connaître la vraie valeur il faut 
d’abord poser y = mx, ce qui les change en 





P1G.14. 
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| 2 2m 
Pa sh M a a) 

3x3 (1 m°)$ 3x3 (14m 
et montre qu'elles sont réellement infmies, lorsque 
x = 0 et que "= est assignable , d’où il résulte y = ©. 

À la vérité, si l'on cherche la forme de cette 
partie de la surface, on reconnaitra sans peine que le 
point qui répond à x—0, y= 0, est une espèce de bec 
ou de rebroussement, au-delà duquel la surface ne 
s'étend pas, et semblable à celui que produirait la 
courbe EM, fig. 14, en tournant autour de la ligne 
PM. On verra aussi que p et g se présentent sòùs là 
forme ©, parce que la position du plan tangént à ce 
point est indéterminée, puisque tout plan qui passe 
per lPaxe des z, touche et coupe la surface, 

Il existe aussi, dans les surfaces courbes, des suités de 
points , ou des lignes dans lesquelles elles retournent sur 
elles-mêmes, qui sont nommées arétes de rebroussement, 
et dont on verra bientôt un exemple; d’autres lignes 
où les courbures changent de côté; celles-ci sont des 
lignes d'inflexion, qui peuvent se reconnaître par le 
changement de signe des rayons de courbure; mais tous 
ces détails sortant des limites qué j'ai då me prescrire, 
je vais passer à la recherche purement analytique des 
maximums et des minimums des fonctions de deux va- 
riables. 


159. Il est évident que la différéncé 
w — u =f (s+ h, y +k) fs, y) 


entre deux valeurs successives d’une fonction, lorsque 
les accroissemens demeurent très petits, mais sont 
d’ailleurs quelconques , doit rester. toujours positive si 


`N 
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la première valeur de u est un minimum , ou négative 
dans le eas contraire. 

Pour examiner les con$équences de cette condition, 
il faut en général développer la différence mdiquée ci- 
dessas , suivant les puissances ascendantes des quantités 
het k; mais en nous bornant ici au cas où les coeff- 
ciens différentiels ne deviennent pas infinis , nous peur- 
rous-faire usage de la série du n° £1, et pour abréger , 
nous désignerons par 


B, C, D, E, F, eto, 

les fonctions 

`, du du du de de ae 
dx’ dy’ de’ day” dj? 


Posant ensuite, k= ah, il viendra 


w —u="(B + Ce) : 
+Ë D Haet Fe), 
+ etc., 


série dans laquelle le terme affecté de la premiere puis- 
sance de À, pourra devenir supérieur à la somme de 
tous les autres ; et comme il changerait de signe en 
même temps que 4, il faudra qu'il s’évanouisse lors du 
masimum ou du minimum, ce qui fournit l'équation 


B -+ Ca =, 
qui, devant subsister dans toutes les relations de $ avec 


k, doit se vérifier indépendamment de # : on aura donc 


| du du > 
B=o, C=o, ou H=°> g n 
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ainsi qu'on l’a déduit des considérations géométriques 
153). 
Ces conditions étant remplies par les valeurs de + et 
de y déterminées en conséquence, il faut encore que les 
 coefficiens D, E et F, ne s’évanouissent pas en même 
temps, et de plus, que le signe de la quantité qui forme 
la seconde ligne du développement ci-dessus, soit in- 
dépendant des valeurs de æ. En donnant à cette ligne 


la forme 
(+: Et. (a), 


on voit que son signe restera le même si le polynome 
| ‘D 2E 
Fret 


n’en change pour aucune valeur des; et Cest ce qui 
arrivera , si, étant égalé à zéro, il n’admet pour « que 
des valeurs imaginaires ou des valeurs égales : or, ces 
valeurs, exprimées en général par 

—E +y E — FD 
n, 

seront imaginaires lorsque E* < FD, et égales si 
E*° = FD. 

Sans ces conditions, il n’y aura ni maximum nì mi- 
nimum ; et comme elles exigent d’abord que F et D 
‘aient le même signe, lorsqu'elles seront remplies, celui 
de la quantité (a) ne dépendra plus que du signe du 
coefficient F'; on'aura donc un minimum s’il est positif, 
et un maximum sil est négatif. 

Euler, dans ses Institutiones Calculi differentialis, 
n'indique qu’une seule condition, savoir, que Det F 
soient de même signe, Lagrange montra le premier 


a == 
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qu’elle n’était pas suffisante , et donna sur ce sujet une 
théorie à laquelle il ne manquait plus que examen du 
cas où E*— FD , discuté depuis par M. Français (*). 

Si les coefficiens du second ordre s’anéantissaient en 
même temps que ceux du premier , il n’y aurait masi- 
mum ou minimum qu'autant que les coefficiens du 
troisième ordre disparaïtraient aussi, et que les termes 
du quatrième formeraient une quantité dont le signe 
ne dépendrait aucunement de æ, c’est-à-dire, que le 
pulynome en æ , qui monterait alors au 4° degré, étant 
considéré comme une équation de cé degré, n’aurait 
que des racines imaginaires ou des racines égales. 


156. Pour exemple analytique, j'ai choisi la ques- 
tion suivante, analogue à celle du n° 103. Partager la 
quantité a en trois parties, X, y, a—x—y, telles 
que le produit x"y"(a—x—y} soit un maximum, 

On a alors 


u = x” y*(a—s—y)?, 
z = x" y"(a—x— y) {ma—ms—my—ps} = 0; 


du 
D anyi (a—s—y)—{na—ns—ny—py } = o; 


les facteurs ma—mx—my—px et na—n%—ny—py, 
étant égalés à zéro, fournissent les équations 


M(a—x—y)—px =0, n(a—s— y)—py =o, 


qui, par Pélimination de a — x— y, conduisent à 


mpy—nps =o, d'où y=; 





(*) Voyez le Traité in-49, IIe vol., page 631. 


a 
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et Pon trouwe ensuite 
Eye p y=, amwyn P 
m-+-n-+p m-kn—+p m-}n-4-p 
Pour savoir si ces valeurs appartiennent en effet à un 
maximun, On les substituera dans les expressions gé- 


nérales de 





d'u du d'4 
dx? dady’ dy” 
en faisant, pour abréger, mn4-p—, on trouvera 


paon TEY CV 
FEEN 
en) GOEN 


Les quantités D et F' sont toutes deux négatives, et Pon 
_sassurera sans peine qu’elles remplissent la condition 
E*< DF, lorsque les exposans m , n, p, sont positifs; 
ainsi on a obtenu le maximum demandé. 


157. Comme application géemétrique, je: prendrai 
la détezminaiion de la plus courte distance entre un 
plau et un point donnés. 

Soient x, y, 2, les coordonnées du plan, qui sont 
les inconnues du problème , 2, Y, +’, celles du point 
qui sont données ; la distance entre le point et Ie plan 


sera exprimée par 
u = Ve) HO yF EES 
qui devra être considéré comme une fonction des deux 


variables x et y, à cause de la ; dépendance qu'éta- 
blit entre celles-ci et l’ordonnée a, Fégaton du plan 


Sn 2 | 


Sn 


Mode 


DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 223 


donné. Si on la représente par z= #x+ By<+D, 
que l’on différentie u dans cette hypothèse (136),on aura 
dz = Adx + Bdy; et supprimant les dénominateurs 


du du 
des valeurs de T; et de L , On trouvera 


gs A (3—2) d4 =0, y— y + (z=—x) B =o, 
équations qui sont précisément celles de la perpene 
diculaire au plan donné. 

Pil touche, au point dont les coordonnées sont x, y, g, 
une surface courbe pour laquelle dz == pds + gdy, 
comme alors 4 =p, B= q, les équations ci-dessus 
deviendront celles de la normale à cette surface (350). 


De l'application du Calcul différentiel aux 
courbes à double courbure, et des surfaces 
développables. 

-$ 

_ 258. On sait (Trig. 193) que deux équations pri- 

mitives entre trois variables , se représentent par use 

ligne considérée dans l’espace, tandis qu’une seule 
équation entre trois variables appartient à une surface. 

Lorsqu'on veut appliquer le Calcul différentiel aux 

courbes à double courbure, on peut les regarder 

comme les limites de polygones dont trais côtés con- 
sécutifs ne sauraient être dans le même plan. Le pro- 
longement de l’un de ces côtés donne la tangente de 
même que dans les courbes planes.  . 

Ainsi la tangente MT de la courbe MX, fig. 38, 
est la droite qui passe par. les points dont les .CO0r— 
données soût 


F J 5 s+ dr, 3 + dy; ' z+ ds, 
et l’on aura pour les équations de ses projections 


riG.384 
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sur les plans des xy et des xz, 
à __dy ' 
i da T (3 — x), | 
sN ea D 
s — s= Tes) (Tr a179), 


qui appartiennentévidemment aux lignes M T” et M°T", 
tangentes aux dame M x et M'X" de la a 


ey evs 


e es tra tirées o uétlonÿ ‘des pré 
jections de la’ courbe proposé. 


{159 Deux tangentes consécutives TM et tm; ; Alter- 
minent le plan qui passe par deux côtés consécutifs, 
et qu'on nomme plan osculateur, On peut trouver son 
équation en le regardant.comme passant par trois points 
era de la courbe proposée : soit donc 


= Ax + By+D 
son” a équation: ; i faudra qu'on ait d’abord 
8 = Ax + By + D, 


puisqu 1 doit contenir le point dont lès do 
sont x, y et z; et pour que les deux points suivais 

s'y trouvent aussi, il faudra de plus que la différentielle 
premitre et la différentielle seconde de son équation, 
aient lieu en méhe’ temps que Je des de de 
la cope péepotée. ` 

, On pourrait prendre une des. diférentielles dr, dy, 
ou dz pour constante (133); mais il sera plus symé- 
trique de les traiter toutes comme variables en même 
temps, j et il viendra 


dz = Adx + Bdy, 
d'z —4d°x + Bd'y, 
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d'où l'on tirera | 
__ dd y—dyd'z __ Ard°s — dzd's 
= ddy—dydr” dy dde; 
puis retranchant Péquation 
| s= A5+By+D, 


= Aj + By 4D, 

_ mettant ensuite pour £ et B leurs valeurs, faisant 
disparaître les dénominateurs, et passant tous les 
termes dans un seul membre, on trouvera 


(= — x) (dyd°s — dad" y) + (y — y) (dad's — dæd’s) 
+ (2 — 2) (dxd° y — dyd°x) =0, 
résultat remarquable par sa forme. 

En y substituant pour /deux quelconques des trois 
coordonnées x, Ys 2, leurs valeurs tirées des équations 
de la courbe proposée, on aura l'équation du plan os- 
culateur, particularisée par la coordonnée restante. 

Ici s'offre l’occasion de vérifier ce qu’on lit à lafin 
du n° 132; car, si en regardant d’abord y et z comme : 
des fonctions de x, ‘on fait | 

dy—=pds, dygdx, ds=pdx, d':—9'ds", 
et qu'ensuite on suppose les trois variables fonctions 
d'une quatrième £, on aura par le n° 131, 

d'y gds + pds,  d'x= gd -4 p'd'y, 
valeurs dont la substitution dans l'équation du plan os- 
culateur, faisant disparaître d’x , conduit au même ré- 
sultat que si Pon eût fait dx constant. 


A 


de 


160. On observera en passant, que la différentielle 
. de Parc de la courbe a pour expression 


: Vds +dy "+ ds", 
Calc. dif. 15 


#16. 30. 
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puisque c'est celle de ła distance des points ‘dont les 
cordonnées respectives sont 


S, Y, 3, + dx, y +dy, 3 + ds. 


161. La série des tangentes d’une courbe à double 


courbure: ou, ce qui revient au même, la suite de ses- 
plans osculateurs, lorsqu'on les mène par des points 
peu éloignés, forme un polyèdre composé de plans 
angulaires , açcolés les uns aux autres par un côté 
commun , et qui peuvent se ramener au même plan ou 


‘se developper. en les faisant tourner autour de ce côté: 


c’est ce que représente la figure 39. Si, pour plus de 
simplicité, l’on n’y considère en premier lieu que les 
lignes tirées en plein, on verra bien comment les côtés 
du polygone MM,M,M, etc., prolongés ii le même 
sens, forment les angles 


TMT,, T'M,T,, T,M3T3, TM,T, etc., 


situés d’abord dans des plans différens, et qui se ra- 
mènent sur un seul, en tournant autour des lignes 


; MT, MT, MTS, . etc. 


Considérant ensuite leurs prolongemens dans le sens 
opposé, parties qui sont ponctuées ; et qui croisent la 
direction des autres, en passant soit au-dessus, soit at- 
dessous, on en voit naître une seconde nappe du po- 
lyèdre, laquelle rencontre la première suivant les côtés 
du polygone, qui devient ainsi une ligne de rebrous- 


sement sur -ce polyèdre. 


Il est bon d'observer que chaque côté de ce polygone 
peut être envisagé comme l’intersection de deux faces 
contiguës du polyèdre, et chacun de ses angles, comme 


„celle de trois faces consécutives du même polyèdre. 


Cela posé, si l’on conçoit que les points pris pur la 
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courbe: proposée, pour former le polygone, se rap- 
prochent de plus en plus, le polyèdre tendra sans cesse 
vers un corps continu, qui en sera la limite, comme 
les cylindres et les cônes sont celles des prismes et des 
pyramides , et sa ligne de rebroussement se Re 
dans la courbe prdposée, qûi est aussi nommée l’a 


dr rebroussement de la surface formée par ses rene 


Telle est Porigine la plus simple des surfaces à 
pables , annoncées dans le n° 143. 

Lorsqu'on a les équations de la courbe proposée , 
celle de la surface de ses tangentes s’obtient facilement; 
car, si dans les équations de la tangente, 


y—s=% (x — s), 
t — s= Éa) (158), 


on change x, y, z, en æ, 8, y, afin de pouvoir supprimer 
les accens affectés aux coordonnées courantes de.qette 
droite, et représente par 


B= ọ («), Egl), y= (a), a+, 


les équations des projections de la cotib proposée , 
et leurs différentielles , en sorte que les équations de sa 
tangente deviennent 


y —o (a) =¢ (a) (= — u) (a), 
a — Y (s) = 4 (x) (x —#) (b), 
cette droite n’est plus particularisée que par la valeur 
de æ. Si donc on élimine #, ce qui est toujours possible 
quand les fonctions ọ et | sent connues, l'équation ré- 
sultante en x, y et z, appärtiendra à l’ensemble des 
15.. 
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tangentes de la tourbe proposée, et bera par Éotséquent 
léqyation de. la snrface qu'elles forment. 

Al est évident qu'on pourra reconnaître par coûte 
équation, si la courbe donnée est plane ou à double 
courbure, puisque dans Ñ premier cas, la surface dont 
an: riant'fle parler. pra plany et du le: #ecoñd'ané 
surface courbe. :: so ‘ut ce Pag oies Wh 

Quand le formes des-fonqtions p et 4 ne sont pas 


données ; P iminalion me papt #éffecfuer du” en diffé- : 


rentiant, et l'on parvient alors an caractère général des 
surfaces développables. Tl faut d’abord observer què 
Péquation (a), établissant une relation entres, y otg; 
fait voir que la dernière de ces quantités est une fonction 
des deux autres; je différentie donc -sous ce point de 
vue, ét successivemént par rapport à x et’ par rapport 
à y j Tes équations (a) et K Pour abréger, j je pose . 
de, 
des ion =e, D: 

sprès les réductions, il-yient 

op («) + (= — 4) #9" (x), 


er 


o 


ss pi 


ko, a (= — a) s'e a)y A eae 
E e pP POHO SEYA n ED 
Eoo gea eT G—s)a VO); Don, 


mettant alors dans les valeurs de p et de qr y | csllésrde 
(x—a)<! et de (x—æ)2", tirées. des deux premières éguas 
tions, p et q seront. exprimés en a seulement, par dei 
fonctions arbitraires de cette quantité : on aura donc ` 


T <: p= (q), 
w désignant une fonction dépendante de ọ et de 4 et 


ansi arbitraire que celles-ci. 
. Maintenant, si Fon fit, comme dans le n° 151, ` 





DE. CALÇUE DIFFRRASPIEL. 329 
. dr rds +sdy,. Ag = sds + dy, 


qu'on différentie successivement par rapport à x et 
par ARE à y, Péquation p= æ (q), on obtiendra 


i " r= sgh, s= m (g)t;. 


et éliminant la fonctian.æ’, on a l'équation 
différentielle partielle du second ordre ‘ ::- 


£ sobtes dsdz? ds \ 
“4 rt Ty.. JR : sd CG o, 


qui exprimé he caraotèr pénéral des suraos dévelop- 
pables; découvert per, qe Le: 

Iİ faut’ d’abord rem AFqUEr , que, d'éqibon A da 
ñ° 152 se réduit au premier degré, lorsqu'on y. fait 
rt— s= 0,,ce qui montre que. les surfaces dévelop- 
pables n’ont qu'une seule courbure, et qu’à proprement 
parler, l’une des deux valeurs de À devient infinie dans 


_ce cas. La- ligne de-eourbuçe qui: #y-yappürte, est 


précisément une des tangentes génératrices, ceile qr 
passe par le point que Pon- 1gotisidèe. :  ‘ =: 

Le plan qui touche la courbe à ée point, passe par 
la même droite, à tous les s points de laquelle s'étend le 
contact entre lé plan et la surface proposée, ce qui est 
aisé à voir, puisque ce plan n'ést autre que la limite 
des plans menés par deux tangentes consécutives. 

"Cette propriété; particulière aux surfaces dévelop, 
pables et résultant de ce qu’elles sont composées de 
lignes droites qui se eoupent deux à deux, les distingue 
de toutes les autres surfaces, sur lesquelles le contact 
avec un plan n’a lieu, en général, que dans un seul 
point. 


162. Mener une dormols à une ue considérée 
dans l'espace, est un problème indéterminé; :cer il 
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existe un nombre infini de droites qui, passent par le 
point donné, sunt en même temps perpendiculaires à la 
tangente: l’ensemble de ces droites forme un plan per- 
péndiculaire à cette tangente, et qui se nomme plan 
normal. En donnant aux équations de la tangente (158) 
la forme 


de T9, == LE 0, 


on voit - ur du plan noema est 


aS Ty — -2%  +#-s=0 ( Trig. h 


ou 
(s'—s)de + (y — y)dy + (3—23) ds =0 (1). 

Considérons maintenant:le plan normal pour łe point 
consécutif; ił est évident qu’il coupera celui qu’on vient 
de déternriner, et que sur cette intersection, les coor- 
données 3’, y’, 3, n'auront pas varié, quoique æ ssit 
devenu x + dx; on aura donc alors : 
(x — x) + ( y— y) d'y+-(3'— 2) d'a— ds = 0 (2), 
en posant pour abréger, 

dx" + dy? pde’ = = at, 

etle système des équations (1) et (2) exprimera la droite 
dont il's’agit. Si on le combine avec les équations de la 
courbe proposée, pour éliminer x, y et z, il restera une 
seule équation appartenante à Ja surface qui est la limite 
des intersections successives des plans normaux, comme 
la développée des courbes planes est celle des intersec- 
tions consécutives de leurs normales (80). 

Cette surface est évidemment développable ; car, 
ainsi que celle des tangentes, elle .est composée de 
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lignes droites, qui se coupent deux à deux, puisque ; si 
l'on substitue un polygone à la courbe proposée, Pin» 
tersection du premier plan normal avec le second, et 
celle du second axee le troisième, seront toutes deux. 
dans le second, et ainsi de proche en proche.. 

C’est ce qua l’analyse prouve aussi; car si l’on change 
xen æ comme flans le n° précéd., qu’on fasse de cons- 
tant, et qu’on supprime les accens, les équations (1) 
ét (2) deviendront 

ss + [y— ola) a) + [s — 10) =o (1), 
DAERA o (a; 
—1 — g(s)" — Vu) i 
la seconde étant la différentielle de la premiére par 
rapport à æ, montre qu’on peut différentier celle-ci 
par rapport à set y sans faire varier #, puisque les 
termes qui résulteraient de cette fonction , seraient nuls 
en vertu de la seconde équation. La première don- 
nera donc seulement : 
1+pVG)=0, g'a) + We) =o, 
d'où il faut conclure comme dans le n° cité, que 


p == (q) (. 


 (*) Si, dans l'équation (1°), on change x en z, yaxz,z:eny, 
et qu’on fasse l 
at o (a) o(a) +de) Je) = m, 
ou pourra poser s e! 
p'(2)=— (m). (a) = — (m), 





et il viendra 
3 —m = x0 (m)+- yY (m) (1°), 
— 1 K ad(m) +y (m) (a). . 
Ces équations, qui dérivent de celle da phan , z = Ar + By +m, 
dans laquelle on a rendu deux des constantes , fonctions de la 
‘troisième, appartiennent à la suite des intersections d’un plan as 


à 


LU 
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163. Nous sommes maintenänt.en état de déterminer 
les courbures, ou flexions , d'une courbe à double cour- 
bure. La première, pelle qui subsisterait encore quand 
on développerait la surface de ses tangentes ou de ses 
plans osculateurs, est celle du cercle qui est la limite de 
tous les éerclés-passant par trois points consécutifs de 
cette courbe, et contenu par conséquent dans lé plan 
osculateur.-Son centre, qui:estévidemmient Finterbection 
de ce plan avec les deux plans normaux conséculifg, 
sera donné en joignant l'équation du n° 159 xau sys=. 
tème des équations (1) et (a) du n° précédent. 
` ‘Aù moyen de ces équations, on déterminera les Yas 
leurs de aa 


s 


Say yy, gg 


pour les substituer dans Texpression 





qui sera eelle du rayon cherché, l que je représenterai 
par u. | 


Si Pon pose d'abord pour Ko Ai 





sujetti à se mouvoir d’une anega dans l’espace; tel est 
l'énoncé le plus concis de la formation des surfaces développables. 

En j joignant aux équations q”, et (2”) la différentielle de la se- 
eonde, prise seulement par rapport à m, afin de passer au point 
commun à deux. intersections successives des pans generen , 
on aura ppor ce point, : 


0x0" {m) yen) en; 


et si l’on élimine m entre les équations (1"), (2°) et (3”), :on obüen- 
dra l’arète de rebroussement de la surface développable (161). 

La famille des surfaces développables ne renferme pas toutes 
celles qui sont engendrées par le mouvemént d’une droite; il ya 
en outre les surfaces gauches ou réglées : voyez, sur ce sujet, le 


- Traité in-4°, t. I, page 606, ct t. ILI, page 666. 


. Puis 
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-o i nday — dyd’'s = 7, 4 
if à Re” dzd’s  ded's = Y, po 
Pe 4 dyd's che ad? =X, pni 
eń indiquant ‘chacune de ces expressions par la lettre 


qui ne #y trouve point, dé ee du plan oscula- 
teur (159) deviendra E ; 


EURE TERT TOPET 
E én la combinant avec celle du premier plan nor- 
iat, n° précédent, òn en tirera d’abord les valeurs de 
d— set de y'— ý en /—s:, qu'un mettra dans l'équa- 
tion du second plan normal, qui donnera 


CS ref 5 Yde ger 5 


x # i à t 
4 . e X 


où 
D = (Ydz— Zd jd’x + (Zdx— Xdz)d*y 
+ (Xd y— Ydx)d’s, 
NE seen =? dde aq 


E n m (Zi -xian : 


. 


et bstituant ces ‘valeurs dans Rene se u’, R 


' trouvera 


SS [dy Fan E E T 
m DE NES 


Cela fait, on s’assurera aisément que 
el Xdx + Ydy + Zdz =o, : 


h e [d . e 
et en ajoutant le quarré de cetle expression au premier 
facteur du numérateur de u’, on aura ` 


ere ab 


234 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 
_ CH 42) 
| p 
Ôn verra aussi, en deion la valeur de D, qu 'elle 


se réduit à X° + Y” -+ Z°: on obtiendra dono pour 
dernier résultat 


L'intersection de deux plans normaux consécutifs, 
étant perpendiculaire au plan du cercle qui passe par 
les trois points pris sur la courbe proposée, en est l'axe, 
et chacun de ses points peut servir à décrire le cercle, 
en prenant pour rayon la distance de ce point à ceux 
du cercle; mais parmi tous ces rayons, on distingue 
sous le nom de rayon de courbure absolu, celui qui 
est dans le plan même du cercle, et que nous venons 
de trouver. 

Les valeurs de x’, y’ et z’, feront connaître la position 
du centre de courbure; et en éliminant s, y etz, on 
obtiendra les équations de la courbe or iiés par. 
tous ces centres; mais cetie courbe n’est point la dé- 
veloppée de la proposée, lorsque celle-ci n’est pas 
plane (*). 

La formule précédente donnant , comme cas particu- 
lier , la courbure de l'intersection d’une surface et d'un 
plan quelconque, se rattache à ce qu’on a vu sur la 
courbure des surfaces (151). Jeme bornerai ici au cas 
où le plan coupant passe par la normale à la surfag 
proposée; je prendrai le plan tangent pour celui des xy, 
et pour origine des coordonnées le point où l’on cherche 
la courbure. Par cette hypothèse on a dz = o et aussi 


$ 








(*) Voyez pages 625 ct 630 du Ier vol, da Traité in-4°. 
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d'y =o , à cause que le plan coupant étant perpendi- 
culaire sur le plan tangent, l'intersection du premier 
avec la surface, se projette en ligne droite sur le second, 
Faisant ensuite dx constant , il en résulte 


Z=0, Y——drd's, X—dyd's, ddr td, 


(er, 


mais si l’on pose en général dz = pdz + gdy, on en 
déduira, dans lhypothése actuelle, 


ds = d( pds + gdy) = dpdx + dgdy 
= (r + asm + tm')dsx’, 
suivant la notation du n° 151, où dy = mdx ; et de 
là résulte | . 

aa T 

r + 2sm + tm* 
Cette expression dépendant de m, change de valeur 
avec la direction du plan coupant, et peut, en consé- 
quence, être susceptible de maximum ou de minimum. 


En égalant à zéro sa différentielle relative à m, on 
trouve 


(r pasm tm*Ÿm — (1 + m")(s im) = 0, 
ce qui se réduit à : i 
sm’ + (r — i)m — s= 0; 


ainsi les valeurs de m sont ici les mêmes qu’au n° 151. 
De plus, l'élimination de m conduirait entre u, r, & b 
à ce que deviendrait Péquation (f) (152), si on y 
faisait p—0, g=o0 , du, en sorte que les deux valeurs 
de à appartiennent aux sections normales de plus 
grande et de moindre courbure. 
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164. La seconde courbure , ou la seconde flexion des 
courbes qui ne sont pas planes, est la courbure des 
surfaces développables formées par leurs tangentes , et 
indiquée par les angles compris entre les plans oscula- 
teurs, comme leur première flexion lex par fes angles 
cepris ehtre lears tañgéntes. Ôr, les droîtés qui sont 
les intersections des plans normaux, étant perpen- 
diculaires aux plans osculatques ; conpprennen} éntre 
elles le même angle que’ ces derniers: de plus, comme 
elles forment, par leurs rencontres , larète de rebrous- 
sement de la surface. des-plens-normeux; elles sont 
aussi les tangentes de cette arète , qui font , par consé- 
quent, entre elles des angles égaux à à ceux des plans oscu- 
lateurs correspondans: ainsi la seconde flexion de la 
courbe proposée est égale à la première flexion de 
l’arète de rebroussament des plaris normaux. Cette re- 
lation remarquée par M. Fourier, est réciproque entre 
les deux courbes, puisque les tangentes de la proposée 
comprennent évidemment entre elles des angles égaux 
à ceux que forment ses plans normaux, qui sont les 
plans osculateurs de l’arète de rebroussement de la sur- 
face développable qu'ils compogent. >t : 1! 1: 

“Ce serait ici le lieu de paxler. des points iingoliers que 
peuvent présenter les courbes à double cowhuüre; mais 
cette discussion me mèngrait trop. loin ș jeme chnten<. 
terai de faire observer qu’elles .scnt suecepiibles de: 
deux sortes d’inflexions : Pune qui se rapporte.à leur: 
première courbure, se manifeste comme dans les courbes 
planes, par le changement de signe de: leur rayon de: 
courbure absolu; l'autre, par celui du rayon de 
courbure de la surface de leurs tangentes, ou de l’arète 
de rebroussement de la surface de leurs plans normaux. | 
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165. Le Calcul intégral ‘e ‘est l'inverse du Caleyl’ 
différentiel; ił -a' pour but de remonter des coeficiens 
différentiels aux fonctions dont ils dérivent. L'expo 
sition des principes de ce Calcul présente des divi- 
sions analogues à celles qu'offre fe Calcul différentiel. 
Il peut arriver que la composition des coeficiens diffé- 
rentiels de la fonction cherchée, soit donnée immédia- 
tement par les variables indépendantes, ou qu’on ait 
seulement une équation entre quelques-uns de ces 
coéfliciens et une ou plusieurs des variables : le pre- 
mier cas étant le plus simple, čest celui qu’il convient 
de traiter d’abord. 

Calc. intégr. 
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Lorsque le coefficient différentiel du premier ordre 
d’une fonction de x, est donnéen x,on a 
= , ou dy=Xdx; 
la fonction cherchée est donc celle dont la différentielle 
est Xdx, et on l'indique comme ci-dessous : 
| y = SXdx, 
à caractéristique / étant l'inverse de la caractéristique 
d C9 
Cela posé, les diverses formes que peut avoir la fonc- 
tion donnée X se classent ainsi qu’il suit : fonctions 
rationnelles, 
Ax™ -A Bz” + Ci +... = U 
Axs” + Ba" + C +... _ U 
y. 


| VEE + CPE A 
fonctions irrationnelles, 
U.F"; 


fonctions transcendantes, 
(0,17), f(U, sin F), etc. 
166. On voit d’abord que pour effectuer Pintégra- 





{") Ceux qui ont écrit les premiers sur le Caleul intégral, ont 
employé la lettre f comme l’initiale du mot fomme, parce que, 
suivant les idéés de Leibnitz, les différentielles représentant les 
accroissemens infiniment petits des variables (6), il s'ensuit qu'une 
variable quelconque est la somme du nombre infini d’accroissemens 
qu’elle a reçus depuis son ongiae jusqu’au moment où on la con- 
. sidère; et c’est pour cela qu’on a donné à Ia fonction ‘que j'ai ap- 
pelée primitibe. le nom d’{ntégrale, comme étant le résultat de 
l'agrégation de toutes les différentielles : on verra plus loin qu’elle 
est, en tonte rigueur, la limite de leurs sommes: ces dénomt 
nations étant bien entendues, on peut se servir indifféremment de 
Pune ou de l’autre, 
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tion , ił faut renverser les règles qui ont servi à différen- 
tier ; or, par la première de ces règles, on a 
d (u + v — w) = du<+ ds — dw (10), 
et si Pon intègre la premier membre, en y supprimant 
la caractéristique d, on trouve - 
u -4p — w = f (du -+ dd), 


ce qui revient å 
fàu + fåv— fdw = fidu + dv — dw), 

d'où il résulte que 

JPdz 4 Qs — Rds) = [Pdx +fQdx —fRdàx, 
c’est-à-dire que l'intégrale de la somme de plusieurs 
fonctions différentielles , est égale à la somme des inté- 
grales de chacune de ces fonctions. 

De même, d.au—=adu (11) donne au= fadu , et 
par conséqueñt fadu==afdu, d’où faXdx—af Xds : Pon 
peut donc faire sortir du signe f la constante à: 


167. La‘différentielle de 4x" + B étant mA4x""'dx, 


agt! ' 
np tPS 


car en comparant ax"dx avec mAÆs™—'dx, on a 





on ẹn conclura que l'intégrale de ax*dx est 


m—1i=n, et mA—=a, ou A= =. 
. m n-i 
TIl résulte de cet exemple, que lorsque 


ax” t: 


ita +2, 
C'est-à-dire, que pour intégrer la différentielle monome 
ax"dx , il fautaugmenter l’exposant de la variable d’une 
unité , puis diviser par le nouvel exposant et par dx. 

La constante B est demeurée arbitraire, comme on 
devait #y attendre (7). 





dy =ax*dx, y= 
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168. Avant d'aller plus loin, il est à propos d'eza- 
miner un Cas partigulier, dans lequel la règle ci-dessus 
est en défaut; “c'est celui où n= — 1. Il vient alors 


y=% = + B; 
mais si l’on fait attention que 
dy = ax ds = = ad.Ïx (29) F 
. on reconnaîtra bientôt que 
y =al 4+ B, 

et que lexception que présente ici la règle du n° pré- 
cédent , tient à l’impossibilité d'exprimer la transcen- 
dante lx en un nombre fini de termes algébriques 


Néanmoins, un simple changement de forme dans la 
constante B, suffit pour rattacher ce cas particulier à la 


+ Ba 





formule générale ; car si l’on écrit — Se - 


lieu de B , ce qui est permis, puisque cette constante 
est arbitraire , la formule générale est alors 
ax a - 
Y a n + L + B ? 
et devient ? quand n = — 1: mais si l’on y applique 
le procédé du n° 95, en prenant # pour variable, on 
obtiendra la vraie valeur 
| .y=alx+8B, 
la même que ci-dessus. 





169. L'expression 
dy = ax"dx + bx"dx — cxPdx...... 


qui représente une différentielle rationnelle et entière, 
quelconque d’ailleurs, conduit à 
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nr ne cu dt Dati a 
pr pr pan À 
d'après les règles des nè 166 et 167. 

Jen ‘ajoute qu’une constante arbitraire; car il est aisé 
de voir que si l’on en âjoutait une pour chaque monome, 
elles n’équivaudraient tentes essemble qu'à nne-seude:;, 
qui serait égale à leur somme. 

170. Si lon avait dy*= 7 bds À où déve- 


| lopperait la puissance indiqpéé\)nstdl'on ontégesrait 


chaque monome quéréaulideait de cette opération; mais 
il est bon d'observer qu'on peut arriver au résultat sans 
“effectuer le développement. Il ae de faire ‘asb =s; | 


ce qui donne sæi; da —;  sabstitnant dans l'es 


A d Jo trouve dy = ee, et par conséquent 


du + ~ga 

B. Mettant ur z sa valeur, on aura 
{= 4m+ adne 1) + P | ue | l 
doc, lorsque . 


pinti 
ay= (ahdi, 7e ER + ne 


Pour dy Ste + b}"sh ds j la transformation 
réussit eñcore; car en posant axt- bms „il eù w 





‘sue art dr = dz, doù: > A g 
Yue y é th! , ) 
| z"dz gap 
eim”, dy qd y DOS DES 
ce qui donne, lorsque | 
- | pym: 
dy = (as" + brændes, y =O EDT i) + 2. 


. Je passe aux fonctions fractionnaires, et pour 
Re par le cas le plus simple, je suppose qu'on 
Calc. intégr. | 16 . 
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adye re TT En rs Fi on trouve 
z —— b d 
s=, dx—— , U 
et par conséquent 
F A(s—b}"ds 
* Aa ariga ) 


développant la puissance (z— b)”, multipliant le ré- 
sultat par dz, et divisant après paï s", on aura une suite 
de monomes à intégrer. 
Prenons pour exemple le casoù m= 3 et n= 2; 
il viendra : 
gA d -fads — Boda ib—t hi: 
en appliquant à ie de ces monomes la règle géné- 
rale (167), il en résultera 


Ar | 
y= |5 3t 361480 | +2. 


On remettre ensuite pour s sa valeur, et l’on aura enn, 
lorsque 





re Axdz 
77 CH}? 
y= [kast b) —3Has +6) 43bit) E aet]. 


On construirait sans peine la formule générale; et 
si lon àvait i 


J Ax’dx + Bxrdx + Cridx. ........ 
nu. (ax +6)" 


e d . 
on l’écrirait comme il suit, 


Axds . Bxr'dx Cxtdx 
{ax + Tax FO T Tar- (ax + b)" + (ax pam 
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puis on vpérerait sar chaque tefie en particulier, comme 
je viens-de le faire sur le premier, 
192. Les différentielles fractionnaires et rationnelles 
sont en général de la forme 
Ceri + CaP... Xe 
que, pour abréger, je représentera: par s Il faut 


d’abord observer que Texposant de x dans le numéra-. 
teur peut être supposé moindre que dans le dénomi- 
nateur ; car si cela n’était pas , en divisant U par PF, et 
nommant Q le ne de cette n et R le reste, 


il viendrait [FF =r = = fQdx + T y> mais Q étant 


une fonction rationnelle et entière, /Qdæ s'obtien- 
drait par l'application immédiate de la règle da n° 167, 


et il né resterait plus à trouver que JF F> dans la- : 


A quelle la fonction R est, par rapport à x, d’un degré 
moins élevé que la fonction Y. La forme la plus 


générale que puisse avoir la fraction ra » Sera donc 


CAD g Bah + T + Tds 
atue M I BAR CNRS ET 

La méthode générale pour intégrer w différentielles 
exprimées par des fractions rationnelles » Consiste à `. 
les décomposer en d’autres dont les dénominateurs 
soient plus simples, qu’ on désigne sous le nom de frac 
tions partielles, et qu on obtient tomme il suit. 

En égalant à zéro le dénoriitateur de la fraction 
propæsée, an formera l'équation 


a" he Aat ae B'E, + T =o, 
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et concevant qu’on ait déterminé les diverses racines de 


cette équation, on les représenterä par 

T7 a, d, a", Z, etc, 
en supposant qu’elles soient toutes inégales; par ce 
moyen, le premier membre de léquation ci-dessus, ou 


le dénominateur de Ja fraction proposée, séra mis sous 
la forme d’un produit de n facteurs _ 


x—a, x—a, x—a, xd, etc. 
‘Cela ‘fait, on regardera la fraction proposée comme 
la somme des fractions 
Nds N'dx N” de 
y ~ In ete, 
x—a’? x—a x—a 
ayant pour dénominateurs les facteurs du dénominateur 
de la proposée, et. pour numérateurs des constantes in- 
“déterminées. 
Je suppose, pour fixer les idées, que la différentielle 
à intégrer soit nd 
(4*4 Bx + C)dx 
+ N; PT C? 
et quon ait trouvé Dog 
SFL A B'a t EC E alla) amma) amma”). 
En réduisant au même dénominateur les fractions 
Ndx  N'ds  N'dx 


x —a ? x— aq ? x—a"?. 





ét en fes ajoutant il viendra 

N(z—a ea") HN (x—a)(x—a") + N'(x—a)(x—a') 
(x—a)(x—a)(x—a7) 

läadénominateur sera le même que celui de la proposée, 

et le numérateur sera nécessairement une, fonction du 


di; 
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degré inférieur à celui du numérateur, c’est-à-dire, du 
second degré. En développant, on a en effet 
ENAN ENT} — [Na aN (aa) +N" (a+ a’): 
© +HNda" + Naa"+N'aa }dx. 

Cette fonction étant comparée avec le numérateur de 
la fraction proposée , donne les trois équations 
NAN 4N SA, 
g +a") — N'(a + a”)— N'a + d)=B, 
Na'a’ + N'aa° + N'ad =C, 
qui ne sont que du premier degré, par rapport aux. 
indéterminées N, N” et N”. 

Pour les résoudre, il suffit de multiplier la première. 
par a°, la seconde par a, et ajouter les produits 
avec la troisième; «on trouve de cette manière, 

Au*+ Bat C= N[a— (a + a")a + Fed 

= N(a—a)(a —a"), 
d’après les lois de la composition des équations, et par 
conséquent , | | 
__ 4 + Ba + C 
7 (a—a) (a— a")? 
où le numérateur est ce que devient celui de la fraction. 
‘proposée, quand ony change x en a, et le dénomina- 
teur, le produit des différences entre la racine a et toutes. 
Les autres. 
Suivant cette loi, on aura, sans calcul, 


v _ Aa*+ Ba'+C N'— Aa” + Ba"+ C 
este) N Go a) 


et il ne serait pas difficile de s'assurer qu’elle convient 

au cas général; mais nous y parviendrons Dent en~- 

core plus facilement. 
Cela posé, puisque 
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(45° + Be + O) dg _ Ndx + N'ia 
x epia KT ni ga”? 

aG — Mi: 


z 


dont Pintégrale est Niz, ou N4 N nivo de. 
même que 


NX N'dx 
f Z = Mp ar Iama"); 


Frae 











on fera d’abord x— a =z, et Pon qura = 





et l’on aura par conséquent 


(As + Ba Oàs 
| + A'x° + B'x 
= N(x— a) + N1(x— 4 )+ VIE —d) + const. 
= 1 [e — 0) Qu at) (s — a] v const. 


173, L'intégration des fractiené rationnelles n’a donc. 
aycune difficulté, lorsqu’ elles-spnt décomposées comme. 
on vient de le yoir, en fractions partielles, dont les 
dénominateurs sont des binomes du premier degré; 
mais cette forme n’est passible que pour les facteurs 
qui sont simples dans le dénominateur de la fraction 
proposée. En effet, la supposition de a’ =a, dans 
l'exemple du n° précédent, rend infinies les valeurs de 
N, N', et cela tient à ce que, dans l'ensemble des 
fractions partielles 


N N' N° 


X— A % — a + a 





2. 


la somme des indéterminées IV N'secompertantcomme 
upe seple, il ne s'en trouve plus un nombre suffisant. 

Qn -obvie à cet inconvénient , en substituant à ces. 
deux fractions, qui wen font plus qu'une, la sair 
vante ,. 





= —— —- -— 
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(Nx+ N )dF 
G—a) * , 
et en lə réduisant au même dénominateur avec la der- 





„~. N'ds Re. 
jèr on obtient ncore, un nombre d’équa-. 
mere; xd? en qi 


fe égal à celui des inconnues N, N’ et Ni: 
L'intégration de la nouvelle fraction n offre d’aillears 
aucune difiicuhé, puisqu'en faisaht s—a== z, on 
retombe sur des monomes, commé dans le dernier 
exemple du n° 171, dont celui-ci n’est qu’un cas par- 
ticulier. ` 
En général, si le dénominateur F de la fraction. 
proposée contenait le facteur (x— a)”, il faudrait. 
prendre pour ce facteur, une fraction partielle de la. 
forme 
en + N, A Nan., H Nmd 
© ———— — 
(s— a)" 
quon intégrerait en posant 
F—4=#;, d'où x=a+s, dx—dz, 
Mais le résultat de cette substitution , étant de la formo- 
(M + Ms + Mr... + Mana ds | 
PR A ee Nr 9 


i 3" 
revient à 
KL Mds M adz M mdz 
Ca a er 


et “oise qu'on peut substituer à la première fraction „. 
les snivantes | 
Màx Mdg M,dx Made 


e T E T 


dont les numérateurs sont des constantes, et qui gin- 
tègrent aussi par le procédé du n° 171. 
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174. Cette dernière forme et celle qui répond duy 
facteurs inégaux (x72), sont les plus simples dans les- 
quelles on puisse décomposer les fractions rationnelle 
à intégrer , et donnent lieu à une opération subsidiaire 
qui se divise en deux parties. La première, qui con- 
siste à déterminer les facteurs du dénominateur X, dé- 


pend, comme nous l'avons déjà dit, de l4 résolution de ” 


équation Z= 0 (172); la seconde partie, qui est la dé- 
termination des numérateurs des fractions partielles, 
s'effectue par plusieurs procédés, dont voici le plus 
élémentaire. 

Ayant mis à part un facteur simple x — a du déno- 
minateur, on pose | | 

U N P 
FCO Por 

P étant une fonction de x, provenant de la réduction 
au même dénominateur de toutes les fractions autres 


que 
x — 
oiea une fonction entière par rapport à x. Mais 


en réduisant au même dénominateur, les deux membres 
de la dernière équation posée ci-dessus, on aura 


U=NQ+(s—2)P, d'où P= U—NQ, 


‘ x —— a 





2 qui entrent dans la proposée; ce sera par 


et puisque P est une fonction entière de x, il faudra 
que U—N Q soit divisible par +— a, ce qui ne peut 
avoir lieu, suivant le théorème fondamental de la com- 
PA des équations , à moins que le pokynome 
— NQ ne s ’évanouisse lorsqu'on y change x en a. 

de donc on désigne par u et par g ce que “deviennent 
U et Q a près cette substitution qui ne change rien à 
N, puisque c'est une constante, on aura 


-~ 
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expression dont la valeur sera toujours finie; car son 
numérateur et son dénominateur ne sauraient devenir 
. nuls, puisque la fraction étant réduite à sa plus simple 
expression , le facteur x — a ne fera point partie de UV, 
et n’entrera pas non plus dans Q, puisqu'il ne se trouve 
j qu’une fois dans 77: il sera donc toujours possible d’ob- 
‘tenir la fraction partielle correspondante à un facteur 
de cette sorte. 
Si l'on met au lieu de U ce qu’il représente (172), 
et qu'on observe que. 
Q = (s —a') (x — a") (x — a”) etc. , 
ọn obtient T LU 
u dey Bar + Cars. .+T 
(a—d\(a—a")(a- g") etc. ? 
EOR qui rentre dans la loi annoncée plus haut (173). 


—. 


195. Voyons maintenant comment on peut trouver 
lcs numérateurs des fractions partielles qui répondent 
aux facteurs égaux. Soit V= Q (x— a)"; posons 
U_ N N, N, Na | 
Pad gl Gas ET +3 Q 

(173), forme que la détermination des inconnues va jus- 
tifier. En réduisant au même dénominateur, il viendra 
= Q[NEN (a) Ni (ra). Na (5) P(s—a)", 
U —QIN-N Gear (x—a)}.. T p0ù PE 
Ga)" | 
et comme p doit être une fonction entière, il fa iia que 
le numérateur de son expression soit divisible zz fois de 
suite par x —a : ce. humérateur s'évanouire donc.lors- 


p= 
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qu'on y changera æ en a. On voit d'abord quil se. 
réduit dans ce ças à U— QN.; mais pour que U — QN 
soit divisible par x— a, il faut, en conservant les mêmes 
dégominations que daps le n° précédent y qu'on ait 


u —qN =o ou N=} 


Cette valeur changera Ù — QN en U— Q, 


qui, se divisant alors par x— @, sera de la forme 
U;(x—a), U, désignant le quotient ; et la suppression da. 
facteur +— a, dans les deux termes de P, donnera 
U,—Q[N,+N,(x—a).. Nm (ee) i] 

| Ga. 


P = 


Maintenant pour obtenir N, , on fera x—a-ro, et en 
nommant. z,, ce que devient. U,, par le change- 
ment de x en a, on aura t'g N, = o, ou N, = at 
Méttant ensuite au lieu de N, sa Ni dans U,— —QN, 
il en résu]tera la quantité De 3 Q, qui, s’évanouis- 


sant lorsque s— a= o, sera divisible par s—a, et 
par conséquent P se réduira à à 
p Us QU a+ Na) 7 EN a (ea 
Don à Gare a Eg 
| Us représentant le quotient-dg la division de U—7 
par x— a. En continuant la même natation, qu trou: 


| Un ne 
vera encore ua, — qN, =0., d'où N, = — , et ainsi des. 


autres, sans tomher jamais sur des valeursinfinies. 
176. Le Galcul différentiel facilite beaneoup les opé: 


| Nas No, etc. P par celles qui 
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rations précédentes. En effet; si Pon différentie succes- 
sivement n— 1 fois l'équation 


U — QIN + N(«— 0) + N(x—a)............. 
Nnits — a) + P(x—u})", 


et qu'on fasse ensuite s—a—0, dans cette équation 


et dans celles ne en aura déduites, il. viendra 


U—=N ©, 
d. U z= MQ + N, Qdx , 
PU =r NdtQ + 2N,dQds + 2N.Q1st, 
U= NdQ+3N Su + GN,dQdx"+6NsQds", 
elc., 


équations qui déterminent eat ds à inconnues ÎV, 
a précèdent ; bien entenda 
qu après les différentiations, il faudra changer x en a, 
* Le moyen le plus simple pour obtenir Ja valeur de Q, 
dans ce cas, est de diviser #7 par (x— a)"; cependant 
on peut y parvenir par la différentiation ; car, puisqu'on 
a F—Q(x—a}", en différentiant un nombre m de fois 
chacun des membres dé cette équation, et faisant ensuite 
x —a =o, on trouvera d” =m(m—1). . «2.1. Qda” 


(57), ét par conséquent Q = z F 


On parviendra à Perpres: +. différentielles de Q 
dans l’hypothèse de s—a = 0, en prenant successive- 
ment celles de l'ordre m1, m + 2, etc., de équation 


_F=Q(s—a)}"; car il est aisé de voir, pe rès la remarque 


du n° 57, que dans ce cas , dH 7 =d". Q(x =e 4)", 

par exemple, se rédi : à (A+ dm. e3. 1. dQda" +. 

Il suit de là, qu’on pourra exprimer les indéterminées 

N, , Na, Ng, ste, à l'aide des différentielles du numér. 
/ 
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rateur U et de celles du dénominateur 7 de la. frac- 
tion propôsée (*). 

177. Le fond du calcul ne. changerait pas, quand 
même quelques-unes. des. racines a, a”, a°,etc. , ne se- 
raient pas réelles; les imaginaires qui s ‘introduiraient 
alors. dans les numérateurs des fractions partielles, dis- 
paraïtraient par des réductions.au même dénominateur ; 
mais il est peut-être plus simple d'éviter ces formes, 
en ne décomposant le dénominateur J qu'én facteurs 
réels, ce qui est toujours possible, parce que les facteurs 
imaginaires d’un polynome quelconque, se. groupent 
. deux à deux en facteurs. réels du second degré. (ee 

plément des Elémens d’ Algèbre.) 

Ces facteurs peuvent en général être représentés par 


D — 20% + a + e°; 


et pour obtenir les fractions partielles correspondantes, 
il ne faut que modifier très peu les ga des, 
n% 194 et 175. 
Dans le cas d’un facteur ob , on pose 
A a 
A Q’ 
d’où de tire 
= QUES) + P(e — aas at + 89, 
U— Q(Mz +N) 
x° — 24x  æ° + 8° | 
et raisonnant comme dans le n° 174, puisque P doit 





(*) Voyez le Traité in-4°, t. II, page 19; voy. aussi, dans les Acta. 
acad. Petropolitanæ, an. 1780, pars 1%, p. 32, comment Euler, 
au moyen d’un développement analogue à celui de u’ dans le n° 92, 
détermine les numérateuts des fractions parelles, lesquels sont les 


U 
coefficicns des puissances négativés de À, quand on change P en Ç 


mers E e m "e= ” = 
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teujóurs être une fonction entière de #, il faut que la 


queries U— Q(Mx + N), soit divisible par...... 


x’ — 2ax + «° + 8° : elle doit donc renfermer au nombre 
de ses facteurs, ceux de ce dernier, et s'évanouir 
par conséquent dans les mêmes circonstances. Mais les 
racines de x°—24x + a -+ B= 0, sont 


x =a +BY =i, x——8V—1, 
valeurs qui, substituées successivement dans. ....... 
U— Q(Mz+N), doivent faire évanouir cette quantité. 
Soient doncu+wy/—1, etg+g V—1, ce que de- 
viennent U et Q, après cette substitution; on aura 
utu V9 9 V -DMV + N =o (+) 
équation double, à cause du signe Œ dont sont affectés 
plusieurs de ses termes, et qui est équivalente à celles 
qu’on formerait, en égalant séparément i à zéro la par- 
tie réelle et la partie imaginaire. D’après cette consi- 
dération, on aura 
u —(qga—qg8)M— gN=0, 
u— (q'a + g8)M—g'N = 0, 
équations qui donneront les valeurs de M et de N. 
178. Si le facteur x° — 2ex + «° + 8°, que, pour 
abréger, je représenterai par R, se trouve plusieurs 
fois dans le dénominateur Z, et qu’on ait 
P= QU — aaz + at +8) = QR", 
on prendra daħs ce cas (175), 


Ms + N Mx+N M, +N, . P ; 
Rr —— À —— R~: m t-i ..... +56; 


(*) En développant les puissances («+8 =; et («=f V Zi}, 
on verra que les expressions telles que Axm + Bx” — Crrhetc., 
doivent en effet prendre la forme supposée. 


P = 
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réduisant au même dénominateur, et tirant la valeur 
de P, H viendra 
U—QCMrz+N4(M, 4N RH MsHNDR +. ; J 
Re: 


En raisonvant dans œ cas comme dans les précédens; 
on conclura que le numérateur de cette expression doit 
s'évanouir par la supposition de s =a + 84/—1, qui 
rend aussi À — o ; et gardant les mêmes dénominations 
que ci-dessus, on aura , après cette opération, 


utu V—1—(g +9 V —1)[MGHBV —3)#+ Nos 
ce qui donnera, peur déterminer M et N, les mèmes 
équations que dans le n° précédent. Ayant trouvé les 
valeurs de ces quantités, on les substituera dans le 
numérateur de P; et les termes U—Q(Mx-+-N) deve- 
nant divisibles par R, ou x°—24x +- a° + 8°, l’expres- 
sion entière le dev endra aussi. Nommant donc U,, le 
quotient de U—Q(Mx+N) par x°— 245 a+ £, 


on sera conduit à 


_ U—QM:s + Ni + ss +NDR+.] 


Re: 


En remettant, dans ce nouveau numérateur, pour x, les 


valeurs «+ 84/—1, puis égalant le résultat à zéro, M, 
et IV, serons déterminées comme l'ont été plus 
haut Met N, et l’on continuera d'opérer de la même 
maniére, pour parvenir aux veus des lettres M,, 


Ns, Ms, N3, ete. 


179. Ce cas est parfaitement analogue à celui qu'on a 
traité dans le n° : 75; et le Calcul différentiel s'applique 
de la mème manière, à Pun et à l’autre, au mpyen de 
Péquation . 


a 3 
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U= QU EN + Mist NIR + (Max N,)R+....] 
+PR", 


et de ses différentielles, dans lesquelles, jusqu’à Pordre 


m—1 inclusivement, celles du terme PR" sévanouissent 
lorsqu'on fait R= 0. On obtiendra de cette manière les 
équations 
U=(Mr4N)Q, 
AU=(Mx+N)dQ + M Qdx + (Miz+N, ) QAR, 


etc., 


chacune desquelles deviendra double, lorsqwon mettra 
pour x les valeurs dont il est susceptible en vertu de 
Péquation R =o, ou 3 —2ax -4 a+ 8% = o. En 
égalant séparément à zéro, la partie réelle et la partie 
imaginaire, on obtiendra un nombre suffisant :d’équa- 
tions, pour déterminer M, N, M., N., ete. 

Il faut encore remarquer que de 


F = QR", 
on tirera 
dP = Qan", doù Q= EE, 


lorsqwon supposera 
R ou x — 242$ + #8" A- B = 0. 
On trouvera dQ, ä'Q, ete. , dans la même hypothèse, 


en prenant les différentielles des ordres m+-1, m2, etc. 


de l'équation por, | 
et supprimant ensuite les termes que cette hypothèse 
rend nuls. | | 
180. Pour intégrer la fraction 
— (Ms + Nds 
x — 20x 4 a’ a t 6 á 
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on obser vera que 
x* — 2as +- a + = CET 
-on fera 
3 s—a =£, 
et il viendra 


(Mx+-N)dx __ (Mz+Ma+-N)dz__(M:+N')dz 





Gate epe Je 
Ma + N =N. 
Mais 


(Mz +N)de Mis, N'dz 

z? + b° a+ gd 6°” 
la première partie du second membre de-Féquation 
ci-dessus est ‘intégrable; car, en faisant z° + 8° =u; 


du 
on a sdz = — > cé qui donne 


Midz _M fdu 
= 31 =MIV +6 

HET Je Mu MIVF EE. 
Quant à la seconde partie, si Pon y fait e, on h 


change en 
; N'dz N° du 


spe eT p wp’ 
mais on a vu, n° 36 , que Er est la différéntielle dé : 


Parc dont la tang = u : donc 


N du _N 
Bupi F 


== a are(tang = =) + cônist. 


— arc (tang = = u) po const. 


En réunissant ces deux résultats, on obtiendra > 








. - — e 


t 


t 


HIVER e E 
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—=M\V +F +7 arc (taag =) 


+ Lo 7 


(Ma-4-N')ds 
SHA 








z 


I] est bon de remarquer qe Parc dont la tangente est > 








b 
a pour sinus nu pour Sonans EE (Trig. 29); 


car cette considération offre le moyen de présenter Pin- 
tégrale proposée sous plusieurs formes, en- désignant 
l'arc par son sinus ou par son cosinus. 
Lorsqu'on remet pour z sa valeur, on trouve 
(Mz+N)de 
xaxa ht 
N 
arc (tang =) + const. 
Venons maintenant à la -différentielle | 
(Ms +N)ds 
AC 
on fera d'abord x—#=# et Ma+N=—N'; par ce 
(Hs - + N° + N')ds 
(+ FE" 9 





moyen on n’aura plus à trouver que 


qui peut s'écrire ainsi : 


[55 ass À vf + 


La premike partie est intégrable immédiatement ; 
et cela se voit en faisant s°-}- #=u, puisquon a 


zdz == Žu j 
d’où ton tire $ : 


M | du _ Murwtr: 
nf FFE TE mn) 
Cale. integr. 17 
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Quant à la seconde partie, elle est comprise dans 
une classe de formules dont nous nous occuperons 
bientôt, et au moyen desquelles 4 ee son inté- 


gration à celle de la formule y- zrnami + Cure = (200), où 
d'esposant du dénominateur z ge à d’une unité, 


et ainsi dé suite jusqu'à SS ari T°. déjà obtenue. 


En rapprochaut les résultats précédens, an remap- 
quera sans doute que les différentielles qui se pré- 
sentent sous la forme de fractions rationnelles , peuvent 
toujours s'intégrer, soit:algébriguement , soit par le 
moyen des logarithmes on des arcs de percle. 


81. Je vais dpnner maintenant yne "Rp ce 
qui précède. Soit la fraction 


‘dx . se : | 

D s’ F p a p er 7 

. les facteurs de son HAE sont faciles à dos 
yrir ;-car il peut se mettre sous la forme , ` 


a3 (a st s — 1) = (a H 8a) aM iah, 
Le facteur x! — 1, se PECO née en xr et +1, 
ou T— 1; sp et x +1 : on a donc 
ET Cou Et 1} (+); 
et par conséquent la fraction proposée est décompe- 
sable comme il suit (172, 173): 
Ads Bàs Cds 
de Mure x +1 
Po Fdx à (Gs 4 F 





mæ - 
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En réduisant au même déngminateur, et comparant le 
dx 

a se Peur | , on déterminerait les 

numérateurs inconnus; mais je vais faire usage des autres 

procédés indiqués ci-dessus, 


Pour cela, je considère séparément les quatre facteurs 
m1, (F#1) à et +, 


résultat avec 


qui forment le dénominateur de: la fraction proposée. 





Au premier répond une fraction de la forme -a ; 


les quantités U = 1 et Q= x(x Hi) (x + 1), lors- 
qu'on y fait x= 1, donnent u== 1, g = : on a donc 


(194) N= = 2 g et pour la RS fresti partielle 


I Iı 
8 x—1 
Jobserverai qu'on | aurait trouvé amédintement la 
valeur de g, en différentiant le.dénominatenr. .….... 
ts —5t—3, et faisant ensuite x = 1 (176). 
Au facteur (x + 1)° répondent deux fractions par- 
tieties de la forme 


`N o 
CETMEE (2175); 


ayant alors Q= (s — 1) + 1), je fais s+1=0, 
d'où old 174 : ainsi la seconde frac- 





4 


tion partielle est - AE PEEN S 
MEn dans U — NQ, au lieu de N sa va- 


leur 3 , pour obtenir l'expression de U, (1 75), j'ai 
17.. 
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u= LP a E 
s+: x 3 
Le art 35 és — été 
4 
Foie M 18 9. TEN 
d'où il "e er ë on a iwe: pour la troisième 


vuis 


| 9 | 
fraction ' partielle re ET =. 


Pour appliquer ici le Calcul diférentiel,0 on a former 
(136) Péquètion : 
1= QEN NC + DJ + P(x+1)!, 
qu'il suffirait de différentier une ses: et ma `d- 
suite æ=. L, il viendrait | ; 
1=NQ, 
o = NAQ +N, Qis; 3 
Q étant ai aè st — x’, la prêmière, de ces équa- 
tions donnerait N= ¥, et la seconde N; = 
Le facteur + fournit les trois fractions article 


N N, 
atr +% 


qu'on détermine au moyen P Péquation on 


i 1 = QIN Mis + Ni] + Pa © 
et deses ‘différentielles première et seconde, ` En ob- 
servant que Q= # + st — xs —1, et faisant æ=0, 
dans Q, dQ-et d'Q, on obtient i- : . 
N= 1], N=1, N=—i: 2? 


F 


es "o 
on a done — = 5+5 Sap T 


Il ne reste pli à Fe que la fraction a partielle 





| fraction = FG GF P 
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correspondante au facteur x°+-1, et dont la forme 
Mx +N': 
r poea I 
la proposée toutes les précédentes; mais je vais y par- 
venir directement par les formules du n° 177. On a 
d’abord Q= (x—1) (2-H 1) = 26 + x — st 5 ; 
Wais le "facteur s$- 1, étant égalé à zéræ, donne 


's=ŁV—i, #0, 8—=1 p d'où Pon tire 





. On pourrait la conclure en retranchant de 


Lg V—i=—a ta Ti y U=, et w =o; 
la équations qui déterminent. M et N , deyianpent 
1+ 2M -HN =p, E | 
et.lon.trouvg par conséquent M = N= 
Voilà donc la fraction propdsée, -gme = 
décomposée a les e 
I 9 dz 

£, E n oa TT 
de , de dx? 1(x+ i)dr 


L'intégration de chacune de celles-ci ne présente au- 
cune difficulté, et l’on obtiendra pour résultat 
E E ae | 
En De TT i | 
| +3! OHD + x lx | ° 


LS 


— 5 1 E+ 1) — 7 arc (tang = x) + const. . 


La ue ne tous les termes algébriques produira la 
= , et celle des termes logarith- 


è s 





$ 
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iniques donnera | 
El(x—1) Hills +1) re j= 5 1x + DL 
ÉD) 
; dx die — Es | ar 
PE AG HS) +) + „(ë =R 
+1 (z T a Ne + const, 


‘on aura donc 





De l'intégration des fonctions irrationnelles. 
182. Les fonctions irrationnelles doivent êtré regar- 
dées eomme intégrées, toutes les fois que, par quelque 
transformation, on les a rendues rationnelles, ou du ` 
moins lorsqu'on les a ramenées à une suite de monomes 


irrationnels ; car alors on peut y appliquer immédiate- 
ment les règles précédentes. 


Utv: AA +Vz- Vas : il estsévi- 


"o yz 
dant: qu en faisant xs, toutes le$ extractions aug 


s'effectuent , et Pon a En =), ; divisent par 


Soit pour exemple 


1 + st, il vient | 
| 6j desde ea -fe das — 2°ds + ds G ER] 


dont li ntégrale mI 


a P 
8 7 zê 5 
—6 à See VE > 


et remettant pour : sa valeur Vz y ön “obtient 


à 


ad 





i a ~ ; 


DT bad x = 
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-1V7 HV z+ =—$ VZ+ 2/5 —&Vz 
' -p Garc(tang— V3) + const. 


_ 283..La première espèce de fonctions irrationnelles 


dont je vais m'occuper est celle qui ne renferme que 


`` Je radical V'A+Bx+0Cx Șt qui ne saurait avoir avoir que. 


Pune on l'autre des formes Xdx V'4+ Bx- + Bx + Fr, et 
Xds - 
VAt Bst Or 
x. Il faut d’abord remarquer que lune de ces formes 
rentre dans lautre; car l’on peut écrire la première 


ainsi ki il suit, 
l Xå Vaik ETCVITR EC 
vV A+Bsz+ Cr* 
A | : __ AA +-Bs+Cr*)ds 
| V AFBr+ Cr 


D, 4 étant une fónction rationnelle de 





2 


‘et le numérateur du résultat est alors une fonction 


+ b 


rationnelle. 
Avant d'indiquer les moyens de rendre rationnelle , 


par rapport à x, l'expression [74 A+ Bs + Cs’, je 
mettrai la quantité A + Bx+ Cx', sous la forme: 


C États) 


et faisant pour abréger 
| A B 
C=Y, TC" C— Ê, 


| il en résultera VA F Bst C myyV atA Es, 


Cela posé, si Pon prend 
Mera perar SPEA | 


64 TRAITÉ ÁLÉMENTATRE ` | 


.en élevant au quarré, il viendra «+ fx=23"-2xs, ce 
À d | TEA g? = æ g ` i : 
SE onnera x — BF 2s 4 Oou i 
VAF Br- Omyl a)y (= HEER), 
d= . 2(e + 8: +z°)dz : 
-EFs 
Par le moyen de ces valeurs, on changera la diffé- 
rentielle TIST en une autre de la forme Zàs, 


Z étant une fonction rationnelle de z, et réelle tint 
que C sera positif ; mais si C était négatif, y devien- 
drait imaginaire, et la transformée pourrait j devenir 


aussi, 

Dans ce cas,on aurait y A + Bx—Cs , et Gaai 
saa À B | 
C=#, C TTP 


il viendrait yV at ess. La quantité x°—- px — s, 
peut toujours se décomposer en facteurs réels du pre- 
mier degré; si on les represente par s—a et s—a', 
il est évident que 

at ex — stm — (x — ps m) = (2 —a) Gea 
Faisant ensuite VG— a)(e = x) = =(x—-a)z, éle- 
vant au quarré les deux membres de cette équation, 
elle deviendra divisible par x— a, et Pon aura... 
a'— x = (x —a)s*, d'où l'on tirera 

| _ (a —a)z  _2(a—a’)zdz 

ape Ge de Gp 
valeurs qui rendront encore rationnelle la différentielle 
proposée. 
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184. Je prends d’abord pour exemple la différentielle | 


PEE : la Pa des transformations 


précédentes donnera = NE = 5” dont Tintégrale est 


SIC + 22) + const. ` Hemettant pour z sa valeur 


| i EN ra et pour 8, 8 et y les quantités 


qu'ils j , il viendra 


+ vV Tiy C 


afe PIA 


zG 


résultat auquel on peut donner la forme 


7e sall- yot? GHV AF Eet C F& a 


+ const. , 


' pour réunir noe pii la constante arbitraire, le 


terme constant ——— 


7 7T 


f dx 
185. Soit pour second exemple ———qnm =m 
P j V'4+Bx = Ce’ 


faisant a la dernière transformation du n° 183, 
on ara ——— , dont Pintégrale est 
5 GT 5 l j f 
: po g 
— 2 arc (tang. = 2) -+ const. 
Vas >i 
= , tirée 
Vx— a 





Substituant au lieu de z, sa valeur 


de Féquation 





d'— x == (2 — a) j 


ve A 


266 TRAITÉ ÉLÉMENTATRE , 
et mettant Vē C pour.y, oi a 


E: VA -yt LC = J+ const , n 
a et a’ étant les racines de Péquéton | de. 

p nee _ O. ' | 

n nn z 


Si Pon preud 4=C0=1 et B=o0, la dite- ` 
al proposée devient, dans ce cas particulier, 


F= 


intégrale — — 2, ara (tang = z= vi 





, et la formule de donne pour oa 


+ const., Car a 








et d. étant alors les racines Fu pai 10, il faut 

prendre a——1e d —1, pour ne pas tomber dans 

l'imaginaire. VS CE 
Je vais montrer que ce résultat revient à Terc dont 


exprime la 





le sinus = x, et dont op sait que 





différentielle (36). Pour cela, je rappéllerai que +. 


2tang A 
` tang 24 = — n, a p (Trig: 27), 


d'où il suit que Parc double de celui qui est, indiqué 








dans la formule précédente a pour tangente, vi - 
et que par conséquent il est le complément de Parc 


dont 








serait la tangente et x le sinus (Trig. 9). 


J 


Nommant douc de ce dernier, on aura + 





7 
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et comprenant Parc [7 dans la constantk arbitraire, 





H viendra == 8 + const. 





dx 
V 1— x° 

En général , dans tous les cas où l’on obtient deux 
intégrales diverses en apparence , pour la même diffé- 
rentiellé , la différence ne peut porter que sur la cons- 
tante arbitraire; car si deux fonctions Y et X sont 
telles qùe aX =F, ou dX—d7=d(X—F}) =0, 
il faut nécessairement que X—7 = const: 


“186. On péut ramener immédiatement la différen- 


tielle ———— us ERTEN E à celle 


VA FA yV a+ pr — s 


d’un arc de cercle; car en faisant d’abord x — fms, 


à dg . 
on aura — == sant ensuite a+: 8° ni 
yV at ik's" A a jar s 


et z= gu, on trouyera ——— -E , dont l'intégrale est 
1— ut 





4 .arc(sin = u) + const. _ 


187. L/mtégration de la formule — Z 


1— s’ 
s'effectuer au moyen des logarithmes, et conduit alors, par 
des expressions imaginaires , à une relation très remar- 
quable entre larc, le sinus et le cosinus. i 





: peut aussi 





dx 


a à 
V'4+Bx+ Cr 
on trouve A = 1, B= 0, C= — 1, et l'intégrale géné- 
rale devient (184) 


A +V i=) + const. 


En comparant éette formule avec 





7= 


268 à TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE: 


Si l’on repréænte par z larc.dont. = estladifé- 
I 


rentielle, on aura donc 
3 E= 1 (x V—1 +V + come, 


Mais si Pon veut t que cet arc soit nul en mana tempsque 
xX. il faut supprimer la constantd arbitraire ; car, en fai- 
sant x— 0 , le second membre se réduit à cette cons- 
tante, à cause que li 0 (*). 

. Cela posé, en observant que x Étant. le sinus 


Tarc s, Vis en est le cosinus, dus ci- 
dessus deviendra 


8 V/—1 = Í (cos z v= A ; 
et si l’on suppose z négatif, comme 


sin (— z) = — sinz, cos Te = cos P 
(*) Il peut mêtre pas inatile de montrer que cette’ intégrale ` 
s'obtient immédiatement en posant | 
| Vi xs = RE 
d’où il suit D Re a aa 
1t — atr V=, 
puis en différentiant, et divisant par 2; 


o= (t—x Vide tdr Y —1y 


. d’où l’on conclut ‘:,. | ‘ 


dx 
t—5zV—1 = 


t 


| et par PA 





: y h 
| a gr yus Up oonst 
yYi— Sas Ia Vs = V1 | 
== =y (Ve + Vm) ++ const, 
—] ss 
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on aurk-encore i RU 
'—s V —1 =l (coss —ÿ/—1 sin 1), 
en sorte que ' pe p4 


+s —i =l (coss. +yz sin à 


`- Prenant dans chaque membre, au lieu des loga- 
rithmes , les nombres correspondans, il viendra 


Es = coss + + VIT sinz, 


équatioh qui peut se vérifier én y substituant au lieu de 
Féxponentielle, du côkinus et du sinus, leurs dévelop- 
pemens tirés des n° 27 et 37. 

Si Pon considère à part les équations 


Vi oss +V —i sias .  , 
eV cos Z em yi sin s, 


pe ‘les ajouter, on en tirera .. 


- AA Er Vs  : 
a +e 





———— 3: 


et en retranchant la seconde de la première, il en rè- 
sultera 
i eVa 2 pe 

RE Era —. 
* Ces: expressions ne sont au fond que de purs sym- 
boles algébriques ; Teprosentani; -sous une forme abré- 
gée , les séries du n° 37; mais quoiqu’on ne puisse leur 
assigner de valeur sous aucune forme finie, ils ne s'en 
. prêtent pas moins au calcul avec la plus grande facilité, 
et manifestent toutes les propriétés dont jouissent les 
lignes trigonométriques qu'ils expriment. 

En mettant nz au lieu de z, dans i aa 
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Vi — coss À VY =i sins, 


elle devient . | 


Fu = cos ns + V/—1 sin ne; 


mais on a aussi | | 
Vi = (eV) = (coss Wir sins}: | 
donc | | 
(cos Hÿ/—1 sin z)” = cosnz + V= sin nz. 
Ces équations conduisent à des résultats très impor- 
tans (*); ici je m’arrêterai sur , Pusage quon en 


p faire pour découvrir les facteurs de la fonctioh 
x" a", parce que cette ga est nécessaire dans 


Pintégration de la formule = + 


188. La fonction x"=Fa" se transforme en a"(3"1), 
lorsqu'on fait x = ay ; et pour en connaître les facteurs, 
il suffit de résoudre l'équation 
. s yai K + I = 0 2 ' à 
qui revient à ' Ea 

b aaar E 
L'expression Bona 
y = Qsa + V/—1 sinz 
satisfait à cette équation, par une détermination très 
"pe de Parc s; car Pona 
EE a EL Vuna: 


et comme, en désignant par # la demi-circonférence, 
et par z un nombre entier quelconque, il vient ” 





(*) Voyez la note B, à la fin de Pouvrage. 





| et dans la seconde, 
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singe = o , opm EE, 


selon que m est un nombre pair ou impair, on waura 


qu’à supposer nz = mæ, pour obtenir y” = +41 

Afin de distinguer plus particulièrement le cas où le 
nombre m est pair, de celui où il est impair, on écrit 
pour le premier 27 au lieu de m, et pour le second 


.anm+1,et lon fait R 


nz = 2mr, et nz== (2m4 1)r. 


Danş la première hypothèse , il vient ~ ;, 
| — , 2 
pates ke am, y= > 


a a i ami A =- B 
189. Au moyen du nombre indéterminé m, on obtient 

par ce qui précède toutes les valeurs dont y est. sus- 

ceptible; car la première expression, en y faisant, 


MIP, donne ÿ=1; Ur c l 

m=i, | y=c0s + V isin; 

m=E2, © yao CRETE © non 

Re eccesso’ . o PETEA VETETTE 

mn RE V= isin amh, 
2 

kere a yos a 2)x y 272) x 


"æ + "1° 


1°, Passé ce terme, on ne aie plus de ndia 
valeurs , maif seulement les prépédentes, qui reviennent 
dans le même ordre. En effet, si l’on suppose n = m, 
il vient sulomen! J = cos 27 =1, et Pon retombe sur 


4 i 
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la première valeur, qui se repróđuira toutes’ les fois 
. qu'on prendra" pour m unmultiple de n. Faisant ensuite 

m=n#i, il vient Parc . 

© (nta) _ as 

: FEU 

dont 5 eue et le sinus sont les mêmes que ceux de 
l'arc = = (Trig. 22), ce qui ramène à la Peuz iim va- 


leur, ai ainsi des autres. 

2°, Le tableau ci-dessus semble ne présenter qu'une 
seule valeur réelle, la première; mais on en trauve une 
seconde lorsque n est pair , parce qu’on passe alors par : 


m—" z? qui donne y= cos = + V >i sins = —1. 
3°, Le valeurs imaginaires du même tableau se 

groupent deux à deux, savoir, la dernière avec la 
première, l’avant-dernière avec la seconde, et ainsi de 
suite, parce que 

2n— 2) _ 27 mn = Rte. de etc., » 

n n° o A n ? 

et qu'en général 

cos(25—a)—cosa, sin(2%—a)—sina (Trig. 29). 
Ainsi, quand n est un nombre impair , n— 1 étant pair, 
toutes les racines imaginaires depuis m= xı jusqu'à 





., o n=l 
m= n— 1, se réunissent en — couples de la forme 


278 2m 
J = re Vin, 


où il suffit détendre les valeurs de m jusqu’à..... 
D — i 
° . : # 








Ca 
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Rs n est ün nombre pair, il se forme a 





Ž couples} parce que la racine qui répond à? + et qui 


est réelle, occupe le milien de celles qui: sont nee 
naires. P 

On artive à des conséquences semblables pour équi- 
tion y" 1=0, où ' 

e = Here = nee, 


7 


nuls dans laquelle 


mo, à donne y=008 © + sn! ; ; 


LS 3e 
m=i, y=oos a+ dus : 
rues e. 
m=n—}, . pen gya S k ya je CD, 
m=n—l; i PS AC | 
ge" -Ih 0 


au-del de ce terme, On ne fetrouve plus que les 
mêmes valeurs, Comme dans le cas pfécédent, et pae 
la même reison. Il ne.peut y en-avoir une réelle qus si 
n est impaire, et alors elle répond à 


g -F ' 
“n ama 
D e qui donne y= coss + V= SIDE , 


| Comme elle ‘accupe-le milieu du tableau, les racines 
imagi#aires ‘qui en sont également éloignées, se réu- 


ne en ST D couples de là forme 


y = cos >- 


ar ha + x + +y p Gtd 
Tr, "i ae. 


Cale. s l I 8 
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où il Rens de pousser les valeurs de m jusqu 


=. Il faut aller jusqu’à m = = quand nest 





“paire, qu’il n'y a plus que des racines imaginaires. 
Si l’on trouvait quelque difficulté à comprendre ces 
énoncés, on les éclaircirait sur-le-champ, en donnant 
à n des valeurs particulières. 
190. Il est facile de déduire de ce qui précède, les 


facteurs réels des quantités y” 1 
D'abord la formule. 


2m — ,, 22 
Y = cos — Eyr sın ——— 
- RB 


donne pour facteur du premier degré de la quantité 
y*— 1, les deux expressions pippa | 


Q — cos 2) — ra sin 2 2, 
€ — COS 2) + Ve sinw, er, 


et en les multipliant, on obtient Pexpression 


em 


E g— 2y cos Ma, ph 
qui Gupi tous les facteurs réels du o degré. 
On trouve de même que les facteurs du sii degré 
de la quantité y" +1, sont 
y’ — 2y C ne De L 
Il faut observer .que ces formules comprennent aussi 
les facteurs réels du premier degré, mais ils s’y pré- 
sentent comme doubles à car si l'on fais m= o dans la 
première, alle devient | 
y —2y+ i= = 15; 


as h \ ` . 
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e e e 7 e í 
et si n était paire,en prenant m=z On trouveraitencore 


s +t2y tisy, 
résultat que donne aussi la seconde formule lorsque z 
est impaire, et qu'on y fait m= —. 

191. Les fonctions de la forme x**— px + q 
peuvent être traitées comme pelles qui ne renferment 
que deux termes. En les résolvant à la manière des équa- 
tions du second degré, on en tirera les facteurs 


a — (p EVP —9), 
qui seront réels, tant que p* surpassera g, et auxquels 
oh donnera la forme 


x" Ta”, 
en prenant successivement pour a" les valeurs de 
PHVI PVP, 
abstraction faite de leurs signes : ce cas rentre donc 
dans les précédens. 
Lorsqu’on aura P<t; on fera p=—4", _—— x=8y, 
et il viendra :: E 


Prénom 4) 
mais la condition p'<g o a?" < p™ ‘donnant a< f", 
la quantité P sera une fraction, et pourra par consé- 


quent être prise pour un cosinus. Soit donc à Parc cor- 
respondant ; la fonction proposée deviendra 


| payag CE 1) 
et il ne s'agira plus que de‘résoudre ` Péquatiôn nD 


y” — 2y" cos d HT =S Orp u o 
18.. 
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On en tire dabord 
y= cos à +y —i sin Ò; 
puis prenant ` i 
y = cos z +y ising, 
il vient (187) i 
i i trs - ytra nz tya sin n3, 
et en: orparint avèc l’autre valeur de 3", on obtient 
cos ns = cosd,  sinnz—sin À | 
On satisfait en général à ces relations, en supposant 
ns—2mx + ,m étant un home entier quelconque, 
puisque 
cos (2mæ + à) = cos, ‘sin (ame + d) = sin à: 


on aura donc + 2 2 


stt e 


amet Vie aea VÆ ain a, 


et les facteurs du premier degré de la fonction 
a pi y gy" gose, o n 
seront par conséquent compris dans la formule 
| DIT RSS 


— 1 Sin —— À. 


ve >. N E b ‘S 
iS TI 


” Si Pon avait x" + bpa” se == o; on ferait encore 


rer è se 


&* ; 
— = COS d, mais ‘on prendrait z 


"2 + ETTER 


ÊTES i7 9y -pos (x — 9). Ha, 
puisque cos (s — A} =£ 005 Ò; il yiengrait ensuite 
cos m4 Tan d) pasin ns = sin (r — d) , 


et par conséquent. st E 


Par 





n PTS 
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ns = 2ms + s — ò= (2m +1) w — Ò Ch FT 
De l intégration des différentielles binomes. 


192. Ces différentielles sont représentées par Jla for- 
mule 


P 
a ds(a 40x"), 


dont on ne diminue point la généralité, en supposant: 
que m et n soient des nombres entiers. 


Si Pan avait, par exemple j ds(a+ sy, on ferait 


s=, d'où il résulterait 6z'dz({a + bayi, Qn peut. 
aussi regarder n comme essentiellement positive, Pre 


que, dans le cas où lon aurait 2" dre + be" , On 
2 
supposerait +=- , et il viendrait — 27m da(a + ba". 
| | | E onge ai ce 
La formule .x"'dz (ax + bx")1, revient encore à la, 


précédente , en divisant par x', sous la parenthèse Car 
on obtient 


Fr He 
xda (a + ba" y] = "t dx (a + bav=rÿt, 


R 
Pour: chercher. dans quelsicas s” ™ ° dx(a-f-bx")! peut 
devenir rationnelle, on fait a + bx” = z1, en sorte que, 





(*) Les formules des n°s 190 et 191 contiennent implicitement 
les théorèmes de Cotes et de Moivre, et remplaçent avec avantage 
ces théorèmes, qui ne sont plus maintenant qu’un objet de pare ca- 
riosité ; je n'ai pas gru par cette ràison devoir les insérer, içi : on M: 
trouve dans le Traité in-4°, t. I, page 125. 
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€ 
(a+ pi =r, ai on trouve 


` \ 
2 m 


dsa E 4 — gi — 
PT s s-a ut ma | dz, ` 
et la différentielle proposée devenant par là 


m l 
2. 


I ptp E) 
757 dz > 


on voit alors qu’elle sera rationnelle toutes les fois que = 


sera un nombre entier. 


, P } 
L'expression +*dx(a + bx?) satisfait à cette condi- 


C2 a * m 
tion, puisque m=9, n=3, =, et se transforme en 


Lart-ids (= 


La différentielle ns T est aplis d’une 
autre forme, en rendant négatif l'exposant de x dans 
la parenthèse, ou en divisant par s” la quantité 
a + bx"; il vient ainsi 


dx (a + ban) = Par 'dx(ax" + By. 
Cela fait, si Pon change n en =. aenb, bena, m 
en m + © dansla transformée en s, obtenue i haut, 
on en déduira l'expression 


a 


qui sera rationnelle si = + est un nombre entier. ` 








` 
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Cela: revient à faire immédiatement 
as~” f- b—st, d'où a-p be" = s"st, | 
transformation employée par Euler. 
C’est: à : ce cas que s rapporte la différentielle - 


| sr (a + bx")? ; 
pour laquelle 


193. Puisqu’il n’est pas possible d'intégrer en gé- 


P 
néral la formule /x"—1dx (a+ ba”), l'idée qui se pré- 
sente d’abord est de chercher à la réduire aux cas les. 
plus simples qu’elle peut renfermer. 

On y parvient assez facilembnt, au moyen de Pin- 
tégration par parts, procédé fécond qui sert à ramener. 
une intégrale à une autre. Il se tire de l'intégration des. 
deux membres de l'équation 


d uy = udv $ vdu (11), 
qui conduit à | 
uv = fudy +fydu, d'où. fudv = uv — fvdu. 


On voit par là que si, dans la différentielle Xdx, la 
fonction X peut se décomposer en déux facteurs P et 


~ Q, et que l’on sache intégrer la différentielle Qdx, eñ 
q 8 


nommant v son intégrale, et faisant  — P , ön aura 


SPOdx = Py — vaP, 


ce qui ramène ja difficulté à intégrer frdr. - 
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194. Pour abréger un peu les résultats, dans l’apphi- 


-P 
cation de ce qui précètle à la formule s">'da(a+-b2"*)9, 
J écrirai p au lieu deË , et il faudra supposer que p'est 


un nombre fractionnaire quelconque : on aura alors la 
formule | 
x" dx (a + ba”). | 
Parmi les diverses manières de décomposer cette. 
différentielle en facteurs, je choisis celle qui tend à 


diminuer l'exposant de x hors de la parenthèse, et qui 
$ "opère en écrivant ainsi, 


JER, x" dx(a Hbx"}, 
la formule proposée. -Par ce moyen, le facteur..... 
x" 'dx(a + bg”)? est intégrable, quel que soit p (170): 
en représentant donc ce facteur par dy , on a 
o (apb | 


— (pHi ? 
où il résulte. 


a" e(a bajt M— | OA E i. 
E ro fx dx(a + bx.) t; 


or 


et uma, 


fe" 'ds(a+ x") 


Jar" idx(a br") 
fera dr(a + Br) (a+ bx*)— 

af" ida(a ba") fe delata"); 
mettant cette dernière valeur dans léqaation précé- 


dente, et rassemblant les termes affectés de l'intégrale 
fa" dé(a + bx”), il ee 


(a he =. à fa dr(abst)— 


e Hery aln) RE CAN A 


Cp+ihr 
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d'où l'on tire (4)..........,.. fr" dx(a + br”) 
(a + ba) — a(m — n) | dala + C2 Li 
b(pn+1m) 

Il est aisé de voir que puisqu'on peut ramener, par 
cette formule, l'intégration de fx"7'dx(a+bx"} à 
celle de /fx"-"-'dx(a + bx", on ramènera aussi 
celte dernière à celle de fx"—""—'dx(a + bx")P, en 
écrivant m-—n à la place de m dans l'équation (4); puis 
changeant encore m en m—2n dans cette même équa- 
tion, elle fera connaître fx"—#%—1dx(a+ bx’), au 


. moyen de fx"%%—idx(a + bx"}, et ainsi de suite. 


En général, un nombre r de réductions conduit 
à fx" 'dx(a+ bz”)? , et la dernière formule est 


fem dx (a + ba) = 
s(a Fbst) + — a(m—rn)f s" 'dx(a + ba”)? ba”) 
~- bpr+m—(r—1}1] 


T est évident, par cette formule, que si m est 
un multiple de n, intégration de la différentielle 
xdg (a+ bx" } s'effectuera algébriquement, puis- 
qu’alors lanéantissement du coefficient m—rn fera 
disparaître la dernière intégrale fx"7""1dx(a + ba"). 
Ce résultat s'accorde avec celui du, n° 192. 


195. On ‘peut obtenir’ aussi une réduction par la- 
quelle l’exposant de la parenthèse soit diminué de 
Punité; pour cela, il suffit d'observer que 


| J x" "ds(a + bx") = fx" \dx(a bx")P—' (a + bx”) 
=a fs" 'dz(a 4+ bx"} + bfanr —dala + bar), 


et que la formule (4), en y changeant m en m+n, 
et p en p— 1, donne 
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, farte m'ds(a + tarpa 
(a + ba” p — amf adaa + ba" ye 
b(pn + m) | 
Substituant cette valeur dans l'équation précédente, 
ON aurs (D). eue suisse fe" dx(a + ba") 
x" (a + bx")? + pna fx" \dx(a + bx”) 
pn + m ' 

Avec cette formule, on ôtera sucöessivement du 
nombre p toutes les unités qu’il peut:contenir, sim-. 
plificatiou qui, jointe.à celle que procure la formule 
(4), fera dépendre l'intégrale ` 

fa" dx(a + bx")? de fin-m-idx(a + bs"), 
rn étant le plus grand multiple den contenu dans m—1, 
et s leplus grand nombre entier contenu dans p. 


5 
L'intégrale /x’dx(a + bx)’, par exemple, sera ra- 
menée successivement, par la formule (4), 


Š. pI 
fr'dx(a +.bx)*,  fxdx(a 4- bx’); 
, > 
puis la formule(B) fera dépendre fxdx(a 4 bx")" de. 


3 L 
Jsda(a+-bx°)* , et celle-ci de fédx(a + ba?)*. 
196. Il est évident que si m et p étaient négatifs, 
les formules (4) et (B) ne rempliraient pas le but. 
pour lequel elles ont été construites : elles augmente- 
raient alors les expôsans de x hors de la parenthèse, 
et celui de la parenthèse; mais en les renversant, on. 
en trouve qui s'appliquent aux. cas dont il s’agit. 
On tire de (4), 
> fav-2—dx(a + banj = 
a" "(a + bat) PH ae b(m-+ np) Ja" dala + ba”) >. 


am — n) 
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et mettant — mn au lieu de m, il vient (C) 
fx" 'dx(a + bs") = 


_ "(a+ bar} t + b(mnnp)fe tr dalat ba"), 
: am 


formule qui diminue les ex posans hors dela parenthèse. 
Pour renverser la formule (B), on prend 
fa" 'ds(a+ br") = 
_#"(a + ba")? — (m4 np) f2" 'dx(a + ba") 
pna | ! 
puis on écrit —p +1 au lieu de p, et il vient (D) 
| fa" 'dx(a + bx")? = 
5" (a+ br) rt Parts s A5) RE i 
Gina 
formule qui atteint le but proposé. 

Les formules (4), (B), (C), (D), deviennent illu- 
soires , lorsque leur dénominateur s'évanouit. Cela ar- 
rive pour la formule (4), parexemple,quand m==—np : 
mais daus tous les cas de cette espèce, la différentielle 


proposée peut se ramener à un monvme, ou bien à une 
fraction rationnelle à 





197. Soit [== = m étant un nombre entier po- 
sitif; la formule (<), en y faisant a=1 , b——1, n—2, 
P=—;,; donne 

x"—ds Pe t VA T m—2 de 


V'ix M3 7 I= 














(*) Voyez le Traité in-4°, t, IT, page 41e 
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et mettant m au lieu de m — 1, il vient 





x"dx : smy tx m1 f xda 
a — mm CR SEEE E EEA "p E. Bp ea © 
m. m V 1 — s’ 





] V i= 
Si Pon donne successivement à m. différentes valeurs , . 
en commençant par les nombres impairs, on aura 








dx ——— 
=— Vis + const., 





V 1—x° 
x°dx l — > xdx 
————;1 V'1—x+ = =— y 
v 1— x? 3 3 yY }.—- 
| dx I —— ,4 xda 
ee a ZT, p -a $ n? ze: aan ee i 
oroa a ee 
E o dx 


Vis 


etc. 





x’dx ‘a 6 
= - IR >», 


On tirera de là 


= 4/17 + const., 
I — x° 
3 f Zr 
J= HAVE Hem 9. 
I a 


— V 


CES pattes MES 3. Vis + const. , 


Vics 
-a é 1.4.6, 1.2.4.6 — 
un + at Sn + rm x Pons i 





etc. ; = | 
la loi de ces valeurs est évidente. 

Passant aux valeurs paires de zn , et D à 28 m=2, 
m=, m =ô, etc, on trouve 
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"sd E 
Vpn 
— gÊ ess 
-xtdx „E a /—3 , 3 x'dx 
= — OV aa He | ———— 
V'1—x . 4 4 | 74 Vis 
ada ` xídx 


T AÁ +a Pe 
etc. Dee Se d f 

Dans ce cas, toutes les A proposées dépen- 
dront de 


-4 


= = are{sin = e + const. (36), 


et en représentant par A Parc indiqué, on aura 


a = 7 A 4- const., 


Vo 1—g° 

BEL 

Vis 
xidz ` 

A = =} HV ae 


xd I ma nra = 
V Vis e a re LE 
etc. BETAN 
198. je vais der maintenant les formules qui 
répt@dent aux cas où mest négative. On a alors, par 


la formule (C) (196), 


4 o’ 


pi ne LA + const., 





Sa 








2e de de Vi mr fa bide | 
Vi nm, ml yes 
et en’‘écrivant — m, æi lieu de —m —; ,- il pient 
| de . Vas : m2 fi dx : 
VS ef 


3 4 + const., 


I 
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On ne peut pas supposer m== } , puisque cette valeur 
rend le dénominateur nul ; il faut donc chercher à priori 





l'intégrale de - = On la trouvera facilement 
=- «Vi1— 


d’après ce qui a été dit n° 192 ; on fera 1—x*—s", d'où 
il résultera 


X = V/1—s5, dx = ———, 
et par conséquent 


équation dont le second membre a pour intégrale 


— HG) +40 =-1(5 2); 


I m 
remettant au lieu dė z sa valeur, on aura 
tV VIE), 
FF. o n Nyra 


multipliant par UET ae les deux termes ` de la 
fraction comprise- sous le signe }, où obtiendra 


—}] CEA) À [€ ERT 








E aa 
= + ): 

on aura donc enfin 
= (HE Tenun 


Maintenant, ‘st Pon FPE d’abord m = 3, 
m=, ete, il viendra 


I 
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me UT ES RTS D ~» Rennes Een EEE g 


Ly i— aeo 2 sVi—= s 








f: dx — Vis 3 də» 
Pe y 





avic 6 Te 
ete. 


Faisant ensuite m=2, m—=4,m—6, ete, on 
trouvera 











dx V'1—x 
V1 ad Fo 
ds ___Vi—s ,2 > dx 
Ty e 3e E sY res 
Às KI Vi— Á dx 


e= -zs t3 T 
etc. + ? > 
- De ces deux suites d'équations, on tirera, comme dans 
le n° précédent, une classe de formules intégrées par 
logarithmes, et une autre classe qui sera algébrique. 
199. La différentielle x"dæ(ax' + bx"}, se rame- 
nant à la forme x"+P"lx(a+bx"-")P (192), est suscep- 
tible des mêmes réductions que celle-ci. Pen donnerai 
pour exemple l'expression = qui se présente 
7 ie ZEK om gt 
dans la Mécanique. On a d’abord 
biae == = fstds(2c% — s) a 
ges — x’. 
| S ps1=Vptae — ayh; 


la formule (4) (194), en y faisant 
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m= q -+4 l; n= 1, p=— 53». a= 2e, b= — I, 
donne S 
| fx" He 

xTi(oc—x)s : 2c(g—! n 
a O + Qi) a fx1 Fda(2c—x)" À; 

g : g: 
et si l’on observe que 
x175 — xI yi ; x1" a z= slig jé 5, 

puis qu'on fasse rentrer les puissances fractionnaires 
de x sous les parenthèses, qu’on changera ensuite en 
radicaux, on aura la formule, 


o JS 


ETET. A Gri 7 A 
aoo V Zox — s 
200. Les trois exemples Fe se rapporteñt aux 
formules (4) et (C); on tire des résultats non moins 
utiles de la formale (D). (196), puisqu'elle sert à 
intégrer la différentielle 





FEF ni + LE 


qui a été mise de côté dans les. fraction rationnelles 
(180); car si Pon fait 

s=; a=b, SeN m=i; n=2, p=m, 

la formule (D) devient 

i | “fàz( 8° ef» gy" = —— 

preje + Gm Ce) us 
(2m — 2)8* 
d’où il résulte - ù L 


y 
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fi dz _ I 
JEFA (Gro CE 
| + 2m — 3 
(2m — 2)8*. = 
La réduction indiquée dans cette formule s'arrête à 
IE TEP’ car si Pon faisait m = 1 , le diviseur 2m — 2 


devenant nul, le second membre serait infini. Il est 
aisé de voir que cette circonstance est du même genre 
que celle du n° 168, puisque si Pon pouvait passer de 
m== 1, à m== 0, on tomberait sur l'intégrale Îd=3, 


et l’on aurait algébriquement l'intégrale Er. qui 


est nécessairement transcendante (180). 
De l'intégration par les séries. 


or. L'intégrale /Xdx. s'obtient facilement lors- 
qu'on a développé la fonction X en série, parce qu'on 
wa plus à intégrer que des monômes , auxquels s'ap- 
plique immédiatement la règle du n° 167. En effet’, soit 

XE Am BPH LE Crntoe EL Dota Letc. ; 
si Pon multiplie les deux membres de cette équation 
par dx, et qu’on intègre séparément chaque terme du 
second , on trouvera 


Axt Bar"ta+ri CCE 
= ti tmp = ete eonsé 


Lorsqu'on rencontrera dans le développement de X 


un terme de la forme £, il en résultera dans l'intégrale, 
le terme Alx (168). 


202. La fonction la plus simple qu'on puise réduire 
Calc. intègr. 1Q 
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> T => ayant pour développement 
N w 
S a a tete, 
d’où 
Ae s 


x° g st 
a à td GATE MAI | 


en série, est 








mais on sait d'ailleurs que j: - i 
on aura donç | 


l(a+s)=<—— 


a 2a* 


-=L (a 4x) + const: 


xt 
ne 3a — fal T Er + const 


Pour trouver ce qu'exprime la constante, il n’y a qu'à 
faire x—0; il vient, dans cette supposition, La—const., | 
et par conséquent 


| ne a _x OO D x 
Kata) mla=(1 +5 a t ipat 
résultat conforme à celui du. n° 39, | 
Soit la différentielle Es qui, powvæat se mettre 











dx | 
sous la forme —; appartient à Pare dont. ly, tous 
ga 
a° - 

gente = - = (36): en réduisant z KEF - en série, on ob- 
tiendra 

q 1 a st 

+ a œ — g T etes 


e Fintégration donnera. ensuite. 


DE CALCUL INTÉGRAL poa 291 


EE = arc (tang =: “+ const, == 
& x, | 


ad 
mr + Rs a + etc. + const. 
Si l’on veut tirer de cette équation la valeur du plus 
petit des ares dont la tangente est F, il fandra suppri- 


mer Ja constante arbitraire, puisque l'arc cherché est 
nul, lorsque x =o, et l’on aura 


x x 7 
arc (tang =°) =: -zp + FD — + ete., 


résultat conforme à celui du n° 38, 

En opérant de même sur Ei, on trouye 

i x"dx grt girnd 

JEFE ee F 
gatnt 
+ (mF anija" — cte. -f ii 

203; Le but de Pintégration par les séries étant de 
se procurer des valeurs approchées des intégrales qu'on 
ne peut obtenir rigoureusement, il est important d’avoig 
plusieurs séries pour exprimer la même intégrale, afin 
de choisir celle que rend convergente la valeur par- 
ticulière qu’on se propose de donner à x. Les séries 
qui procèdent suivant les puissances positives de x 
dont les exposans vont an croissant , ou Les séries as- 
endantes, ne convergent, en général, que dans le cas où 
la variable x demeure très petite; tandis que celles 
qui procèdent. par des puissances négatives de x, ou 
les séries descondantas, convergent d'autant plus que 
œtte variable est plus grande. | 


19.. 
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Pour parvenir à une série de cette espèce, dans 
Pezemple-ci-dessus, il faudrait changer l’ordre des 
termes du binome a" -+ x", ou mettre x à la place 


: I . 
de a dans le développement de FFP on aurait 


I I a” a” as 
geja a x x EL 


et, après avoir multiplié par x"dx et intégré, il 
viendrait 


f s”ds o I 
J- æpa (n—=m—t1)x""i 


a? an 
+ (27n — m— Van (3n— m— 1 jar mi 
etc. + const. 


“Cette série serait illusoire, si quelqu'un de ses dé- 
nominateurs, compris dans la forme in —m—1, s'éva- 


 nouissait, ce qui arriverait si »m—+1 étaitun multiple 


de n; dans ce cas, la différentielle développée contien- 


drait un terme de la forme Sn ds , dont l'intégrale 
serait 4 )r]x. 


Si Pon fait, dans le résultat ci-dessus, m = 0, n=2 
et a =1 , il devient 


| dx I I I | | 
JLi tgp gp tete + const. ; 


mais quoique l'expression So soit la différentielle 


de Parc dont la tangente est x, il n’en faut pas conclure 
que la série précédente soit le développement de cet 
arc, puisqu'elle donne l'infini lorsque x= o. La 
considération de la constante arbitraire lèvera cette 
dificulté, si Pon fait attention que pour connaitre la 
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vraie valeur d’une série, il faut toujours partir du cas. 
où elle est aa Or la série 


-+ ps + ete. 


lest d'autant plus, que x est plus grand, et- elle s’éva- ` 
nouit lorsque x est infini : à cette limite, Péquation 


arc (tang == ++ za + etc. + const., 


| w > 
se change en arc de 1?= = const, et substituant cette - 


valeur de la constante, on obtient. 
æ I I I 
arc(tang = x) = = + cre ES + etc. 


On pourrait intégrer aussi lá fonction rationnelle - 
Udx ,. Le . U 
Fa (172), en développant en. série: expression y> 
mais ce moyen ne conduirait qu’à des résultats fort: 
compliqués et rarement convergens; d’ailleurs ces cal- 
culs sont à peu près inutiles, puisqu'on sait ramener cette - 
différentielle aux logarithmes et aux arcs de cercles, dont 
on obtient les valeurs par les tables trigonométriques. 


£ 
204. La formule /x"—'dx(a +- bx") est facile à 
| p 
intégrer par le développement de la quantité (a+-bx")f 
en série , et il vient pour résultat 





; T} fada(a tby = ar E HET 

qa mn 

pR(p—g)b: x m+2n P(p—9) (p—2g)b° x m-4-3n . 
Tiar 1.2q°a* at 1.2.3  m+3n +ete. |; 


‘ . + const.. 
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Si l'on voulait obtenir une série descendante per rap. 
port à x, il faudrait donner à la différentielle proposée 


m+ —] 


la forme x dx (b + as"), et après avoir dé- 


m4 
veloppé (b + as a}, multiplié le résultat par #7 1 dx 
et intégré, on aurait 
m 
mg “np 
q+ HE | 
Lpe get | pq Fa 


gb mg+(p—q)n 1.2q°b° mg+{(p—2q}n 
+ const. 


fx" dx(a + ban) — =j jla 


Tant que les quantités a et b seront positives toutes 
deux, ou que:g sera un nombre impair, on pourra 
se servir indifféremment de cette série ou dé la pré- 
cédente; mais lorsque g sera pair, la première formule 


Ld 
deviendra imaginaire par le facteur af, si aP est néga- 
tif, et la même chose arrivera à la seconde, si P 
est négatif. 





205. Soit ==, expression qui est la différen- 


` { | 
tielle de Parc dont le sinus = x (36); on aura 
A- 4? CE er: Lili Se HAE x «je ett., 
or SE SES 
et delà 
. dy 4 ar35 1.3.5 47 
+ as a. Lrr+Es gere + const 


n supprimant la constante , la série s anéantira, lors- 











5 à TE e- Dou 
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que #==0; elle donnera par conséquent -Ja valeur du 
plus petit des arcs dont le sinus — x, comme dans le 
n° 38. 

Voici encore quelques résultats faciles à obtenir, 


- d'après ce qui préebde, mais qu'il est bon de connaître. 


x v ° -= 
1° line ein € faisant Vx pn U;. 


-e 9 


Vans Va Vi x 
- 


va a LE mais par ta série précédente, il vient 


Vi 





= HITS DE rR ne + ete. ) 4+ cona. à: 
donc 
dx 1.32 1.3.3 
Í 2o 1S 17. HS 7 +00 ) rame 


X— XX 


2°. dx /2ax — x à (au)° x° de~ a j 
a 


or 
L + À 
(5) =- 1% I. Lie _ ris O te | 
2a] —  22a s44a 2.468 D 
donc 
p] LA 
2 à 1 2% 1.1 2° 





SA Via Er = TE 


3 rs 
AL. 0 Avaa const. 


2.4.6 9.8 T e 
rer è 
ou a is it 2.47.4@ aș 


_tr.3 # 


MT EE ggg — ete Jar 7a + const. 
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fs VER == donne, après la réduction de Vi+s 
that 
en série, et l'intégration, 


x 15 1.3x° 1.3.5 x’ 
VERTE Epogre 


4° "da jt NS TA 
JV Tr 32 2.4.4xt 2.4.66 

— etc. + const. 

Cette série , qui renferme la transcendante lx, est d’au- 
tant plus convergente que + est plus grande; on peuten 
obtenir une autre entièrement algébrique, et d'autant 
plus convergente que + diffère moins de l'unité. Pour 

. Cela , il faut faire : %—1+4u, ce qui donne 


ee a +) 


développant ( +5) 5 multipliant chaque terme par. 


a : 2 5 a = 
: u *du, et mtégrant, on trouve ` 
P du č 
E A V zupu 
3 à 
.12u* 1.32u° 1.3. 5 2u 


1 zo 
SE 2 3. Lu 45. 4 2. 2.4. .6 at} 
M Ziu’ I. 3.5.1 
=(:— Rr = 2 Hag 3. 2. 4.6.7 6.7.8 T to. ) V ZE com: 


et puisque u =a e y ; les termes de cette série sont 
‘d'autant plus petits que +—1 est peu considérable. 


206. L'utilité de la réduction des différentielles en 
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série , étant seulement de les transformer dans une suite 
de termes dont chacun soit intégrable en particulier, 
il n’est pas toujours nécessaire que les termes de ces 
séries soient des monomes. 

Si Pon a, par exemple, 


dxV/1— ex 
Vis ’ - 
et que e soit une quantité fort petite, le développement 
de y 1— ex donne une série très convergente, parce 
que dans la différentielle proposée x° est toujours <1, 
à cause du radical W1—x"; on trouve 
a a I G såe 3 r 
Var ue px — es in ; 
| 2 2.4. 2.4.6 


et il vient à intégrer la suite 








dx I I. -1.3 
EA P N E — ex5 ete.) ; 


Vis 2 2.4 2. T6 
dont chaque terme rentre dans la formule J: a 


traitée au n° 197. En substituant au lieu de 


ds x°dx ' [ xtdx 4e 
Vi— J Vis" Ia 
les expressions données dans le n° cité, il en résultera 
dr V'1— ex E 
Vas 
-4 aia x Fe -3 4} 
4 nn 
À ANSE EAEE 10 3.6 
I.I I. EEE 1.9.9 
+57 VERE: WE Ts 4 


a ee. o «e$ conÿt. 
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On traiterait d'une manière analogue la différentielle 
dx d% Yo 
VOSTA Vis VaR 


en réduisant en série la quantité 


| | Ts 
et quant à la différentielle 
dx 
V (2cx — x°) b — +) ” 


qui se rencontre dans la Mécanique, le développe- 


ment de 
Gas = (i 5) = 
ra hipi x 15 .3 x° TE a 
25 2.46 HERAT 
ramènerait à Pintégration de 
sid% 


V zes — a 


= (ax) *; 





` 
, ? 
i 


(199). 


De Vlintégration des fonctions logarithmiques. 


et exponentielles. 


207 Soit d’abord la différentielle Pdx(Ix}", P 
étant une fonction algébrique de x; l'intégration par 
parties fournit le moyen de la simplifier en diminuant 
l’exposant de lx. 

En effet, si dans l'expression générale fz" Pdz, bn peut 
intégrer le facteur Pdx, et qu’on posé en conséquence 

Pdz — ds, u—3* et. d? = Zdr, 
la formule fuds:— uy — fydu (193) donnera 
fz"Pdx= y — nfa vs ds (1), 


s5 


AE EO A EE OE E EE O A E E E T T 
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sésultat où Ín différentiation a dimiaué d'une unité 
exposant de z, si toutefois cet exposant est positif. 

Le contraire aura lieu s’il est négatif; alors il faudra 
changer la manière c opérek, et faire tomber l'intégra- 
tion sur le facteur s", oe qui sk peut en observant que. 


| l'équation 

de — #dx donnant de %, oa j m= 
P ds _ P 1 | 
x +` T mra To aar -a5 (2). 


208. Pour la différentielle x"dx{lx}*, on pose 
- ymt 
x"de = ds, d'où ee: 
et l'équation (1) conduit à 


m+1 ] n 
fr" dx(lx)" = css St ms Jx"dx(x)"". 


Si dans cetle dernière on change successivement n 
en n— 1, en n— 2, etc., on trouvera 


ami (l x) n—1 


fe"da (x) = cvs mr 2 famds(la)"—* , 
> mi n—4 D (Is) m n= 
feras) E ETE fardal y, 


eté. ’ 
- En poursuivant ces réductions, on ôtera de l’ex posant 
n, S'il est fractionnaire, toutes les unités qu’il contient ; 
` et l’on peut aussi par leur secours construire la formule 


générale 
Pe; x"dx(lx)" = a 
Cee 
__ n(mmn) qx see o 


(m41)? 
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qui se terrinera toutes les fois que n sera un nombre 
entier positif. 


_ En prenant n—1 et n=2, on trouve 
Betas 2 {1 1 P 
z'drlx= —— {lr — —— ‘const. 
S m-+1ı { m1 + á 


ant faae 2 pa a} 
fax" dx(ix)— =O T m+ — y nd T (m+ si) 
+ const. 


Lorsque m——1, la formule ci-dessus cesse d’être 
applicable 5 mais en faisant lr =u, on a 


ut 
— F (Le) == fu"du = = + const. 


=> = (ET adea const. ; 


et la même transformation rendrait algébrique la dif- 
férentielle ty , dans laquelle U désignerait une fonc- 


tion algébrique de lx. 
Lorsque n est négatif ou fractionnairé , la série se pro- 


longe à l'infini; en faisant n——;, par exemple, il 
vient 


ri 
m-f | ; -3 
SRE E E TE A 
(lx) 2(m+1)(x)" A(m+i} (x) 
nn E nt 
&çm+1) 0a)" 


209. Pour diminuer l’exposant de 1x, lorsqu'il est 
négatif, il faut employer la formule (2) du n° 207; 
avec laquelle on trouve 
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x"dx : = sir + m1 f'x”dr 
(D {a= l nea] (lx)? 
et répétant cette réduction, en changeant n en n—1, 
en n—2, etc, on obtiendra 


a e S A (Ca ES 
(ix) —i)(e) (n—1}(n—2){(1x)" > 
(m+1r) x"+s 
00 DU us... 1,9 
(m+r)"1 x"dx | 

0. Ga, Le 
en supposant que » soit un nombre entier. 

Quand m= — 1, la formule précédente conduit à 


dx I 
Jas- mnia + const. y 
résultat qui dovient illusoire lorsque #—1; mais la 
différentielle = qui répond à ce cas, s'intègre immé- 
diatement , en faisant Lx =, puisqu'elle se transforme 


en = , et l'on a pour son intégrale I(1x) + const. 





210. L'intégrale f = , te laquelle dépend... 


x"dx : į à 
(y , quand n est un nombre entier, parait devoir 


constituer une transcendante à part. On la ramène à 
une forme plus simple, en faisant x"*! 


=z; Car il 
| | 
vient alors ar, lx Ent et par con- 
[ræ ft | 
soagn I k m 


On trouvera plus bas le développement en série de 
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cette dernière, qui se rapporte aussi aux fonctions ex- 
ponentielles, en. posant ls = u, ce qui donne s=“, 


ud 
dz = e“du af L 


211. Je vais moccuper maintepant de Pintégration 
des fonctions exponentielles ; je ferai d'abord remar- 
quer que l'équation d.a” = a*dxla (27) donne 





1 LA a 
a*dr = z d.ae?, d’où fdx == = + const. 


On tire aussi de là dr = Le, par ce moyen, la dif- 


férentielle dx devenant Te , se change en Lid 


lorsqu'on fait a7 = u, et est algébrique par rapportàu ' 


lorsque X est une fonction algébrique de a”. On trouve 
afdr du 

Vipat hVipu 

212. Passons à la formule fa*x"dx, de laquelle dé- 


pend /Pa*dx, lorsque P est une fonction rationnelle 
et entière de x. L'équation (1) du n° 207 donna. 


a, 
fa x"dx = = =; — — = fa æ"T'dx; 


et en continuant cette réduction de n—1 à n—2, etc., 
on parvient, lorsque z est un nombre. entier positif, à 


ainsi que 


Ja x'dx = Ets ga +) n—a 
~ TS Dans, e. LT) + const. 


213. Si l'exposant n est négatif, l’application de la 
formule (2) du n° 207, conduit à 
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aàr c a” la [= 


EC CEE EE 





RÉ 
et quand l’exposant n est entier, on ohtient 
a*dx _ a” _ ala 
x” (a 1)X*! di (n—1)(n—2)x" "à 
a“ (ta)* E po a”(la)"— 
(n— ena a t (nmi )(n—a)...1x 
— (la [F g'dr 
T aaa (n—1)(n—2)...1 
On ne saurait pousser la réduction au - delà de 


f TE, car l'équation 





ne donne rien, lorsque n —1. 
On retombe encore dans cet exemple sur la trans- 


zd Eaa 
cendante f me, dont jai déjà parlé n° 210 ; etsi l’on 


pouvait obtenir som expression , on aurait en même 
temps l'intégrale fa*x"dx, pour tous les cas où n est 
‘un nombre entier. 

Lorsque » est un nambre frartonnaie ,; les deux 
développemens dont on vient de faire usage ne se os 
minent point. Si Pon avait, par exemple, n= — 
le premier donnerait la ne 

ax 


moi E 
Va = el i aria T Zelar 
+ TC + ete.) + conah; 


et en faisant n = + dans le second , on aurait 


T 
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x 1.3 "1.3.5 
_ Bla) 
13.8. O te.} + const. 








214. En remplaçant a“ par son développement (a7) 
dans là fonction ds on obtiendra 


| Par: — —JPàx Fa = fPrdx + cr L fPadr 





+ no = 3 [Pada += dy paix +, | 
ce qui fournira un nouveau développement dé /Pa*dz, 
toutes les fois qu’on pourra obtenir les fonctions 
fPdx, fPxdx,....fPx"dx, etc. 
Si P = x", il viendra 


rt: aile | æ"#(la) | 


| l Jeu ni  1(n+2)  1.2(n+43) 
PRE __x"+4(la) 
Es À: aaar 1 ET consk 9 





où il faudra élire lx au lieu de Eas z? lorsque n sera 
un entier négatif égal à — i. 
L'application de ce moyen à l'intégrale [= — i) 
donne le Cr 
a*dx x (la) S(la} 
S x = + F I zea : + ee, 
TN 


+ 1.2.3.4.4 + etc. + const., 


; Je 
que la supposition de a? = s, d’où il résulte r=} 





et lx = lls — lla , transforme en 
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I 1 (1z)? (LL) 
=l s+ ar. EE His 2.3 


++ = nOn gt q etc. + const. 


215. Il y a encore un autre moyen d'intégrer upe 


fonction exponentielle, telle par exemple que aan : 
Cest de chercher à la rapporter à la différentielle de la 
fonction e*P, qui est. e”(Pds -+ dP) , et dans laquelle 
P représente une fonction algébrique de x. C’est prin» 
cipalement la sagacité et habitude du calcul qui peuvent 
guider dans ce procédé. L’exemple proposé étant fort 
simple, il suffit de faire 1+x—3: on a alors 


ne = ea): 


et avec un peu d'attention, on | voit bien que — = 
étant la différentielle de - il faut prendre P = - „d’où 


il résulte l'intégrale ‘ £ T const. Remettant au lieu de g 


sa valeur, on trouve as TE = = + const. 
. De node des PA circulaires. 


` 216. Au moyen de l'équation (1) du n° 207, et en 
observant que 


ions -2 (36), 


on trouvera que | 
Calc. intégr. 20 
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in arc (sin— x)= 
ati +1 
X arc a x) — an 
+ 1 n TT I 1— x° 


a été traitée dans les n°‘ 197 et 198. 





are 


Vi 1— x° 

Cet exemple suffit pour montrer que fPzdx, z dé- 
sigaant un arc de cercle et x l’uné quelconque des 
lignes trigonométriques correspondantes à cet arc, 
pourra être ramenée à l'intégrale d’une différentielle 
algébrique, toutes les fois que /Pdx sera une fonction 
algébrique de éette variable , puisque les différentielles 
de Parc sont aussi de pareilles fonctions (36). 

En supposant toujours que x soit le sinus de Parc 3, 
on obtient par l'équation (1), 











fds = xz” — nfs*—! re 
1% 
fa" JE _— — m y r (nr) fr" ds, 


1—x%* 
et ainsi de suite, d’où Pon conclut 
ue [z"dx = 
2"x + nz° y 1— xt — n(n — 1)" "x 
a n(n = 1)(n — JE + etc, 
série qui s'arrête lorsque nest un nombre entier positif. 
Si l’on avait Pdx = dz, lintégrale fPz"dx se chan- 
m1 . 
' gerait en /s"dz= a + vont. ; et si Pon substituait 
à z” une fonction algébrique ail de z, l'intégrale 
considérée par rapport à z rentrerait dans quelqu'une 
des formules traitées précédemment. 
217. Les fonctionsqa’on rencontre le plas sopvent ne 
. contiennent pas larc , mais seulement sa différentielle, 
et pour les intégrer il faut se ppor que, par les n°” 33 
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et 34, 
d.sin nz =  ndzcosns, d’où f ds cos ns — - sin na 4-const. 
d.cos nz = — nds sin nz, f dzsin n=—- cos nz -4 const: 
d. tangnz = iy » ie —= - tangnz-}-const. 
d. cot nz =— Be. j fier To 
d. séc nš = TT e == - séc ns-}const. 
——© +oonst. 
d.cosécng = — ne | = LÉ réa 
= +const. 


nsin ns 
= 218. De ces intégrations résulte d’abord celle de 
toutes les fonctions rationnelles et entières de sinus et 
de cosinus, parce que, au moyen des expressions de 
sinacosb, cosasinb, sinasinb, cosacosb, 
rapportées dans le tableau des formules trigonomé- 
triques (Trig. 29), on peut les changer en simples sinus 
et cosinus. 
Soit pour exemple 
dx sin (mx n) cos (px + q); 
si l'on fait d’abord 
a=mxkn, b=px+g, 
sin (mx + n) cos(px + q) = 


isin[(mp}xtn+gl+t sin[(m—pletn—g]; 
el posant 


on trouve 


` 


biai 
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(m+p}x tn+q—=z, (m—p}x+n—g—1, 


d’où 

dz dz 
m + p’ a m — p 
on maura pg à intégrer que la différentielle | 


dx = 








ea D ———— dssinz + st CEE ds'’sinz, 
qui donnera : 
SE. e o O 
— (m4 p) 7 EU cosz -}- const. 
En remettant pour z et z’ leurs valeurs, il viendra 
__cos[(m+p)s+n+g] _ cos[(m—p)x+n—9] 
2(m+p) 2(m—p) 

Il n’y a pas plus de difficulté pour les sinus et cosinus 
élevés à des puissances entières et positives, parce que 
les formules trigonométriques citées convertissent ces 
puissances en sinus et cosinus d’arcs multiples. 

C'est ainsi que la formule 


+ const. 





sin a? = i — ! cos2a, 
changeant 
[sin (ms +n)]* en į— }cosa(ms + n), 
conduit à l'intégration de | 
dx{sin (mæ + n)}'; 
car si l’on fait ` 
| T dz 
ə(ms -+ n) =z, d'où = am 
on obtiendra la différentielle 


Z — (a — 0088), 


dont l'intégrale ` 
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.2=-$in3 Taare on D en BB Dos 
4m 4m | 
219. On s'élèverait aisément des expressions de sin a° 
et de cos a°, à celles de sin af et de- cosa, et ainsi de 
proche en proche ; ; mais celles du n° 187 conduisent à 
des formules qui comprennent tous ces cas i 
En effet, on a d'abord, par.cet article, . 
(NT He NT — 1} 





, Ou E e TE Te 





27. 
et si l’on développe le sécond membre de -cette équa- 
tion , en considérant l’exposant n comme un nombre 
entier , il viendra 

2°008S — a 


env: +: 2 =s) —T + A 1) elyi —3 
.3 

+ | WT, Le Pre Ti Let. 

1.2.3 L z 
mais lorsqu'on change z'en mz, Péquation : 

PAS = cos 3 +V —1 sin s, 
donnant | 
em = 1 — cosmz + V/—1 sin mz, 

fournit le moyen d’exprimer en sinus et cosinus tous 
les termes du neveloppement ci-dessus , qui peut ensuite 


şécrire ainsi : 
n(n==1) 
a cos(n— f}z 


cos nz + 7 z COS (n—2)z + 
+e De De ostao). + El cos — (n—2)z + cos—nz 


+ V/—1 fa sin nz- - z sin(z—2)z +2 tre fé 
+ Nu 6j | ak iak i sin—ns } j 


1.% 
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et dans lequel les termes affectés de W/—1 se dé~ 
truisent comme on va le voir. 

1° Si n est impaire, le nombre de ces termes est pair, 
et tons ceux qui sont à égale distance des extrêmes ont 
le même coefficient, mais ils sant de signes contraires, 
parce que 


sin == mz = — sin ms (Trig. 26), 


_ quelle quesoit m; la première moitiéest doncdétruite par 
la seconde, et il ne reste que la partie réelle du déve- 
7 loppement. Si lon éprouvait quelque difficulté à con- 
cevoir ce qui précède, il suffirait pour la lever, de 
faire le calcul en assignant à n une valeur particulière, 
comme 3 ou 5. ; . 
Dans cette opération, on verra sans peine que la 
_ partie réelle qui forme la valeur -de 2" cos z", lors- 
que le“nombre n est impair, peut être réduite à la | 
moitié de ses termes, en observant que | 





cos — ms = cọsmz (Trig. 26), | 


d’où il suit que les termes placés à égale distance des 
extrêmes sont égaux; on peut donc se borner aux termes 

qui composent la première moitié de la formule, | 
pourvu qu on les double. De cette manière, on trouve | 


2" cos 2° = 


2cosnz + reos(n— a) 4 A = cos(n—4)z + etc., 
| 
| 


ou, en divisant les deux membres par 2, 


au coss" = | 
cos n3 — — = cos(n—2)z + — Le D eos(n—4)z q etc. 


en s 'arrétant au dernier arc nu qui et... 
pi —(n— 1)] s= 2. 
| 
| 
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2°. Quand l'ex posant z est pair, chaque partie du dé- 

veloppement a un nombre impair de termes; mais dans 
la partie imaginaire, celui du milieu étant 


| n(n—1)(n— 2). (74 1 


n aana sin(n — n)s, 





1.2.3... 
2 L 
gévanouit : cette partie est donc encore nulle. 
Quant au terme du milieu de Ja partie réelle, comme 


il est affecté de 
cos (n — n)z = cos 0 = 1 , 


il se réduit à son coefficient, le même que ci-dessus; et 
à cause qu’il est unique dans la formule, il faut en 
prendre la moitié, si l’on veut le soumettre au facteur 
commun 2 , supprimé dans le cas précédent, en sorte 
qu'on pent encore se servir de la même formule que 
dans ce cas, pouvu qu’on ait soin de ne prendre que la 
moitié du cpeflicient du cosinus de larc nul qui se pré- 
sente alors. i 

Avec cette attention , il sera facile de former les va- 
leurs de la table ci-dessous : 


COS Z == COS Z, 
2 cos z? = cos 223 -f> 1, 
4 cos z3 — cos 3z -+ 3 cos 3, 
8 cos zt = cos 4z 4- 4 cos 2z -+ 3, / 
16 cos z = cos 5z + 5 cos 3z + 10 cos z, 
. 82 cos 3° — cos 6z + 6 cos 4z - 15 cos 25 + 10, 
64 cos 37 = cos 73 + 7 cos 5z + 21 cos 35 + 35 cos 3, 
etc. 


220. ‘L'expression du sinus (187) donne léquation 
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(e =i eV = ijn | 
PV 


, Sin z” = 
et par conséquent 


2"( vV Si sin s” = (Ni ein ss 
enr: 1  — L ete IL 7 Le -5 2’ o E T T 


_ mamn aa) aov =i + DRE 


où les termes du dernier membre sont alternativement 
positifs et négatife. Lorsqu'on remplace les exponen- 
tielles par leurs valeurs en sinus et cosinus (n° précéd.), 
il vient 

2"(V/—1)"sinz = 


oos na — Z oos (nas + ES D oiai) 

n cos(n—6)s. . A Aa 
aV ione ainga E CD sin (n—4}s 

— I) nn). + PEET < sin—ns}, 


1.2 


où il faut encore distinguer deux cas. 

1°, Lorsque n est impaire, le nombre des termes de 
chaque partie du développement étant pair, et ceux de 
la partie réelle ayant , quand ils sont à égale distance 
des extrêmes, le même coefficient avec des signes con- 
traires, se détruisent, puisque cos =-= mz = cosms. Cette 
partie réelle est donc nulle. Il n’en est pas de même 
de la partie imaginaire; les termes placés à égale dis- 
tance des extrêmes s'ajoutent, parce que ceux de lą 
derpière moitié changent de signe à cause de 


| 4 
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sin -—— mz == — sin mz. 
Dans ce cas, Péquation ci-dessus étant ainsi réduite à 
son premier membre et à la partie imaginaire du second, 
devient divisible par V—i , et les quotiens 
(V 2. sin z” == 
0 


sin n£— 2 sin (= + ———— NE 4)z 
| ` neoa) sin(n—6)z.. +? zsin— = (n—=2)2 £ sin—nz, 


sont tous deux réels, puisque, n — 1 x étant un nombre 
pair, 
| VD = Ti, 


selon que n—1 est divisible seulement par 2 ou par 4. 

lei, comme dans le numéro précédent , les termes 
placés à égale distance des extrêmes, ayant la même. 
valeur , on peut encore se borner à doubler ceux de la 
première moitié, en s'arrêtant au dernier des arcs 
positifs. 

2°, Quand n est paire, les termes placés à égale dis 
tance des extrêmes ayant le même signe, c’est la partie 
imaginaire qui s’anéantit ainsi que dans le n° précédent; 
la partie réelle subsiste comme dans cet article, avec 
un terme du milieu : observant donc alors que.... 
(V—1} == 1, et supprimant un facteur 2 dans 
chaque membre, on Le poser | 


2" sin s" = 


COS nZ— — = cos(a—a)z + — n 3 cos(n—4)£- — etc., 


pourvu uea ait soin de s'arrêter au terme où Parc 
est nuk, et de ne prendre que la moitié du coefficient. 
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Par cette formule, et en changeant tous les signes 
lorsque celui du premier membre est —, on trouvera 
sans peine les valeurs contenues dans la table suivante : 

sins = sinz, 

2 sin 2? = = CoS 23 + 1, 

Á sin = — sin 3z + 3 sin z, 

8 sin zt=; cos Áz — 4 cos 2z + 3, 
16sins— sin 5z—5 sin 3z + 10 sinz, 
32 sin 3f = — cos 6z +- 6 cos 4z — 15 cos 23 + 10, 
64 sin 27 = — sin 7s—+ 7 sin 5z — 21 sin 354 35 sinz, 
etc. (*). 





(*) Dans les formules ci-dessus, je me anis borné à considérer 
exposant n comme entier, ce cas étant le seul nécessaire pour le 
plus grand nombre des applications: on était, à l'égard des autres, 
dans une erreur que M. Poisson a relevée le premier; mais il res- 
tait encore sur ce sujet quelqnes difficultés à éclaircir. ( Voyez 
le IIIe vol. du Traité iu-4°, pag. 605 et 616 , puis la Bulletin des 
sciences mathematiques, physiques et chimiques, publié par 
M. de Férussac, t. IV, p. 216, 338, l'extrait d’un Mémoire de 
M. Poinsot ; p. 140, 344 , des Remarques de M. Poisson ; t. V, p. 4, 
celles de M. Pagani; p.250, celle de M. Ohm; enfin les #nnales 
de Mathématiques, publiées par M. Gergonne , t XVI, p. 254.) 

Comme ce n’est que par rapport à leur usage dans l'intégration 
‘que j’ai placé ici ces mêmes formules, je n’ai pas cru devoir parler, 
dans le texte , de celles qui servent à exprimer , par les puissances du 
sinus et du cosinus de l’arc simple, le sinus et le cosinus d’un arc 
multiple quelconque; néanmoins ,ces dernières formules étant 
remarquables , je vais en indiquer ici la construction. 

- On a, par le n° 187, | 


. cos nz +V = sin nz = {cos z + V/—1 sin 2)", 
cos nz — Ļ/ =T sin n3 = (cos z =V =i sin z)’; 
en prenant fa somme de ces équations, on en conclut 


(cos z4- 4/1 sin 2)” (cos z—V risin El | 
a 


cos nz = ; 


et si Pon retranche la deuxième de la première ; ik vient 





RQ 
t e 
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- 221. Maintenant, soit à intégrer la différentielle 


_fdscoszt; on tirera d’abord des formules du n° 219, 


| cos zt = % cos z + į cos 2343, 

et l’on aura a 

- fdz coszt = ș fdz cos Áz +} fdz cos 2z + À fdz 
=> sin4z+7 sin zH + const. 


Cet exemple montre assez comment il faudrait opérer 
sur tous ceux qui pourraient s'offrir. | | 


222. Les formules 





ime (cos z -+V —: sin z)" — (cos s — (/ =r sin z)” 


aV —i 
expressions qui, quoique affectées d’imaginaires, n’en’ sont pas 
moins réelles, parceque ces signes disparaissent tous par le déve- 
loppement des puissances indiquées. En effet, on a 


(cos 2 V —1 sin z) = COS Z” =f Z Vi cosz"- sinz 
_ eal, cos 222 sin z? — etc., 
(cos z —V/—1 sin 2)" = cos 2% — Z V—1 cos z"—1 sin z 


n(n—1 : 
— Life) cos 242 sin 2? = ctc., 


et substituant ces séries dans les valeurs ci-dessus, on arrive à 


COS ng == COS 4” — ze cos z"—2 ain 2? 
-}- ue cos 2" 4 sin zé —elc., 


g n Ent 
sin nz S -COS Z911 SIN 2 — 


1.2. 
+ RTE En cos 21—5 sin 25 — etc. 


nn—1)n—2) cos 2”—3 sinz? - 
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Fi o 
sin z = 
PEG 
„VTi ~ =i 
! cos z = +s ——— (187), 


changeant les fonctions de sinus et de cosinus en expo 
nentielles, ramènent HARSTAUEE des unes à celle des 
autres. | 
. On peut aussi changer la différentielle ds sin z" cos”, 
en une autre qui soit comprise dans les différentielles 
binomes : il suffit de faire sins = x, d’où il résulte 


cos 3 = VIi—x 3 dz nn (36) 3 
; . v J — x° | 
et l’on obtient ‘ensuite 


B> I 


[ds sin z” cos 7" = fz"dx(1—x°) * . 


Cette dernière expression s'intègre d’abord quelle que 





; : —I 
soit m , lorsque n est paire, puisque — ‘est un eB- 


° e e Ti] e . r 
tier. Quand n est impaire, a revient à Hi—;,i 


étant un entier, et emploi , soit de la formule @ (195), 
soit de ła formule (D) (196) , ramène à 


” x"dr 


y I= X° i 
qui s'obtient quand m est un entier (197, 198). 
Dans tous les autres eas, on réduira intégrale pro- 
posée à celle de la différentielle analogue la plus simple. 
Il est visible qu’on peut transformer de la même ma- 
nière les différentielles contenant les autres lignes tri- 
gonométriques. 


fds my - = 








223. Avant d'aller plus loin, il est à propos de re- 
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marquer que si un des exposans m, n, est impair , lin- 
tégrale /dzsin "cos z* se ramène sur-le-champ aux 
fonctions algébriques entières, en observant que 


_ fdz sin z°P+ cost = fdz sin z. cos z? (sin z°)’, 
Jàz sin 2P cos z+! = fdz cos z. sin 2 (cosz°}f, 


que ; 
(sin z*)P = (1— cos z°)P, (cosz*)1 = (1— sin 2°)’, 
et que | | | 
dz sinz——d.cosz, dz coa z = d. sin 3. 
Par là on arrive à | | 
— furdu (i—u"}, fudu (1— u"), 
en faisant coss—u, ou sinz = u; et ces intégrales 


sobtiennent en ooycloppnit les puissances entières de 
I — u* ° t 


224. Les formules (4), (B), (C) et (D) des n° 194, 
195, 196, pourraient être facilement transformées par 
rapport à la différentielle d£sin 3" cosz"(222); mais on 
parvient immédiatement aux mêmes résultats, en décom- 
posant en facteurs cette différentielle, 

Si on la met d’abord sous la forme dssinzcosz".sinz"", 
le premier facteur dzsinz cosz* pouvant, à cause que 
dz sinz——d.cosz, s intégrer, on trouve 

[az sin z” cos z”'— fdz sin z cosz” sin z™™! = 


r 


I . M M] a 
n-}-1 T n+1 SJ ? 


et parce que cosz™t? = cosz”. ais —=coss"(1—sins") ; 
on obtient 


fdzcos z"+*sin PM = fdzcoss"sinz"® — [ds cos" sing”, 


Substituant dans la première équation, et prenant la 


[| 
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valeur de fdzsinz" coss", il en résultera (4) 


fdzsinz" "COS — n LE S fäzsin™—tcosz"; 
mn m-n 
l 


225, On peut construire de même la formule propre | 
à diminuer l’exposant de cos s; mais elle se déduit im- 
médiatement de la précédente, en posant 


g=11— y, d'où dz = —dy, sins— cosy, cos z = siny. 
Par ce moyen, et en y changeant tous les signes, la 
formule (4) devient 


cosy™—'siny"t' 


{dycosy"sin y" = DAA — el dycogy™—*siny" ; 


et maintenant, si l’on remplace y par z, qu’on change 
m en n et réciproquement, on aura la formule (B) 


sinz™t'cosz”™? 
mn 


226. Comme leurs analogues pour les différentielles 
Binomes , ces formules doivent être renversées lorsque 
lex posant qu’on se própose de réduire est négatif (196). 

En prenant dans la formule (4) la valeur de Pinté- 
grale du second membre, ‘on obtient 


fdzsinz"cosz" = 


— -þe — me À dssing"cosz""*, 


m=i n- 
fi Lino too E 0085" — mt 





ni: 
fdssinz"coss* ; 
m—1 I | 


si Pòn change ensuite men —m+4+2, et qu'on passe 
‘les puissances négatives au dénominateur, il viendra 
la formule (C) 


dzcosz* _ cosz"+1 Li m—n—2 J3 cosz* 
J sinz” — ‘(m—1)sin""! m= y sin 2 
En opérant de même sur la formule (B) , on en déduit 
la formule (D) 


` 
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desinz" __ sinz"+! n—m2 fdzsinz" 
“coss?  (n—1)cos"" nf Cosz"—2 ` 


227. Voyons maintenant l’usage de ces ee for 
mules. 

Si Pon applique, par exemple, à fdz sin z{cosz”, 
la première, elle donnera d’abord 


 Jäz sin zt cos = — dii PSE + + fdzsinz* cos z° 





puis 
: sinz cosz’ 

fdz sinz’ cosg’ = — E +7 Jas coss* : 
employant ensuite la seconde , en y faisant m=o, n—2, 
on trouvera 


fdz cos z° = eos + - -faz = Er 
`% 
enfin , remontant de ces valeurs à celle de PN 


proposée, il viendra 


sinz cosz 
+2 ; 


Sdz sin zt cos z’ = — z sin 3°cos a" sin z cos 2° 


pao 13 - sin s cosa- = E = a const. 





On voït bien, par cet exemple, comment l'emploi 
répété des formules (4) et (B) fait trouver... 
Jds smz" cosz", lorsque les exposans m et n sont en- 
tiers et positifs. La première conduit à fdz sin s cos z’, 
‘quand Pexposant m est impair; et comme ......... 
d.sin z == — dzcosz, l'intégration qui reste à faire 
s'effectue tout de suite (223). 

Si exposant m est pair, on arrive à fdz coss", et 
la formule (B), en y faisant m =o, mène à..... 
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Jàz cosz = sin z , quand n est impaire, età fdz =s, 
quand le contraire a lieu. 

Si les exposans m et n étaient égaux , mais de sigues 
contraires, les formules (4) et (B) ne pourraient plus 
servir, à cause de l’évanouissement de leur dénoni- 
nateur mn. Pour éviter cet inconvénient, il sufit 
de commencer par réduire celui des deux exposans 
qui est négatif. 


La formule (C) appliquée d’abord à IE ne 





, Con- 


duit à f seag ou à fdzcosz*, selon que m est 
sinz 


impaire ou paire. La formule (B), appliquée ensuiteà 
dzcosz" | 








: , conduit à 
sinz 
dz cosz .sinz 
D tie + const. , 
sing sin z 


dz 
si n est impaire, et à mn Jat le cas contraire. Ce 


dernier résultat n’étant pas compris dans les différen- 
tielles intégrées précédemment, doit être mis à part. 
Avec les formules (D) et (4), on passe de 
f ne à TZ 2 , quand m est paire et n impaire. 
cos 3" cos z’ 
‘Enfin, si m et n sont toutes deux négatives ét 
impaires, la formule (C) conduit dabord à 





[= cosz"* _ fdssins”" 


sing ` Cosz" ? 


intégrale que la formule (D) ramène à 


nee ur" 
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dz sin s™ dz 





cosz J sinzcoss’ 

nouveau résultat qu’il faut aussi traiter en particulier. 

228. Je. vais en conséquence m'occuper, dans cet 
article , de l'intégration des trois différentielles 

dd . da | 
= SME? COSE’ sin 3 cosz? 

en commençant pár la dernière. Si l’on en divise les 
deux termes par cosz", elle devient 


5 dz | 
cos d.tanga | 
sing  tangs ` (34), 
cos 3 


et il en résulte 


f. = — Î.tang s + const. 


sin Z COS z 





| En posant s = 27, et mettant pour sin 2g sa Ya 
leur 2sinz’ coss’ (Trig. 11), on obtient 


dz dz 


nn 


sing J sin z cosz’ 





=l. tangs + const., 


d’après ce qu’on vient de voir : donc 





JE = l. tang ! 3 + const. 


sinz 
Changeant ensuite z en 11 — y, il vient 
dz - dy …. o 
= — | -— = — l. tang ! i 
JE - | ng à y + const 
= — l. tang į (if — s) + const, 
Cale. intégr. 2i 
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ce qu’on peut transformer en l.cot3 (11 — z) + const., 
parce que Î.cot a = — ].tang a (Trig. g) 

On voit donc que Pintégrale fdz sin z" cosz" s’obtient 
toutes les fois que les exposans m et n sont des nombres 
entiers, soit positifs, soit négatifs ; il n’en est pas de même 
quand ces exposans sont fractionnaires. ll faut avoir 
recours aux séries, excepté dans un petit nombre de cas 
où l'intégration se présente d'elle-même. 


Méthode génerale pour obtenir les valeurs 
approchées des intégrales. 


229. Le développement des intégrales en série ne 
conduit à une approximation que dans le cas où les 
séries qu'on obtient soft convergentes, cé qui mar- 
rive pas toujours; c’est pourquoi les Analystes ont 
cherché les moyens de parvenir à des valeurs appro- 
chées des intégrales, quelles que soient les fonctions 
différentielles proposées. Le théorème de Taylor mène 
d’une manière très simple aux formules qu'Euler a 
construites pour cet objet; mais avant d’y parvenir, 


_ 


je ferai connaître quelques dénominations relatives aux . 


divers points de vue sous lesquels on envisage les in- 
tégrales. | 

La nécessité d'ajouter une constante arbitraire à une 
intégrale, pour lui donner toute la généralité qu’elle 
comporte , fait voir que ces fonctions sont doublement 
indéterminées, puisqu'il ne suffit pas, pour assigner 
leurs valeurs, d’en fixer une à la variable dont elles 
dépendent, mais qu’il faut encore déterminer leur 
constante, qui est susceptible de toutes les valeurs pos- 
sibles. On détermine ordinairement cette constante , en 
assujettissant l'intégrale à s'évanouir pour une valeur 


donnée de x. On en a déja vu plusieurs exemples 
/ . 


\ 
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(187, 202, 203), et cela revient en général à ce qui 
suit. | | LS 

Si fXde== f(s) + C, f(x) désignant la fonction va- 
riable déduite immédiatement du procédé de l’inté- 
gration, C la constante arbitraire, et que l'intégrale 
doive s'évanouir pour uac valeur s==a, on posé 
l'équation f(a) + C—0, de laquelle on tire 

C= — f (a) et fXds —f(x) — f(a). 

Sous cette forme, l'intégrale fXdx west plus que la 
différence entre la valeur que prend f(x) lorsque x=—a, 
et celle qu’elle acquiert pour toute autre valeur de la 
même variable. Pour s == b, par exemple, il vient 

[Xds = f(b) — f(a). 

Il est à propos de remarquer que ce résultat s’ob- 
tient immédiatement, sans qu'il soit besoin de détermie 
ner la constante, et seulement en prenant la diffé- 
rence des résultats qui correspondent aux valeurs x—a 
et x= b, lesquelles donnent f(a)+ C et f(b) +C. 

La valeur x =a, pour laquelle lintégrale s'éva- 
' nouit en est origine; et lon dit alors que l’insé 
grale doit commencer lorsque x—a. La valeur à 
laquelle on s'arrête , répondant à x =b, on dit en çon- 
séquence que l’intégrale est complète lorsque x=h. 

Les deux valeurs x= a et x—b sont désignées en 
commun sous le nom de limites de l'intégrale. 

Toute intégrale qu'on énonce sans fixer son origine 
au sans indiquer ses limites, se nomme intégrale in- 
définie, et doit, pour être complète, renfermer une cons. 
tante arbitraire. | 

Lorsqu'on assigne ces limites, l'intégrale est définie, 
Si elles sont x—a et x=—0, par exemple, on dit 
alors que intégrale [Xdx doit étre prise depuis 

21.. 
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x==a jusqu'à x==hb; et cela s'effectue en calculant 
successivement ce que: devient l'expression variable de 
l'intégrale lorsque x=a, puis lorsque x=b, et en 
retranchant le premier résultat du second. Dans ce 
cas, il est inutile d'écrire à la suite de l'intégrale 
la constante arbitraire, puisqu'elle disparaïîtrait par 
la soustraction. | 

Pour indiquer: l'intégrale définie prise entre les li- 


mites a et b, Euler écrivait J: Xdx pag notation 


à laquelle M. Fourier a substitué f Xdx, ce qui est 
plus simple; et en conséquence lorsque fXdx = f (s), 
il en résulte ; | 
f, Xdx = f (b) — f (a). 


-K suit de là, que si a, b,c sont trois valeurs de <, 
rangées par ordre de grandeur, on aura 


S'Xds = f Xdx + f Xàs; 


puisque 
f (c) —f(a) = £ (b) — E (a) + f(c) — £b); 

c’est-à-dire qu’en prenant la somme des intégrales 
définies corrėšpòndantes aux intervalles consécutifs 
b—a, c—b, on forme celle qui répond à la somme 
c—a de ces intervalles. Il est important de se fami- 
liariser avec ces expressions qui reviennent souvent, et 
que:les considérations que je vais exposer rendront en- 
core plus significatives. 


230. Le théorème de ea mt 


dy h , dy h° 
AE EEE PU der. + 2. Her 


lorsque x devient x +4, 
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ne peut déterminer la valeur que prend , dans tte cir- 
constance, uñè fanction dont on ne connait que les coef- 
ficiens différentiels, même à païtir du premier ordre, 
puisque la valeur primitive y reste indéterminée., et 
représente par conséquentune constante arbitraire ; mais 
_iln’en est pas: atisi de la différence entre cette valeur 
et celle qui répond à x + h , puisque p 
dy h , d'y z* + h3 
VI =s er 2 dé raa ree 


) 


Si donc on fait SXdx = 7, va aura as 
dy'_ dy _dX dy dx 
TX, TS Des FL ete., 


les coefficiens différentiels. sẹ. dédpjront tous de la, 


fonction donnée X, et il viendra 
3 st ls 392 J! | Le 


h ‘ax dX A3 
ra =X; Eua 2 P da 112.3 gra 


Pour tirer de cette formule la A de fXdx, depuis 
x= a jusqu'a s= b, il suffira de prendre À—b— a, 
. et dè remplacer x pār a, dans Ja fonction X, et ses 
coefficiens différentiels, que je dou alors par 
A, Æ, A", etc.; on trouvera e 


f Xde = = À aa NS den 3 (b—a)" + À “a (bay 
D2. 1:2. 132,3 

Ce série est, en général, d'autant plas . conver- 
gente ,: que intervalle & "ue: est' plas petit; mais. 
lorsqu'il q une valeur trop considérable, on le partage 
enù un: nombre de parties: assez grand pour former des 
interyalles suffisamment petits, étl’on caloule à part 
.a valeur de l'intégrale relative à chacun de ces inter- 
valles. Je suppose que la différence b-a soit divisée en 


etc. 


sa. shangent réapectivement en di, Æi, A'r, ete, A, 
Las: N: ` ate., tórsguon y. met a+ a, Apan 
ay ligu de -T on ara; entre a et aeg; : l 
ET cn A at : Ab Hum". | 
M ETES DORA ee ns 
entre a -+a et nn + met 
Aad ` Are A" 


na y 
a Cia DS 
entre a+ 2a et a+ 3u, ca À Hs 
At Aat d'a. 
aiai w 
, Fa 2 Vins 4 ee me 
etc. ; 
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n parkas égales à aet, guẹ les quantités 4, 4, A", ete., 


et la soritniè de toutes ces séfiès, dont le 'tòntbre qu n, 


ETS ATE 
composera la valeur totale de f Xds , ? gi sera pr 


conséquent. P m Ea nee i i3 


(dt + Aout. ai), | | 
K vh ni = 
Eft. AA AA A Aai | 
> . PR rE 


| Fr A Aen d | 
} + etc NE AE , se 


231. Esten passant -de la der de y correspotr 
dante à:1 à la valens'de y" correspondante. à x -+ h, 
qion à construit da formule précédente ; qui représente 
le différence de ces deux valeurs;. mais on peut. aussi 
obtenir oette, différence en. rétrogradant ea u à smh, 
ausmoyeń de la formule | 
dy k- . d'y A ay 
dwr ns der.2.8 - 





» 
e 


+ éte., 
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dans laquelle y, répond à < re et qui donhe. 
_dyh d'y dy h 
PTT Gr — mes 1.2 dx1.2. ii 
Pour appliquer cette derniere à f Xdx, il faut, dans 


Xet dans ses coëlficiens différentiels, changer x en b; 
et supposant qu’on en tire les quantités B, B’, B", etc., 
on trouvera 


A  B'(b—a) B°(E—a} 

r A " 1.2 T 1.2.3 
Lorsqu’on au l'espace b—a en n parties égales 
à ø, on obtient par la formule ci-dessus, entre les limites 
aaet a, 


etc. 


Aa A a? A" a 











— — etc. 
ur. 1.2 1.2.3 m 
entre a-f- 2a et a4 a; | 
| A At Ad 
re — = etc. , 
| i i.2 1.2.3 
entre a+ 3a et a + 2a, 
Aza A gát A" gb N 
To one aeea FREE — etc., 
I 1 2 12:53 
etc., $ 


séries pareillement en nombre n, et dont la somme 


donne ...... QT) 





= (A+ As As... +4, ) 

| T Zis = F (Lit Lst Ag., + 4°) 
a’ “ u n "n 

-34 1 + À at ds 0... + Aa) 


— etc, 
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232, Chacune de ces deux formules peut être appli 
quée en particulier; mais leur comparaison fait décou- 

vrir les limites de l'approximation qu’elles donnent. 

Pour établir cette comparaison , il faut d’abord ob- 
server que dans une série de la forme 

Ma + Na + Pa + etc., 

dont aucun: des coefficiens M, N, P, etc., ne devient 

infini, où l’on peut supposer æ aussi petit qu’on voudra, 
` et rendre par conséquent un terme quelconque supé- 
rieur à la somme de tous ceux qui le suivent (62), 
l'erreur que l’on commetalors,ense bornant à un nombre 
lihité des premiers termes , est d’un signe contraire à 
celui du premier des termes qu’on négli ige, c’est-à-dire 
que le résultat péchera par défaut si ce terme est positif, 
et par excès s’il est négatif. 

Il résulte de là, que si les valeurs de la fonction 
X vont en croissant de x=a à x==b , et qu'on se borne 
dans chaque formule aux termes multipliés par a seu- 
lement , la première formule sera en défaut, et la se- 
conde en excès; car si la série | 

A, Ai, Aa, etc, 
est croissante, toutes les valeurs correspondantes 
L, Ži, Aa, etc, 


du coefficient différentiel a seront positives (62 ); 


ainsi, les termes affectés de «° seront positifs dans la 
première formule, et négatifs dans la seconde: on aura. 
donc 


f Xds Da (A + Ai du Aa) 


et | <a(Ai+ dat As. + A). 
Pe plus, la différence «(4,— A) de ces deux quan- 
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tités deviendra d'autant moindre, qu’on prendra æ plus 
petit, ce qui s'effectue en augmentant le nombre n, 
sans changer Æ et An qui répondent aux limites a et 
b, assignées à x. 


Il suit de là, que chacune des deux sommes entre 


lesquelles est comprise [Xis approchera aussi près 
qu’on le voudra de la vraie valeur de cette intégrale qui, 
par cette raison, peut être considérée comme une somme 
_ de différentielles, puisque les produits 44, 4,4, ete,, ne 
sont que les valeurs de Xdx correspondantes à aa, 
=a + a, etc., et dans lesquelles # a pris la place de ds. 
Cette PAR TR qui sera bientôt vérifiée par les 
considérations géométriques (236), suppose , comme on 


voit, ‘que les fonctions X et ax ne changent pas: de 


dx 
signe, et ne déviennent pas infinies entre  Jes limites 
sa, x—=b, ce qu'on peut toujaquns obtenir en sé- 
“parant les parties de l'intégrale dans lesquelles l’une 
de ces circonstances aurait. lieu { *). ; 





(*) Les formules précédentes sont souvent écrites dans la am- 
tion indiquée sur la page 333 : ayant posé: f. dx = f(x), d’où 


il suit X= Le , qu'on S MERS par f (2), il vient 
A=f'(a), A = f'(a+a),. E nr 
ad A = 1e Etap: or 





PA 


et par conséquent K Te f o (a) est la limite dont l'expscision 


a CP (a) + (a Rates 8 Cu tn 5] } 


s 'apróché de plus en þras, ‘à mésure que le nombre n augmente 
‘Bi a yi 4 ' 1 
et que eti qui est E diminue. 


Si Yon ne voulait qu établir cette relation | on pongrait qukotl. 
tner à la série de Taylor, l'expression qui termine le n9 6. 


? „d 
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H est évident aussi que Pordre des hmites def Xdz 
sie inversé, si les valours de X allaient en décrois- 
sant : la première ligne : de la formule (I) serait en 
a celle de la formule (D en défaut. 


233. Les mêmes remarques peuvent être étendues 
aux termes affectés des puissances de æ supérieures 
à la première : il en résulte, comme ci-dessus, que 
quand deux lignes correspondantes dans. chaque for- 
mule ont des signes conträires, la somme de celles qui 
les précèdent .est en excès dans Pune des formules; et 
en défaut dans l’autre , et que, par conséquent, si Pon 
ignore , comme cela arrive presque toujours, la quan- 
tité de l'erreur; il sera convenable de prendre le milieu 
entre les deux. résultats. Si Pon opère immédiatement 
sur les deux formules R il viendra. PE „(D 


E E H 


Wi (- Ag „(E — a s° 











234. Ce qu'on a vu du. n° 232 fournit encore 
pour les valeurs des intègr aled des limites môins rës- 
serrées, qui,_ néanmoins, T être très utiles. 

. . Si l’on, désigne par, M la plus grande valeur de X, 
par m la plus petite, dans l'intervalle de =a à =b, 
qu on subtitue m au lieu de 4, 4, , etc., dans la pre- 

miëre ‘des expressions des liniités dè fXàx, et M dáns 
la seconde , on óbtiendra 


[a +A ka Hy." A it ALAN 


es -ze Soes a sen, a e s 
+ CA" +d'at di sh Cat a 
i 54" k Piae 
d \{ A"— A" ORN N 
+ nie N aA 
+ etc. DONS Lt ei p 


Deana rte en file menthe me Rethel m mm à 
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, f Xis Snem et <nsM 
ou > (b—a)m et < (ô—a)M 
puisque na == = b —a (230). 


On voit par là qu'i il existe entre m et M une -ya- 
leur E telle que V 


1 ` 
A! rlii’! ` s s. à - à 


TT o. P 


Vil Wagissait d'obtenir fXOÜdz, et qu’on såk iritégrer 
f Qir, ‘comme entre Rs’ limites de x, on autait 


-XQds > mQds, XQdr < MQds ;; A 

pòur toutes lei valeurs, de + autres quei m où M, la 
même ‘subordination éxistevait” entre les intégrales, et 
il viendrait 
FAC > mfOdx , A. Z MO, | E 
aù il n’y aurait plus qu’à mettre poum Qda» sa, valeur 
gaire, les. limites x==a et pmb y ue 
» 235. La ‘considération: des -évurbes”céffduit aussi 
d’ihé manière très simple aux principalés côbéétierices 
établies dans les articles précédens.’ TA 

[Xdx exprimant ] Faire du segment d’une courbe dont 


l'ordonnée . est X (65), si BCZ, fig. 4o, représente ric. 4o ` 
cette Sourbe, que origine des abscisses soit en À, 





no La valeur de x qui, \ donne „X =p, étant intermédiaire 
entre a et B, peut se représenter” pàr a4 (bh); -&- désignant 
wie quantité comprise entie o’et à ; et si Pon cerit f(x) ‘au Hea de 
4, on aura 


hp ATTAT 


expression que Pon rencontre quelquefois. 
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‘et que X= PM, lexpression Xdx sera aussi bien la 
différentielle des segmens BMP , DEMP , que du seg-. 
ment 4CMP qui commence à l’origine; ainsi, Por- 
donnée qui borne le segment.de ce côté sera absolu- 
ment indéterminée. L’ordonnée PM qui forme Pautre 
_ limite l’est pareillement , tant qu’on n’assigne aucune 
valeur à l’abscisse ÆP; mais’ lorsqu'on aura fixé les 
abscisses de la première et de la dernière ordonnée, le 
segment sera tout-à-fait déterminé. “ 

Si la partie variable deYintégrale fXdx—f(x)+€, 
s’évanouit d'elle-même au point B , cette fonction ex- 
prime immédiatement: les aires BCA, BED ; BMP; 
alors si l’on veut faire-partir les. segmens de Tordon- 
née Æ4C, il faut retrancher de cesaires, l'espacs BCA: 
cet espace représente ła. constante, détërminée pour 
que la quantité f(x) + C s’évanouisse au point A ;:mais 
en considérant à la fois les „deux limites d’un seg- 
ment, il est inutile de 2? occuper de la constantè; car, 
soit que l'on ‘édmpte les aires à partir du -point B 
ou du point 4, sur laxe des abscisses', le segment 
DEMP, par exemple, s'obtiendra également par, la 
différence, des segmens BMP, BED, op par çelle des 
en ACMP et. ACED. TE. 


Je € 1 


236. L' inspéction ‘de tá figure ignire qué , Paire du 
g segment: d’une courbe quelconque les est toujours com- 
prise entre la somme d’une suite de rectangles inscrits 
PR, PR, P" B", etc., et celle d'une suite de rec- 
tangles, circonsorits P'S, P'S, P”S', etc., les. pre-. 
miers construits sur la plus petite. ordonnée -de chaoua 
des trapèzes curvilignes PM", P' M”, P°M", ete. , et'les 
seconds, sur.la plus grande; an prouve, de plus, que 
ces deux suites peuvent approcher Pune de l'autre aussi 
près qwon voudra. o’ odn opas 
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En effet , le rectangle MRON est évidemment égal 
à la somme des rectangles 


MRM'S, MRM'S, M'R'M"S", 

qui forment la différente entre les polygones 

PMRMRM'R'P", PSMSM'S'M°P”, 
lun inscrit ét Pautre circonscrit au segment....... 
PMM'M'M"P"; mais ce rectangle MRQN a pour 
hauteur la différence MN, entre les deux ordonnées 
extrêmes PM et P°M", qui ne change point, tant que 
l'intervalle PP” demeure le même, {andis que la base 
MR=—PP" peut être rendue aussi petite qu’on voudra, 
en multipliant les ordonnées intermédiaires : il peut 
donc lui-même devenir aussi petit qu’on voudra. 

11 suit de là, que le polygone inscrit et le polygone 
circonscrit peuvent approcher du segment aussi près 
qu'on le voudra. 

Cela posé, si l'on prend 

4P =a, PP= P'P'= P" P” = ete. = s, 
on aura 
PM=A, PM'=A,, P'M'=A,, P”"M"=43, etc., 
la somme des rectangles inscrits sera 
Au + At + At. . «+ Ana (1), 
celle des rectangles circonscrits 


° Ant Aat- Asa... -tAn (2); 


et ces deux sommes pourront donner l'aire du segment 
PMM'M"M"P", avec autant d’approximation qu’on le 
voudra, ce qui confirme la conclusion tirée, n° 232, 
da principe de la convergence des séries. 

On voit encore par là comment l'intégrale /Xdx 








FIG. 4I. 
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peut être prise pour une somme d'élémens, puisque, 
représentant laire d’un segment de courbe, elle est la 
limite de la somme des rectangles 


Aa, Aw, Aw, etc, 


qui sont les accroissemens des aires des potygones inscrit 
et circonscrit au segment, 

Dans la figure, où les ordonnées vont fodoù en 
croissant, les rectangles inscrits sont formés sur la 
première ordonnée de chaque trapèze curviligne, 
et les rectangles circonscrits sur la dernière; mais si 
elles passaient par uh maximum, comme dans la 
figure 41, il n’en serait ainsi que dans la partie CM‘, 
antérieure à ce maximum, et le contraire aurait lieu 
dans la partie postérieure M°Z : alors la série (1), 
d’abord moindre que l'espace curviligne, deviendrait 
plus grande, et la série (2), d’abord plus grande que 
cet espace, deviendrait plus petite. | 


237. On approchera davantage de la vraie valeur du 
segment de la courbe proposée, en prenant, au lieu 
des rectangles inscrits et circonscrits, la somme des 


` trapèzes terminés par les cordes des arcs MM’, MH’, 


MM", etc. 

Cestrapèzes ayant tous même hauteur, PP’ ,et chaque 
ordonnée, excepté la première et la dernière, étant 
commune à deux trapèzes, leur somme sera précisé- 
ment égale à la série 


«[ 4, + 4, + As. + An + 3 (4 + 4:)], 


qui tient le milieu entre les séries (1) et (2), et qui 
est la première ligne de la formule (111) (233) (5). 





{*) Où pourrait, aux polygones rectilignes, sabstitaer un po- 
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Enfin, il est évident, par la figure 42, que Paire r10.42. 
curviligne PMNQ est < que le rectangle QE et > 
que le rectangle PF, construits, l’un sùr la plus grande, 
et l’autre sur la plus petite des ordonnées comprises 
entre les limites 4P et 4Q de ce segment, ce qui gac- 
corde avec le n° 234. 


238. L'emploi de la formule (IH) du n° 233, peut 
présenter quelques difficultés. Elle ne saurait servir 
lorsque la fonction X devient infinie; et aux en- 
‘virons des valeurs de x qui amènent cette circons- 
tance, il ne suffit pas de diminuer Pintervalle #, ou de 
resserrer les ordonnées,, pour compenser lefet de leur 
rapide accroissement; 1l faut encore avoir recours à des 


transformations convenables. 
Soit, par exemple, X = son il est d’abord évi- 


Vi—x 
dent que lorsque x approche de lunité, un tres petit chan- 
gement dans la valeur de cette variable en produit un très 
grand dans celle de X; si donc on demandait l'intégrale 
f d ; ; 
= =. depuis x—0o jusquà s= 1 —ò, À étant 
L— s | 
une petite quantité, il faudrait, vers lá dernière li- 
. mite, multiplier beaucoup les valeurs intermédiaires 
données à x. De plus, la même intégrale ne peut se 
calculer immédiatement jusqu'à x = 1; car alors X 
devient infini, sans que pourtant la valeur de fXdx le 





=—=— 2Vi—s “+ const. | 


dx 
Vi x 


lygone formé d’arcs de courbes d’une nature plus simple que la 

` proposée, et s’en approchant plus que ne peuvent faire des lignes , 
droites; c’est à cela que reviennent au fond les formules (I) et (ET). 
Voyez le Traité in-4°, t. IE, p 140. 





soit , puisque 
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Cette difficulté tient à ce que, dans l'intégration, le 


t ; 
facteur (1—x)* passe du dénominateur au'numéra- , 
teur; -et elle aura lieu, en général, lorsque x sera 





de la forme -et qu'on aura p< g. Pour la le 


x E - d 
ver, on' fera a s= s, ce qui donnera 


x =a — z, dx=— gr ds et Xdx=— qi Ps, 


quantité qui ne deviendra plus infinie quand s =a, ou 
3 = 0, si la fonction X reste finie dans cette circonstance; 
on caléulera donc alors lintégrale fF:7-P—dz, de- 
puis z = o jusqu'à s=, À étant une quantité assez 


petite, et l’on aura ainsi la partie de la valeur de 
— correspondante à l'intervalle compris entre 


Fr Vds 
(a— =) 


sza e&t x=a—à. 


On peut encore obtenir nipi eE depuis 
(a — x) 
x=a jusqu’à x—a—d) en faisant seulement s—a—z; 
parce que la petitesse de la variàble z, renfermée entre 
les limites très étroites o et, permet de simplifier beau- 
coup le coefficient différentiel. Si Pon avait, par exemple, 
x*dx 
Vas 
formation indiquée, serait 
(rs kin (crampes P 


Vio bartha Vi V à à jai 


En réduisant la fraction 





, la différentielle à intégrer après la trans- 
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a —2as + :° — 
VAR ia: there 
en srie ordonnée suivant les puissances de s, et en 
s'arrétant au quarré de cette variable, on aurait enfin ` 


dz ds Wa 5z 52 1V sN 
"ay "Ta Ba) a(2— Be). 
Ce résultat qui s’évanoyit lorsque s=0, donnera, par la 
substitution de à à la valeur de l'intégrale cherchée, 
depuis x—a jusqu'à x—a—d, Le reste de cette inté- 
grale pourra se calculer par le moyen de la série du 
n° 233. 





230: L'intégrale f £ = 


la réduction de e 7 en série, que pour le cas où x 
serait très grand, je vais montrer comment Euler en 
a calculé la valeur depuis s==o jusqu'à x—1, au 
moyen de la formule du n° 233. 

On pent d’abord sd 


f- de NL he “ds, 


dont la partie e E s'évanouit lorsque x=0, et de- 
vient e`’ quand x= I. 


ne pouvant obtenir par 





Il reste à trouver fe “dr j poux laquelle 
sri Reis SG 
ma ds 4 àj 


Calc. intégr. = 22 
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expressions qui $ évanouissent quand x—=0,et d'où il 
résulte que 4,- A’, A”, etc. , sont nuls (*). 

Si Pon met ensuite #, 2#, ds, etc., à la place 
dew, ‘on chliendra les. valeurs de 4, A'a, etc, Ass 
A'a, etc., et, depuis © jusqu’à x = na, On aura 


| fas #dx = 





i 1 1 I Aie 
ü ~I Tia (n—1)a 1 ae ”* 
= e +e e.. € LÉ Er 
ÈS 
_1 se 2 1 | 





2 I e 2 n'at“ 
1 3 


; ri l EE -5j Ge) 


ER 1 E A. T 3 
Gr nr té 21.2.3 p'at —<) 


1 ale 7% l 6 2) 
— -e a a 
2I.2.D. 4\n a n'al 


+ etc. l 


oo N 
(*) Ceci a besoin d’une explication. Un terme queen des 


do ve = 


expressions EE P étant soient par ke =x-m, dr: ient.. 
ke-sam — ke-bhel», forsqu'on fait 2e; j'or, À mesure que z di- 


mioue, z croit,et de plas en plus pidenn par rapport à Lz (99); | 
l’exposant — + miz tend donc vers l'infini népatif, lorsque m n’est 
pas comparable à z. Mais le nombre m, qui dépend de celui des 
différentiations , n'ayant aucune limite, on peut en concevoir des 
valeurs telles que miz égale z puis ‘le surpasse autänt qu'on 


DS CALCUL INTÉGRAL. 339 
Lorsqu'on veut s'arrêter à la limite s= 1, il faut 


e 2 
faire a = + , et ìl vient alors | e7 Fås == 
n 


| -3 2 = +i |. to oa 

nl° ý e pehe ane Ân'e 
: À (r die += =D bg- P 6) 3 , 
j l 8: 22. 44e.» 


n—2{(n—1) ECS 
Le 


+ 


1 
— Ta == [öne — etc. 
En se bornant aux termes qui sont écrits, et faisant . 
n—10, on trouvera, suiyant Euler, la valeur de 
fe “dx, à un millionième d’unité près, et on Paura 
avec une exactitude vingt fois plus grande encore, si 
Pon prend n = 20. 

240. Le théorème de Taylor donne aussi deux déve- 
loppemens généraux de l'intégrale fXdx. En désignant 
par Cla valeur de cette intégrale , quand x=o , et repré- 
sentant par 4, A’, 4”, etc., ce que deviennent alors 

PX 


les quantités X x, ex Jr? etc, on aura 





voudra, quel qu’il soit; alors l’exposant Bt mlz passera du 
négatif au positif, et augmentera sans cesse; ainsi les coefficiens 
 différentiels de la fonction e ~= ne s'évanouisent pas tous , lors 
que 0: aprés avoir été nuls, ils croissent jusqu’à l'infini. 
Cette circonstance ne nuit pas cependant à l’application indi- 
quée dans le texte, parce que les premiers termes de la for 
mule (LIT) suffisent seuls pour donner une approximation de plus 
en plus grande (236). 

22.. 
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dy _ dy _ d'y. D = 
Ep Xdx; mais 33; = =4 : : donc = fXdx + C, 


ce qui ns Cdx. En intégrant une 


seconde fois, il viendra or = fdxfXdz + Cs + C, 
où lon conolara 
dy == dsfdxfXds + Cxds + Cds, 


et par une troisième intégration, on aura enfin 
y =fåafäfXàs +E + Cr + C. 


Dans cette expression, on peut d’abord changer 


en C, puisque la constante C est arbitraire; ensuite, 
il faut bien observer que chaque signe / doit être regardé 
comme appliqué à tous ceux qui le suivent : c’est pour- 
quoi, en faisant abstraction des constantes arbitraires, 
on indique encore plus simplement les intégrations suc- 
cessives, par la notation que voici. 

Lorsque X désigne le coefficient différentiel du second 
ordre, on a d'y = Xdx°, et en prenant l'intégrale de 
chaque membre, on trouve dy = fXds?; puis en inté- 
grant encore une fois, il vient y = ffXdx* == f °Xds*. 
Of a de même, quand X est le coëfficient différentiel 
du troisième ordre, d'y == Xdx', puis en intégrant, 

d'y = fXdx, dy =/f{Xds", y =f Xd = f°Xds", 
et ainsi de suite pour les ordres supérieurs. 

. 242. On peut ramener ces expressions à des intégrales 
simples, au moyen de l'intégration par parties; car, 


en mettant P au lieu de /Xdx dans f°Xd2° = fdx/Xdx, 
il vient i 
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fåx/Xðs = fPàx = Ps ~ fxdP = xf Xds, — [Ksde, 


d'où ` 


pxds = xfXdx — f Xxdx. 
Passant ensuite à fXds’ = fdaf°Xdz’, et mettant, 
pour f*Xdx* la valeur précédente, on obtient 
| SSXds = fxdx/Xdx — fdzJX sds ; 
observant alors que 


fsåa[Xdx == į} a /Xdz — į [Xx’ds, 
[dxfXsxdx = x Xxdx — [Xsx°dx, 


on trouve i | 
PXde = 1 (x fXdx — 2s[Xxdx + [Xs*dx), 


et continuant ainsi on forme ce tableau : 


S Xdx. =f 2. 
f'Xdx° = ; [x fXdx —-fXxdx], 
| i 


J’ Xd — Pa (x (Xdx—2xfXxdx+fXx° dx], 
à —;{efX dx 35" fXxdx + 3xfXs" def Xx" dx], 





S'Xdst = 3 
etc. 


Les coefficiens numériques de ces expressions sont les 
mêmes que ceux des puissances du binome a —b; et 
tandis que l’exposant de x hors du signe f diminue d’une 
unité à chaque terme, en allant vers la droite, son ex- 
| posant sous ce signe augmente de la même quantité. 
On restituera les constantes arbitraires que j'ai 
omises dans ces formules, en écrivant fXdx + C 
pour fXdx, fXxdx+C" pour fXxdx, [Xsx°dx 4 C" 


pour fXx°d+, et ainsi .des autres; car les constantes 
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C, C, C”, etc., étant affectées de diverses puissances 
de x, seront irréductibles entre elles. 


243. Les différentielles que j'ai traitées jusqu'ici 
sont prises en regardant dr comme constant, parce 
que ce sont les seules qui ne renferment qu’un coef: 
ficient différentiel. En effet, lorsqu'on fait varier en 
mème temps dy et dx, on a (131) d'y —=gdx* +pd'x; 
si donc on se proposait la différentielle Udx* + Fd°x, 
il faudrait qu'on eût V= p et U=q, d'où il résulte 
U= Z, et cette condition étant remplie , on n’aurait 
plus qu'à intégrer [Y dx. | | 

Cette condition ne serait pas nécessaire , si Pon par- 
ticularisait la relation qu’on suppose entre x et ż; car 


par son moyen on chasserait x, dx et d°x, et l’on au- 
rait d'y en # et dé seuls. 


Application du Calcul intégral à la quadrature 
des Courbes et à leur rectification, à la qua- 
drature des Surfaces courbes et à l'évalua- 
tion des volumes qu'elles comprennent. 


De la quadrature des Courbes. 


244. La quadrature des courbes se réduit à Pinté- 
gration de la différentielle Xdx, en nommant X la fonc- 
tion de x, qui exprime lordonnée y de la courbe pro- 
posée (65); il ne s'agira donc ici que d'appliquer aux 
courbes les plus connues les méthodes données précé- 
demment pour effectuer cette intégration. 

Celles dont l’équation est la plus simple, sont les pa- 
raboles des divers ordres, dans lesquelles y” = px"; 
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on en tire y=p'x", et par conséquent 


1 
m+s 


[Xds = fp'x"dx = ere + const. 

Toutes ces courbes, comme on voit, sont quarrables ; 
Cest-à-dire qu’on a l'expression finie et algébrique de 
la surface du segment compris entre leur arc, l’axe des 
abscisses et l’ordonnée. Il est facile, par l'expression de 
ce segment, de calculer celle de tout autre espace con- 
tenu entre une portion de la courbe et des lignes droites 
formant, avec les ahscisses et les ordonnées, des po- 
lygones dont la Géométrie élémentaire donne la me- 
sure; on en verra plus bas des exemples (252—255). 

Les courbes proposées passant par l’origine des abs- 
cisses , puisqu’on a en même temps x =0 et y—0, si 
lon veut avoir leur aire, à partir de ce point, il faut 
supprimer la constante arbitraire, parce que l'expression 


np" "nn D e ? a : 
gr änéantit d'elle-même quand on y fait 
+—0. Pour avoir ensuite Paire BCMP , fig. 43, comprise 
entre les ordonnées BC et PM, correspondantes aux 


abscisses 4B =a et AP = x, il suffira de retrancher de 





m A-n 


a m-a 
Ee r E. re 
pare , qui exprime Paire ÆCMP, la quantité 
apt TE a pa E 
mpn ” égale a Paire 4CB , et l’on aura ainsi 





mon tp" | EE = 
AE a ) 


PIG. 43. 


CS 
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np” 
m+n 
est susceptible du double signe +; et comme alors 
les mêmes abscisses 4P appartiennent à deux branches, 
ACM et Acm, on a deux segmens, 4CMP ct AcmP: 
celui qui renferme les ordonnées positives a une valeur 
positive, et l’autre une valeur négative. 
Lorsque les exposans m et n sont impairs Pun et 


m+s 
% n 





Quand l’exposant n est pair, l'expression 


m+s 
Pautre, la quantité x" n’a qu’un seul signe et reste 
toujours positive, quel que soit le signe de x; mais il 
est aisé de voir que dans ce cas l’une des deux branches 
de la.courbe proposée a ses abscisses et ses ordonnées 
négatives en même temps : il suit donc de là que les 
aires correspondantes à des abscisses et à des ordonnées 
négatives, doivent être regardées comme positives. 
mta 

Si n scule est impaire, alors la quantité x * devient 
négative en même temps que x; mais dans ce cas les 
deux branches de la courbe proposée sont du même 


côté de la ligne des abscisses, et les ordonnées de- 


meurent toujours positives. 
= En. rapprochant ces remarques, on en condura que 
l'aire d’une courbe est positive quand l’abscisse et Por- 
donnée sont de même signe, et négative lorsque le 
contraire a lieu. 

Tous les segmens paraboliques ont un rapport cons- 
tant avec le rectangle 4DMP, formé sur l’abscisse el 
sur lordonnée; car l'expression 


1 Ms t D 











équivaut à +7, on vertu de l'équation y=p"3" . 


n 
m-}-n 
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Lorsque 5—=1#, la parabole devient une ligne droite, 


puisqu’on a y=—=p"x; le segment #CMP se change dans 
le triangle AMP, dont la valeur est , par la formule 
ci-dessus comme par la Géométrie élémentaire, égale 
.à 347. 
En faisant n ==2 et m ==1 , on tombe sur le ces de 
la parabole ordinaire , et Pon trouve Ẹ «y pour la valeur 
du segment 4CMP. 


245. Je vais chercher maintenant la valeur du segment 
des courbes représentées par Véquation x" y" = p. Cette 
équation se tire de y* = ps", en y changeant +" en 


— m; jona y= p* x “et 





ARRET 
pose ST om 

Les courbes proposées sont les hyperboles des 
divers ordres, rapportées à leurs asymptotes, et sont 
composées de plusieurs branches, telles que UMP, 
Jig. 44, inscrites dans les angles que forment ces droites. ric.44. 
En comptant les segmens de lorigine des abscisses, ils 
renferment l'espace infini en longueur, compris entre la 
partie CF” de la courbe et son asymptote AY, et 
dont l'aire est infinie ou finie, selon que m est plus 
. grande ou moindre que n. En effet, pour avoir Pes- 
pace BCMP, pris depuis labscisse 4B=a jusqu'à 
l'abscisse AP = b , il faut (235) faire successi- 


i np” 
vement x=a et x=b daus l'expression P yn , et 
na m 





retrancher le premier ‘résultat du second; on aura 





` 
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donc BCMP = p” 216 —a™ J. Si mainte- 


n — m 
nant on suppose a =ó, le point:B tombera sur le 
point A,et l'espace BCMP se changera en YAPMP ; | 
ar la quantité a” sera infinie on nalle, selon qu’on 
aura m > ou <n : dans le premier cas, 


YAPMr = E (a), 
m = n À O ° 


et dans le second 


a / : 











1 7 =— mM 


En laissant a d’une grandeur assignable, et faisant 
b infini, on aura alors l’espace XBCU, qui sera 
infini si m est moindre que n, et qui sera égal 


np =, ue 
-2 =a" , si m surpasse n. Il résulte de là, que 
quand m et n sont inégaux , des deux espaces asympto- 
tiques, lun est infini et Pautre fini. 

La raison de cette différence se trouve dans le plus ou ' 


moins de rapidité avec laquelle la courbe s'approche de 





à 


I z 


-- — 


p 2. 
son asymptote; et puisque y =— et z = — , ilest fa- 


sa 5 
cile de voir que quand mn, y décroit beæracoup 
plus vite que +, que par conséquepi ľa courbe s'ap- 


À 
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proche beaucoup plus rapidement de laxe des abs- 
cisses que de celui des ordonnées, et vice versd. 








En mettant y au lieu de ps * dans l'expression \ 
Jia s"— x pi Ta, 


n — m i NN m 





et la valeur de l'aire Y4PMF 


2 + const. Il semblerait que le terme E 


elle deviendra = 





maS 


doit senao lorsqu'on fait x=—o; mais ce qui pré- 
cède prouve la nécessité de ne rien prononcer à cet 
égard, avant d’avoir substitué pour y sa valeur en x. . 


7 


246. Quand n=m, on a xy =p", ou xy =p, cn 


changeant p* en p, ce qui est indifférent; la courbe 
dont il s agit dans ce cas est hyperbole ordinaire, et 
équilatère si l’angle des coordonnées est droit. I’expres- 
sion générale de Paire, trouvée au n° précédent , se 
présente alors sous une forme infinie , quelle que soit x, 


et la différentielle de cette expression, étant px y à: 


pour intégrale, plx+-const. Les espaces asympto- 
tiques sont infinis Pun et Pautre, car lẹ devient tel 
par la supposition de x == o et par celle de x infini. 

Soit UMP, fig. 45, une des branches de l’hyper- r19.45. 
bole équilatère de dont le Hemi te transverse AC =a, 


et la puissance BC X AB = AB: —=3 4° (Trig. 164); on 
aura p= 4 1a°, et comptant les aires à partir de Pordon- 
née BC, correspondante au sommet C, on obtiendra 


FIG, 40. 


F16.45 
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BCMP=}a'l. AP—}a"l, AB. 2 . Si Pon prend 


AB pour unité, il viendra, à cause de 1.1 =o, 
BCMP =}. 4P. On aura de même BCM P'—=1. AP’, 
BCOMP" =1. 4P", etc., d'où il suit que si les abs- 
cisses 4P, AP”, AP”, etc., sont en progression par 
quotient , les aires éorrespondantes BCMP, BCM'P’, 
BCM'P”, etc. , seront en progression par différence. 

` 247. L’hyperbole que je viens de considérer étant 
équilatère, n’a donné que des logarithmes népériens ; 
mais en variant langle des asymptotes et prenant tou- 
jours 4B— 1, on peut obtenir une infinité d’autres 
systèmes de logarithmes. Soit UMF, fig. 46, une 
hyperbole quelconque ; en menant les ordonnées PM, 
parallèles à lasymptote 4Y, on prouvera, par des 
raisonnemens analogues à ceux du n° 65, que le pa- 
rallélogramme PMRP" est la différentielle de BCMP. 
Or, si l’on mène P'Q perpendiculaire sur PM, on trou- 
vera P'Q=PP' .sin P'PQ =PP' .sin XAY; désignant 
par w Pangłe des asymptotes, on aura P’ Q=ds sinw, 
et par jee ui PMRP'=ydx sin ø. Si Pon met pour y 


sa valeur - z il en résultera T sin » pour la différentielle 
de Paire BCMP; et par en BCMP=kz1].A4P, 


en prenant sin » pour module (28). 

Celuides logarithmes ordinaires étant 0,4342945 (30), 
on a sine—0,4342945, d'où il suit que les asymptotes 
de lhyperbole dont les aires donnent les logarithmes 
ordinaires, font entre elles un angle de 0f,2860or. 


248. Considérée analytiquement , la quadrature de 
l'hyperbole ordinaire présente une singularité qui ne 
peut être passée sous silence; c'est que les espaces 
asymptotiques y pm, fig. 45, correspondans aux abs- 
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cisses négatives, ne sauraient être compris dans la 
même formule que les espaces Y 4P M qui répondent 
aux abscisses positives. En effet, la fonction 1x qui ex- 
prime laire Y ÂPM (246) , non-seulement devient infi- 
nie quand x—0o, mais passe à l'imaginaire quaud s 
devient négatif, parce que l'équation u = 1x, dérivant 
de x=e", n’admet point de valeur négative pour x. 

Cette difficulté, sur laquelle je ne saurais m’arrêter 
ici, tient au passage de ordonnée y par l'infini, qui 
paraît rompre quelquefois lelien de la continuité entre 
les aires (*). Chacune de ces aires s'exprime cependant 
très bien en particulier ; car si Pon prend, sur le côté 
négatif de l'axe des abscisses, des parties 4b = 4B, 
Ap = AP, on aura 

bemp = BCMP 1.41. (246). 

La même chose se conclut aussi du calcul, en ob- 
servant que si l’on change s en —x, la différentielle 
de laire, devenant 


—xs s 
a encore pour intégrale 1x + const. 
249. En faisant AC=a, AP==s et PN=y, fig. 47, mic.47. 
l'équation du cercle ANE sera y*—2ax—x, et le 
segment ANP aura pour expression fds / 2ax — 1", 


+ 


qui se transforme en — fdu (a* — u’)? , lorsqu'on fait 
S =a — i. Or, la formule (8) (195) donne 

2 2 1 
— fdu( a — s)° = —! (au * — ia fdu(au) * 
=—! y / amw a° EE 
u + Vamu’ 


I 
in (*) F. le Traité in-49, t. E, p. 134; ¢. II, p.161; t. II, p. 613. 
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de plus 


== = arc (cos = 3 (36); 


en mettant cette valeur et celle de x, il vient 
. Jàx V 2as—. — r 
— į (a— x) V'aax— x" x +1 z a*arc (co = =4 a 


a 





résultat qui sévanouit quänd x==0. 
Il facile de reconnaitre, dans la partie 


LGV Sr, 


laire du triangle PCN, et de voir que 





ratare (cos = 25), ou + AC.arc AN, 
est celle du secteur ACN. 

Quand on y fait x=—2a, Texpression de ANP 
devient ła°arc (cos = ——1) = fa'r, x désignant la 
demi-circonférence du cercle dont le rayon est 1; et 
elle appartient alors au demi-cercle : on aura donc 
pour le cercle entier a'r—=;a.aas, ainsi qu'on le 
prouve dans les Élémens de Gréométrie. 

Le développement de fdx Vas — x°, trouvé dans 
le n° 205 , donne des valeurs approchées de Paire ANP. 

Si l'équation du cercle était rapportée au centre, on 
obtiendrait immédiatement 


fàs mmis Va x + H aarc (sin =ź} 


250. L’ordonnée de l’ellipse étant oY zax — 3°, le 


Li 
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sgmentelliptique 4 MP sera égal à 2 fax V tax — x’; 


et comme il est nul en même temps que le segmentir- 
culaire ANP, on aura ANP : AMP :: a: b; car il est 
facile de conclure du n° 236, que quand deux différen- 
tielles sont dans un rapport constant, ce rapport est 
aussi celui des intégrales, si ces intégrales sont nulles 
en même temps. 

D’après ce qui précède, l'aire du cercle décrit sur le 
grand axe d’une ellipse, pris pour diamètre, étant à Paire 
de cette courbe comme le -grand axe est au petit, celle-ci 
est équivalente au cercle décrit sur un rayon moyen 
proportionnel entre les moitiés de ces axes En 
effet, par le rapport ci-dessus , Paire de lellipse est 


b ; ; 
sa’ X = ou wab, et cette dernière quantité représente 


évidemment Paire du cercle dont le rayon serait ÿ/ab. 


4 


= 251. L'’hyperbole rapportée à son axe transverse a 


pour équation y° = T (2ax + °), et donne 


AQR= fis V aa FF. | 


Cette intégrale peut s’obtenir par les logarithmes (183) 
ou se développer en série; mais au lieu de m'arrêter à 
calculer ces résultats, je m’occuperai des secteurs el- 
liptiques et des secteurs hyperboliques, dont les expres- 
sions différentielles se présentent souvent. 

252. Soit ABab , une ellipse dont le demi-grand axe 
AC =a, le denipetit axe BC = k;en faisant CP= x 
il vient 


PM = y= a — x’. 


1 
Calc. intègr. 25 
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‘Il est évident que le secteur 


ACM=CMP+ AMP, | 


“et que ? a ai, Eg 
d. ACM =d. CMP +d.4MP, 


Eur reni EVEA 
d.CMP == = Gas arr A sde _ 
Lu —"/? 





A N 


LS 


d. AUPE REV EEE un L. | 
| à 


‘La dernière de ces différentielles cat affectée du signe—, 
parce que l'aire AMP décroit x augmente; et 


elles donnent 
__1 








Si l'on fait $ = 1, le ‘secteur “elliptique ACM se chan 


gera dans le secteur 4 CN, appartenant àu cercle AE 
décrit sur le grand axe Aa comme au on aura 


coso 
| | dx vo ‘adi 
A vas 
L 


mais — pe étant ‘la | éfiétenfidite” dé l'arc AN, 
il en résultè , ainsi que de-la Géométrie élémentaire, 
ACN == ax AN=E AUX AN; 


et puisque les secteurs 4CN et 4 CM ont leur origine 
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commune au point £, on en conclura (250) que le 
secteur elliptique 


ACH= ACN = = BCX AN. 


253. Dans l’hyperbole X 4x, décrite sur les mêmes 
axes que l'ellipse ÆBab, et dont l'équation est 


b 
RS a i 
le secteur ACR= CQR— A QR, ce qui donne 
d. ACR =d.CQR —d.AQR; 
et comme 


CQR= Cx ein Eyr, 


on aupa | 


où Pon voit que la différentielle du secteur hyper- 


bolique est, aux signes près, la même que celle: du 
secteur elliptique 


254. Le secteur hyperbolique ACM , fig. 4, est P16.46. 


égal à l’espace asymptatique BCĦHP ; car 


ACM z= BCMP +. ABC — AMP, 
et | 


ABC— ARE = LEE XsinB_, AMP. 
255. Ce qui précédé suffit pour faire voir com- 
B 


#16. 48. 


L 
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ment le calcul intégral s'applique à la quadrature-de 
courbes; cependant je ne puis quitter ce sujet sans 
donner quelques-uns des résultats intéressans auxquels 
les Géomètres sont parvenus, par rapport aux courbes 
transcendäntes. 

- Dans la Logaritkmique, dont l'équation est y= ls, 
on a [yds=fdæls sls — x const. (207). La partie 
variable de cette dues devient nulle lorsque «=; 
car en faisant r =— , elle prend la forme — D i 

m m m 
‘sous laquelle elle est nulle quand 7m est infinie (99) : 
il est donc inutile, d’après cela, d’y ajouter une 
constante, lorsqu'on veut avoir les segmens à partir da 
point A, fig. 48. 

En y faisant x= 4E = i , elle donne l'expression de 
Pespace asymptotique c4Ex, qui est fini et égal à — r. 

Si Pon prend les ordonnées à la place des abscisses, 
on aura fxdy=/fdx=x, pour lespace cOMxr, 
appuyé sur l’axe des ordonnées AC , et dont P'expres 
sion est algébrique; je wy ai point ajouté de cons-” 
tante, parce qu’elle s'évanouit en même tempsque s, 
L'espace cAEx, qui répond à r=4E=1, a, par cette 
formule , la même valeur que par la précédente , abs- 
traction faite du signe. 

J'ai supposé le module égal à lunité ; s'il était dé- 
signé par M, on aurait 

fàsls = xls — fMdsi six — Mx et fxdy = Mx. 

256. En discutant la courbe dont l'équation est 

a? 
TT ep 


on trouvera sans peine la forme indiquée dans la 


r1c.49. figure 49. L'ase CC” des y est asymptote des branches 
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HF, R'F',et AB", côté négatif de l'axe des x, lest 
de la Branch M K’: 
La. Rod de cette: courbe rar de l'intégrale 
af dx 











le n° 214, semble. ne pouvoir MENI la partie 
. de' laire correspondante aux -abscisses négatives, à 
cause de son premier terme Îx qui devient imaginaire; 
cependant, si Pon appliqait. à cette recherche le pro- 
cédé du’ n° 233, on obtiendrait des résultats réels. 
Cette difficulté, du même genre que celle qui a été 
indiquée dans le n° 248 , se lve. en nn le signe 
de x avant l'intégration, car | 

| f° a™3x—ds a`*dx 


nu 


x x 
sla , (la)?  æ(la)} | 
e ! E.2,2 REN tpm F 


comme si Pori avait changé x en — x dans les senals 
termes algébriques du développement cité. 

Pour savoir ce que sońt les trois ‘espaces asympto- 
_ tiques de Ta courbè proposée, il chercher les va- 


leurs que pes lintégrale SF —— entre les limites | 


Fe y= o0 et EEn y SEO et remmen, 
x= —n et x= — infini, `. à 


n désignant une quantité finie quelconque. Dans le 
premier et dans le second cas, on trouve un résultat 
infini, puisqu'en faisant x==o , soit dans la série du 
n° 214, soit dans celle qui vient d’être rapportée, elles 
se réduisent à L.0; mais on ne saurait rien prononcer 
sur. le troisième cas, parce que les termes du dévelop- 





FIG. 50. 
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pement de [= 


traires, il se peut que la différenceentrele partie positive 
et la partie négative demeure finie, quoique chacune de 
ces parties soit infinie; et c’est ce qui arrive en effet, 
comme Fa prouvé Mascheroni, en déterminant la cons- 
tante arbitraire, dè manière que l'intégrale s'évanouisse 
lorsqu'on ÿ suppose > infini; en sorte que l'espace 
asymptotique B’P°M°K', eompris ‘etre les limites 
smn et FE — infini , est l’une grandeur fimie {*). 





ds nt alternativement de signes con- 


‘1 t 


La arak T F (a I és, obtenue en faisant, 


présente les ménies circonstancés ‘à cause‘du termé Tiz 
qui commence son développement, et qui devient i ima- 
gińaire quand lsz est négatif. 


255. l'équation de da. Un. étant + Ta | E 














dz = = ah, 
rer DESI 
il vient + io 
= 
Sy Pre) ki 


expression qu'il serait facile d'intégrer par les arcs dè 


cercle, au moyen de la formule du n° 199; mais on 
peut arriver- à.-up résultat plus-simple‘en prenant Îa 
différentielle du segment AGQM , fig. Papapa Por- 
donnée QU= AC—PME= 24a — y. 


Posant, én conséquence, 2a — y ==% , On aura 


d. ACQM = sds, 


et Pon obtiendra si 





+ (*) Foyez le Traité in-4°, t. III, p. 5:3. 
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adt == Gand sayy 337: : 
V 2ay—y° 
ACQM = fày\ V'3ay— y + const. ' ` 
Or cette intégrale, exprimant laire d'un gegment.du 
cercle dont le diamètre est 2a, et labscisse, y (249), 


4 


donc 


représente le segment Imn, qui s'évanouit quand y=0, 
ainsi que | le segment, 4CQM : done A 


Au point K, où y—=3a, le segment ACK devient 
égal au demi-cercle [mK I Enfin ilest visible que Pes- 
pice KMỌ == ACK — ACQM = Khin. 

Le rectangle ÆK ayant. pour hauteur IK et pour base 
Al=1ImK , sera quadruple du demi - cercle 1mKI; 
reianchant de ce rectangle l’espace ACK = ImKi, 
il restera AMKI «= 3 fois 1mK!. 1l suit de là, que Pes- 
pace KLA, compris entre une branche de la cycloïde et 
son axe, est triple du cercle générateur. 


258. Il me reste à parler des spirales; je vais moc- 
cuper d’abord de celles que représente l'équation 4=at* 
(117), dans laquelle # est égal à Parc ON, fig. 51, 
et u = AM. Les coordôünnéès étant polaires, la diffé- 


FIN u’dt 
rentielle de Faite sera —— (120); métant pour u sa 
| io , PERTE : l., 
valeur, et intégrant, il LP en + const. ; et 


quand z est positive, on doit négliger læ constante lors- 
que l’on compte les aires en partant de la ligne 40 sur 

. aP Prt 
laquelle #=0 : alors Paire 4CM = F rs i 
révolution du rayon vecteur, on aura lespace...... 
ACMB = TC 

fn +2 

du cercle ON. 





Après une 


, ~ étant ta derni-circonférence. 


PIC. Ĵi. 
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Dans la spirale d Archimède (117), a = - n=: 
6 F i . 
et ACM = zia’ résultat qui, lorsqu'on y fait t =27, 


‘donne A CMB=3, c'est-à-dire le tiers du cercle ON, 
puisqu'il s’agit d'unités quarrées, et que Paire de ce 
cercle est #(1)°. 
Dans la seconde révolution , le rayon vecteur AN re- 
passesur Paire tracée dans la première, et ainsi de suite 
à chaque révolution , en sarte que ces aires s’ajoutent les 
unes aux autres, et que pour donner seulement celle qui 
est terminée par la m“ révolution, l'intégrale. ere 


[= dé doit être prise entre les limites t=(m—)a 


et t= M . 2%. 

Pour la spirale d'Archimède, on trouve ainsi... 

m? — (m. — }] J3 

3 Wa 

Si Von calcule Paire terminée par la, révolution sui~ 
vante, c 'est-à- dire la (m + 1)", et qu’on en retranche 
celle qui la précède, on aura pour l’espace compris 
entre deux révolutions, ou spires, 
3 3 3 
(m +1) 2m +(m—.1) SOE. 


+ 


ce qui revient ä 2% quand m == 1, 'et montre quë Tes- 

pace compris entre la m' et la (m— 1)‘ spires, est égat 

à m, fois celui qui est renfermé entre la, première etla, 

seconde , ainsi que Pa trouvé Archimède. | 
. Dans la spirale hyperbolique, où n = — 1, on a 


IE S = — Ë p const, , 
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et lairecomprise entre les deux rayons vecteurs corres- 
pondans à =b et à t= c, sera 


g? f'X 3) 
2 \b c’ 


expression .qui devient infinie quand ż==0, à cause 


de l’espace compris entre Paxe 48 , fig.31, et la branche ric.31. 


infinie MK (p. 173). 
Dans la spirale logarithmique enfin, t= lu (128), 


dt = ”, [= ui ue T+ const. 


259. La différentielle de Parc d’une çourbe rap- 
portée à des coordonnées perpendiculaires entre elles, 
cst exprimée par V/dx°+dy" (64); en y substituant, 
au lieu de dy", sa valeur tirée de l'équation différen- 
tielle de la courbe proposée, elle prendra la forme Xdx, 
et son intégrale donnera la longueur de l'arc de cette 
courbe. Demander la longueur de l'arc d’une courbe, 
c’est demander sa rectification, parce que la solution 
_ de ce problème, lorsqu'elle s'obtient exactement , met 
en état d'assigner une ligue droite qui soit égale à Parc 
dont il s’agit. 





260. Je prends pour premier exemple les paraboles 
des divers degrés, représentées par l'équation y=px*, 
n étant un nombre quelconque entier ou fractionnaire; 
il vient 

dy = np ds, Vds dy de V'ipnipens 


Varc parabolique 5 sera donc sapra par 


SG +r°p sens) dz. 
Qeite intégrale obtiendra sous une forme finie et algé- . 
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brique , lorsque l’exposant 2n —2 sera égal à l’ütrité ou 

Sy trouvera contenu un nombre exaet de fois {tt3). 
Soit d’abord amami il én ii An -et 


PSE (1+ pe) + + const., 


la courbe proposée sera donnée par l'équation y= = ps! j 
ou y°=p"s", et sera par conséquent Ťá à même que la pa- 
rabole du troisième degré, qui est la déveioppée: de la: 
parabole ordinaire (81). Si l’on compte nn poti 
du point où #0, on aurà 


st) =}: 


En faisant - ae ii désignant v un nombreentie, 





on Pr pas HES, et-IVquatien sine hour 


nira une infinité de- Tabi rectifiables : à l'égard des 
autres, on ne peut obtenir leurs arcs que pár id 
mation. 

“Pour la parabole ordinaire, dans laquelle n=2,0n 


a fàz(1+ 4° #) ; par la formule D n° Las ox 





trouve A 
as (rép) pate pre) 4 = er 

et comme 

he Vs tr + | Phont ie 


ilen résultera 


fàx(ı ii P= a(i áps + ler V 1+4p°x)Hoonst. 


` 
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Telle est la valeur d’un arc quelconque de. la pera-! 

bole ordinaire; on peut y supprimer la constante ; en 

faisant commencer l'intégrale lorsque sxo.. ; 
Larc des byperboles données par P équation IP", 


a pour espresțion faidaan" sé, ‘et ne pent 
s’abtenir que par approximation. 


' 261. La différentielle de l'arc de cercle est = j. 

x" 

lorsqu’ on part de Pèqistion z =a (64), et » et 
___adx 


Ve =; quand on emploje l'équation 


y* = 2a% — x° ;» 50u8 Pine et l'autre de ces formes, 
son intégrale ne peut sobtenir que par approximation , 
et j'en ai déjà donné plusieurs développemens (205), 


262. Je passe à l’ellipse, et je prends pour équation 
de cette courbe y == a - (ax); la diferentie de 
da v mi TF be 


` t.e +5 S’, ci 
SQD arc sera — 4 en faisant paur plus 
aV æ — z* 
de simplicité le gränd axe a==1, et Je quarré-de de 
_centricité a°—Dt==1— be, Parc bn 
TH nr eia Déjà, ‘dans le n° 206, jai ou 
I 
une série qui. donne ha maleur. approchóó'de cette ‘in- 
tégrale, lorsque o est très petit, et qui conviendra aux 
ellipses peu aplaties. 
En supposant 31 -dans cette série, et mettant 








— = à la place de Parc À, qui est alors de 19, il vient” 


I 1.1 1.1.1.3 1.1.1.3.3.5 6 
Gia asa 2. 2.2.4.4.0 ÉPÉECPE 
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développement très Ra is: Li lorsque e est une petite. 
fraction. 


263. La différentielle de Parc elliptique s’exprime 
d’une manière très simple, au moyen de Parc qui lui 
correspond dans le cercle décrit sur le grand-axe comme. 

mc. {r. diamètre. Soit EN —9, fig. 4], on aura 


CP=x—=siny, ne 


| V1 
et par conséquent o~ Š 
© d.BM= deV/1i—e"sin@. 


264. L'équation de Phyperbole étant. 





z= de, 


b’ a 
r= —a’), 


AAC EE mA h différentielle de son 
aV x" — a’ 


arc; en faisant az= 1, a -+ b= 1 pime , Cet arc se 


trouve exprimé par f ee. 





et peut, dans le. 

x — L i 
cas ‘où e est très près de l’unité, se développer en série 
par un procédé analoguë à celui du n° 206, 


Li 


265. Il me teste à parler des courbes transcendantes 





L’équation de la a étant ` 
dx = (114), 
= Y° 
on entire | 
dy Via 








Vds Fir =. 
| vV 


2. 
2a — y 
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différentielle dont l'intégrale est. 
= — 2 V'2a(2a — y) + const. 


Il est évident que V/2a(2a— y) est Pex pression 

de la corde mK , fig. 50, du cercle générateur; et r10.50, 
comme la partie variable ‘de l'intégrale s'évanouit au 

point K où, yasa, il s'ensuit qu’elle exprime larc MK; 

on a donc 


MK =2 V/2a(2a— y) = 2mK. 


Quand y =0, cet arc devient 4X—921K, résul- 
tat qui s'accorde avec ce qu’on a vu dans le n° 116, 
et d’où il suit que Farc total AKL est quadruple’ du 
diamètre du cercle générateur ("). 


266. Pour donner au exemple de Pusage de la for- 


mule V/ud® + du’, qui exprime la différentielle de 
l'arc d’une courbe rapportée aux eoordonnées polaires, 
(125), je prendrai les spirales dont lé FN est 
u == at", et j'aurai à intégrer la différentie 


de VaR paa anae +) 


Lorsque n== 1, on a seulement ad{# =f- 1ÿ, diffé- 
rentielle de la même forme que celle de Parc de la 
parabole ordinaire (260) , et d’où il suit que c’est à la 
rectification de cetta. courbe que se rapporte celle eps 
la spirale d’ Archimede. 





(°) Si lon représente par s l'arc MX, par y’, la ligne.. 
Kn = 2a —y , et que l’on change 24 en a’, l'expression de MK, 
trouvée ci-dessus, donne lPéquation 

s=2V ay ay, où s= ka'y, 


dont on se sert dans la Mécanique. 


FIC. 52 
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Dans la- spirale logarithmique on a è= hs, ce qui 


-donne 


V'ude + + du” : = duy 2; ; 


A 


Tare. de qtie courbe a ARE ns 


wy a-p egish , ou seulemènt 4/2; en partant de Fori- 
gine des rayons verteuss;. et Fon voit que quoiqu'il sæ 


trouve , entre cette origine et un point quelconque de'la 


courbe, une infaité de révoluitians, elles ne composent 
cependant qu’une longueur finie, égale à la PAR 
du quarré - fait sur Je rąyon vecteur. 


De- la. cubature des ‘corps terminés par des 
. surfaces courbes , de la quadrature de leurs 
' tires , etde Tinségration des dr ntele: 
partielles: Ea 


abge Les surfaces couthes que Tes. Géémètecs ont 
considérées les premières, sont celles” de révolution, 
parce que les différentielles de lourmaires et des vo- 
lumes qu'elles comprennent ,. ant ane expression phus 
simple que leurs se dans ls surfhcos courbes 
en général. ' 

Soit zs le volume du corps ner par le nent 
AMP, fig. 52, d'une courhe :queleenque AZ, tournant 
autour de l'axe AB pris dans son plan; il est érident 
què ce volume, terminé par le plan circulaire déérit : par 
lordonnée MP, est une fonction de l’abscisse 4P =s: 
Si Pon prend- une autre abekisse 4P, que l’on mène 
une seconde ordonnée MP” et les droites MR et SW", 
parallèles à PP”, om verra que le volume is factroit 
de celui que décrit le trapèze curviligne PMMP’, en 
tournant autour de. PP", et que.ce dernier. corps, 
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compris entre les cylindres engendrés par les.rectanyles 
MP’ et MP, diffère d'autant moins de Pun et de 
l'autre, que les points M et M sont plus rapprochés, 
en sorte que la limite des rapports de ces trois corps est 
Punité; on peut donc, lorsqu'il s’agit de limités, prendre 
le cylindre décrit par MP’, pour.le corps engendré 
par PMM'P’, Qe eylindre ayant: pour basea le .cerche 
décrit par le reyon P Maz y, son volumeseraiey" x RP, 
en nommant: y: le rapport de la circesiféronce. au dia- 
mètre; ét Jos ttauvera, par Je rsisonmement du n? 66, 
que =y, doù u—#/fy"dx. Lors donc qu’on aura 
l'équation de la courbe AMZ , on substituera pour Y sa 
valeur en y, et l’istégration fera copnaitrele volume d’un 
segment quelconque du corps engendré par cette courbe. 

268. Pour trouver la différentielle de Paire du même 
corps, il faut observer que son accroissement, ou 
l'aire décrite par Pare HO M" qui s'approche sans déesse 
de sa corde MM”, tend à se confondre avec l'aire du 
sone de cône-droit décrit par cette corde y et en passant 
aux limites, on peut prendre. lune pour Pautre-(*} 
Mais Paire du trono de- oône droit déerit ‘per ‘Maf, 
aura pour expression 
+ L(x MP LasMP)MM' 

| =MP4+MP)MW ; 
. etenla comparant à l'accroissement. de l’absoisse PP’, 
on obtiendra iş : 


M | 
PP? | 
or, en nant aus, limites, MP Ca TN bad avec MP 


A A De a ue 
(*) On verra aisément qu’il n’en est pas ainsi de celles des ey- 
lindres inscrie et circonscrit, engendrés par MR et SH’. 


x (P +HP) — 
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a RE 
ou y,et PF = LL ds Y” (64) : donc le coefficient 
différentiel de Paire décrite par l'arc AM, est égal à 


25 y V, 


et par conséquent 28y Vde Eddy: y* est la différentielle 
de cette aire. 

On parvient sur-le-champ à cette expression , ainsi 
qu’à celle du n° précédent, en regardant la courbe 4MZ 
comme un polygone; car alors l'élément du volume 
est le cylindre décrit par le rectangle MP’, celui de 
l'aire est le tronc de cône décrit par le côté MA. 


269. Finsisterai peu sur les applications, qui n’ont 
par elles-mêmes a difficulté. Si Pon prend léqua- 


tion à l'ellipse, y’ = = (aas —2) , On trouvera que le 


volume d’un segment du corps qu’elle engendre, en 
tournant autour de laxe désigné par 2a , est expri- 
mé par 


— fees sd ax°— 3) Pi const. (267), 


et Pintégrale étant prise depuis s= o jusqu’à x=—2a, 
donne dan pour le corps entier. 

-Quand a =b, ce corps devient une sphère, et son Ẹo~. 
lume est =: , ainsi qu’on le trouve par la Géométrie 


élémentaire. 
” Si lellipse était rapportée à son centre, ou qu’on em- 


ployåt Péquation y == 2 (a a , le die serait 
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j sb’ T 
Je — x )dx— Faa (3a s — x) + const., 


intégrale qu’il faudrait prendre dépuis x —— a jusqu’à 
x=a, pour obtenir le corps entier, et qui donnerait 
alors le même résultat que ci-dessus. 
On aur ait 
e va Gi — F i 
sd . , 


pour l'expression de Paire. Lorsque a > b, cette 
intégrale se rapporte facilement à l'aire du si 


circalatre dont l’abscisse est x et lé rayon Ver 
pa? 


elle est -logarithmique quand a < b, puisque le ra- 


dical prend alors la forme V at+ (b*—a*)x* : enfin, 


si l’on suppose a2=b , on a seulement 


fasadr = 2xax + const., 


intégrale qui donne, en la prenant depuis z ==—a 


jusqu’à x==a, 4ra’ pour l'aire totale de la sphère. 


270. Je considère maintenant les”surfaces courbes 
en général, en les rapportant à trois plans perpendi- 
culaires entre eux, au moyen des trois coordonnées 
AP=x, PM = y, MM=3, fig. 53. 

Le segment 4PGMM'OHD, ayant sa base APM' Q 
sur le plan des xy, et terminé par les deux plans PM MG, 
QM MH, respectivement parallèles à ceux des yz et 
des xz, et par la surface courbe proposée , est néces- 
sairement une fonction des deux variables indépendantes 
x et y; il peut s'étendre successivement dans le sens de 
chacune, ou varier par rapport à toutes deux simultané- 


` ment. En effet, si l’on suppose que, y demeurant constant, 


Calc. intégr. 24 


“PIG. 53. 
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.x se change en 4P +PP , CR segment s’accraîtra de la 
tranche PGMM'm" mgp, et de la tranche QHMM'n'nhg 
si Pon fait varier y seul de Qg; enfin si s et y de- 
viennent simultanément 4AP + Pp, AQ+0Qg; le 
même segment, ayant alors pour limites les plans 
PN Ng, 4N' Nh, différerä de son état primitif par 
les deux tranches déjà énoncées, et par l'espèce de 
prisme tronqué M'm'N'n'nAmN, qui n'est autre que 
l'accroissement de la première tranche, lorsqu'on y fait 
varier y seul , ou celui de la seconde quand, dans cette 
dernière, on fait arier x seul. 

‘ Si Pon représente par u la fonction de x et de y qui 
“exprime lé volume du segment APGMM' QHD , il est 
“évident que dans l'expression du changement total 
de cette fonction (41), les termes où x a varié ia 

donneront l'expression de la première tranche, 
où y a varié seul, celle de la deuxième PR CR ei 
que les autres appartiendront au d tronquë M'N; 
on aura donc 


d'u r dlu a € du f 


divisant les deux membres de cette équation par hk, 
et passant aux limites relatives à l'anéantissement de 


“à à Lolo du se moubee die a Or 


le prisme tronqué M'N tend sans cesse vers ie ie 
lépipède formé sur la base Mm N'n’ et l’ordonnée M°M; 
et peut en approcher aussi i près qu'on voudra; mais si, en 
prenant lun pour Pautre, puisqu il s’agit de limites, on 


substitue Mm x Mn xM M, au prisme M'N, qu'on 


* fase Mm ou Pp= h, Mn: on Qg =k, le rapport e 
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ss a du 
se réduit à MW M=—s : il résulte donc de là que do si 


et que pour obtenir le segment 4PGMW QHD, il. 


faut, par l'intégration, remonter du coefficient diffé- 


rentiel 





Ju , i 
Jedy à la fonction tl. 


" 1, Quoique le coefficient ne i soit res 


' Jatif à deux variables, on peut néanmoins parvenir 
à la fonction dont il dérive, par les méthodes données 
pour l'intégration des fonctions d’une seule, parce que 
éhacune de ces variables est regardée comme cans- 





| du 
+. a 

tante à à son tour. En efiet, à ca cause de db T 
ads : . l s E r 


on aura < we ; et prenant Potégralé de 


chaque membre, en pi considérant comme variable 


que y seul, il “ia: ds = =fsdy, d'où Pon tirera 


Št ds his. 
intégrant de nouveau, mais par rapport à x seulement, 
on trouvera z = fésfady. 

En ne considérant cette recherche que du” côté pue 
rement analytique; i} est évident que la constante qu’il 
faudra ajouter pour compléter la première intégrale, 
peut renfermer x d’une manière quelconque; que. celle 
qu'on mettra à la suite de la seconde intégrale doit 
être considérée comme une fonction quelconque de 7; 
et cela, parce que toute fonction de x seul doit dis- 


24. 
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paraître comme une constante lorsqu'on ne différéntie 
que par rapport à y, et qu’il en est de même de 
toute fonction de y, lorsqu'on ne ouiierentis qae par 
rapport à x. 

L'ordre des intégrations est indifférent (40) (*). En 
s’occupant d’abord, de la variable x, on aurait eu 


du ’ 
d'u EF dy _dy 
o de et de là , on aurait tiré successivement 


T = fads ,, u = fàåy fada. 


Ce résultat et le précédent s'écrivent comme il suit : 
u= ffidydx et u—/f:dxdy, 

en faisant passer les deux différentielles sous le der- 

nier signe f, ce qui est permis, lorsqu'on observe que 

chaque signe n’est relatif qu'à lune des variables en 


particulier. 
“Pour can et confirmer ce qui Press soit 


sm = TE ——— ; il viendra 


u= [fre ET rc ep nl TEA 


La première succession d'intégrales donne 
dy I Y 
E (tang =?)+ X, 
résultat dans lequel X’ représente une fonction arbi- 





(© M. Cauchy a montré que ceci n'était plus généralement 
vrai, lorsqu'il s'agissait d’intégrales définies; on en trouvera des 
. exemples dans ła détermination de quelques-unes de ces in tégrales, 
à la fin de cet ouvrage. 
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traire de x, ajoutée pour compléter l'intégrale; en 
intégrant de nouveau par rapport à s, et faisant 
_{X'dx = X, on trouve 


as [2 =fas( S arc (tang=2)+ x] 

| = f = arc (tang =?)+ X. ” 
L'intégrale SEx, arc (tang: = Z) s'obtient en série i 
en mettant au lieu de arc (tang= =? 2) son dévelop- 


pement Ÿ = n HHE La — etc. (202); et comme il faut, 


après cette Re , ajouter une fonction arbitraire 
de y, eń la désignant par Y, on aura enfin 


dxdy f _, A ei 
SJE y a X + Y— Ara saas ion te 
En opérant dans un ee inverse, d’après la da 
succession d’intégrales , on trouvera 


a = 2 are (tan = Er, 
Hy y. s=; ? 


By [=y [3 arc (tang =) + r | 
= f Z aof tang =? + Y. 


Mais si Pon observe que 


| en E 
arc (tang =?) ms "ai (tang = 2), 


on aura , après la dernière intégration et Fate 
d’une fonction arbitraire de x, 
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Sven 9 


et comme ón pent ‘comprendre le terme = ly dans la 


fonction arbitraire Y, ce résultat, qui se changera par 
là en 


. DIE ses =x+Y f are (ane? ), | 


sera Je même que lé précédent, ainsi qu’on peut sen 


cénvaincre en mettant ‘pour arc (eng = = Al soù dem 
Toppeinent l | 


. 272. Lorsque Pon ee Lédady comme expri- 
mant le volume d’un corps, il faot avoir égard.aux 
limites entre lesquelles doit être prise chaque intégrale, 
et qui tiennent à la nature des surfaces par lesquelles le 
bis proposé est terminé latéralement. - 

‘ Le čas le plus simple est celni où le corps est fermé 
ji quatre plans, pářalièles deut à deux aux plans 
coordonnés CAD, BAD. En supposant que les pre- 
miers répondent aux abscisses x — à, x = a’, et les 
seconds aux abscisses y =b, y =b, qn prendra Pinté- 
grale fzdx, depuis x—a jusqu’à s =a’, en y regardant 
d’ailleurs y comme constant; et nommant P le résultat 
obtenu, `il restera à prendre l'intégrale fPdy, depuis 
y =b. jusqu'à > — 6". 

Lorsque le corps proposé est terminé Fatéralement 
par des surfaces courbes, les valeurs extrêmes de Pune 
des variables sont liées avec célles de Pautre,’ ainsi 
qu’on va le voir dans Pexemple suivant , où il s’agit de 
. trouver le volume d’une sphère dont le centre est. ën 
Æ, et dont le rayon est égal å v. 
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On a +" emr, etpar conséquent 
Sfzàxd y = ffåxdy V P — 1—7; 


puis, en supposant y constant et r—#"=r", | 


on trouve /zdx = fds y 7 asy r'a 


1. - r’ arc (sin = = =) (249). - 


Cela posé, l'intégrale. fzdx, exprimant Paire .de, la. 
section faite dans Ía sphère, parallèlement au plan des 
xz, et à la distance AQ = y, doit être prise entre les 
limites de cette section, qui sont d’une part le plan 
CAD , et de Fautre le cercle BFEC', suivant lequel la 
' sphère rencontre le plan BAC. À la première limite 
æ= 0, à la seconde x== QF; mais cette dernière est 
. Tiée avec AQ, car én faisant s==<0, on trouve ++. Jr 
pour l’équation du cercle BFEC, d'où il suit que... 


QF = = Vr—40. Q = Vr —y —"=r;et par conséquent, 
pour une valeur quelconque de y, les valents extrêmes. 
‘de x sont o etz. 

Au moyen de ces valeurs „le résultat obtenu plus hant 


se réduit à 7” a, puisque arc (sin = 1) =f 3” et linté- 
grale fdyfsdx devient 


Lay 7 SEP y) =7(r an £). 


Cette dernière doit être prise depuis la plus petite va- 
leur de y, que je supposrai nulle, en fermant de ce 
côté le corps par le plan BAD , jusqu’à la plus grande, 
qui, dans le cas actuel, est AC =r : le volume du seg- 
ment ABCD , qui est la huitième partie de la sphère, 
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r” ‘ # ` ` 
sera donc, et et pat conséquent le volume de’ la sphère 


fart 
entiere sera Ta >: 

Il est à Re de remarquer qu'on peut obtenir 
immédiatement le volume de tout l'hémisphère supé- 
rieur au plan BAC, en prenant la première intégrale 
depuis zzy rry — y° jusqu’à s= 4V ry — ÿ°; car 
dans ce cas les valeurs extrêmes de x se terminent 
dé part et d’autre'à la circonférence du cercle BFEC, 
dont AC est le rayon, et l’on a la valeur complète 


da fads = F> T (r°— y°). Prenant ensuite l'intégrale 


E PE (a Ey, _. | 


dans toute étendue de'la partie de l'axe des y comprise 
dans le cercle BFEC , c'est-à-dire depuis l'extrémité 
deson diamètre, située derrière le plan BAD, où y=—r, 
| ne 7 f 
jusqu’à l'autre extrémité C, où y==#4-r, on trouve sala 


i 3 
| a "| fr 
et en doublant on a, comme ci-dessus; “g— pour la 


sphère entière. 


273. En considérant les différentielles comme les 
accroissemens infiniment petits des variables, on peut 
négliger la différence du prisme tronqué M'N , au 
prisme complet ayant pour hauteur M'M., et le regar- 
der alors comme formé de petits parallélépipèdes ayant 
. pour base le rectangle M'm'N'n', pour hauteur dz, et 
étant par consoqacni exprimés par dyd ydz. Pour obtenir 

. la somme des parallélépipèdes contenus dans le prisme 
eatier, il faut intégrer cette. expression par rapport à 
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z seulement, ce qui donnera `, 
Caen a fdxd ydz = sdsdy ; , 


comme on l’a trouvé ci-dessus. 

On observera ensuite que la valeur complète de 
dy/zdx est l’expression de Ja somme des parallélépi- 
pèdes contenus dans la tranche FHQghf, comprise 
entre deux plans parallèles au plan BAD des xz; 
mais /zdx étant Paire de la section FHQ, îl s'ensuit 
que 1a tranche infiniment mince FH OA f peut être re- 


gardée comme égale à FH "Q X Q7 , Çest-à-dire à 
Paire de la courbe qui lui sert de base; multipliée par 
Pépaisseur Qg. On voit enfin que fd yfzdx exprime la 
somme de toutes les tranches semblables comprises i 
le volume cherché. : : 1. 

Il est évident qu'on représente tontes. ces PTER 
en'cansidérant l'intégrale triple:/ffdxd.yds-dont chaque 
sigue se rapporte à Fune dès variables x, y et-z. 


274. En général, s’il faut déterminer la portion du 
corps proposé, terminée latéralement par le cylindre 
élevé perpendiculairement au plan BAC, fig. 54 ,sur 
la courbe donnée E’N'G”, on prendra l'intégrale fsdx, 
depuis x = 4P jusqu'à x= Ap, afin que l’expression 
 dy/zdx devienne celle de la tranche MM'N'Nnn'm'm. 
Les lignes 4P et Ap , respectivement égales à QM 
et QN', seront données en fonction de 4Q= y, par 
Péquation de la courbe E'N’'G' dont elles sont les abs- 
cisses; en les représentant par F( y) et K y), on devra 
prendre fzdx, depuis x= F(y) jusqu'à x= fy), 
ce qui, comme l’on voit, introduira de nouvelles fone- 
 tiôns de y que z ne renfermait pas, et pourra aug- 
.- menter ou diminuer la difficulté de la seconde inté- 
gration. Pour obtenir ensuite, dans:celle-ci , là valeur 


F1G. 54 
orne 
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est égale au coefficient différentiel 
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totale de l'espace cherché, ou la somme des tranches 
dont on a déjà l’exptession générale, il faudra prendre 
fdyfudx, depuis y = AF jusqu'a y= AH, valeurs qui 
répondent aux limites Æ et G” de la courbe E’N'6, 
dans le sens des y- 

Il pourrait arriver que Île contour E'N'G', au liée 
d'étre une courbe continue , fût l'assemblage de plu- 
sieurs portions de courbes différentes; l'application des 
principes précédens à ce cas est trop facile Pour quil 
soit besoin de s'y arrêter. 


295, On parvient à l'exptesion générale de la dif- 
férentielle de Paire d’une surfaca courbe , en imaginant 
cette surface partagée en sones, telles que E Gge, fig. 53, 
par des plans parallèles à Pun des plans coordonnés, 


‘et en concevant que chacune de çes zones soit déodu- 


pée en portions quadrasgulaires MrsiVn, par dès plans 
parallèles à un autre plan coordonné, A l'inspection 
de la figure, on voit que l'aire DGMH , que je repré- 
senterai par s, #accroit du quadrilatère curviligne 
GMmg, qùand x augmente de Pp, et que ce quadri- . 
latère s’accroit de MmVn, quand y vient ensuite à aug- 
menter de Qg. Un raisonnement semblable à celui du 


n° 270 fera voir ta la limite du rapport de E m 


Pp X Q4 








Di 3 
Pour parvenir à cette limite, on observe d’abord 
que les quatre plans 

mM et Nn, nM et N'm, 


pérallèles deux à deut aux plans des ss et des ys, 
et qui déterminent le quadrilatère courbe MmNn, déter- 
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minent aussi, sur le plan tangent au point M, fig. 55, ric.55. 


un parallélogramme MXZY , sur lequel toutes les 
lignes tirées du point M seraient tangentes aux diverses 
sections que feraient, dans le quadrilatère ‘courbe, 
des plans.menés par ordonnée M'M, et auraient avec 
les ares de ces sæctions un rapport tendant sans cesse 
vers l’anité (63}; on peut donc, dans la limite cher- 
chée, substituer au quadrilatère courbe MmNn, le pa- 
rallélogrimme MXZY, dont l'aire est à celle de sa 
projection M'm'N'n', comme le rayon est au cosinus de 
l'angle compris entre le plan tangent et celui des zy (*). 
Or, la normale MG et Pordonhée MM étant respecti- 
vement perpendiculaires à ces plans, l’angle qu’ils com- 


prennent sera égal à OMM, et aura par conséquent 


pour, ce 
| a (180), 
| Vite +e. | 
ee qui- o E 
 MX2Y=Mr n nr 
on a done 
s= ffardy Vip +9, 


où il faut observer que dyfdx y 1-+-p"+9° représente 
Pairé de la zone FHhf, fig. 53. 


276. Si l’on prend encore la sphère pour REA 
son équation +7" -+ 7", donnera 


v 
p=—}, = VERS, 





(*) Voyez pour cette proposition le n° 6o du Complément des 
lemens de Géométrie, ct pour ce qui précède, le T raité ing, 
t. IT, p. 198, note. 


F16.53, 
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et 


Je Vitet ve EEN 


posant ensuite re =", cette intégrale deviendra- 


pee = rare (sin?) (186), 


mt 
qui, prise depuis x = 0 jusqu'a x= r= V r—y*, est. 


égale à 9 et ne laisse pour la seconde intégration que 


LEA ar 
F fdy = 7I 

Il est aisé de voir que, comme on n’a pris le radical 
V P= x — y" qu’avec le signe +, on n’a dû obtenir 
que la portion d’aire supérieure au plan des xy,que, de 
plus, les limitesassignées à x n’embrassent qu'une moitié 
de la partie supérieure de la zone perpendiculaire à Faxe 
des y, et qu’ainsi la zone entière serait. exprimée 
par 2æry , c’est-à-dire par la circonférence d’un grand 
cercle, multipliée par la portion du diamètre compris 
entre les plans qui terminent cette zone, résultat con- 
forme à ce qu’on a vu dans la Géométrie élémentaire. 
Quant aux limites de y, il est évident qu’il faut prendre 
—ret +r, lorsqu’ on veut obtenir Paire tote de la 
sphère. 


277. L'application de P Analyse à la Mécanique con- 
duit souvent à des intégrales triples de la forme.. .... 
PF dxdydz, dans lesquellés la fonction. 7” peut ren- 
fermer les trois variables x, y, z, considérées comme 
indépendantes les unes des autres, en sorte que 
chaque signe d’intégration ne tombe que sur une 
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d’elles en particulier (273). Il est aisé de voir que i 
ces intégrales proviennent de la détermination d’une 
fonction u dépendante de trois variables x, y, s, 
et dont on ne connait que le coefficient différentiel 

di donné par l’équati 1 V; 
Tiya né par l’équa Ho dda dde = car on 
tire e là, en'opérant comme dans le n° 271, 1°. en 
regardant æ et y comme constans , 

_ d'u d'u 

dxd ydz dd = Vds, À LE | 
T” étant une fonction arbitraire de x et de y; 2°. en 
regardant x et z comme j 


LE dy=d Ay ds+T'dy, = TSOI Tir HS", 
T” désignant la fonction arbitraire de x et de Y, résul+ 
tante de /7‘“dy, et S’ une fonction arbitraire de x etdez; 
3°. enfin, en regardant y et z comme constans, 
= dx = dx/dyf Vds + T'dx + Sds, 
u—=/fdxfdyfPdst+ T+- S+R, 
T et S représentant des fonctions arbitraires résultantes 
de fT"dx et:de fS dx, et R étant une fonction 
arbitraire de y et de z : l'intégrale complète renferme 
donc trois fonctions arbitraires, savoir, une de x et 
de y, une de x et de z, et une de y et de z. En réu- 
nissant les différentielles sous le dernier signe d’intégra- 
tion, fàxfdyfVdz devient ff{Fdxdydz, et a, sous 
cette dernière forme, la même signification que sous la 
précédente. 
Cet exémple suffit pour montrer comment on re- 
viendra du coefficient différentiel d’an ordre quel- 





= /fVds + T", 
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conque d’une fonction de plusieurs variables, à cette 
fonction elle-même. Les fonctions arbitraires intro- 
duites ici n’ont rapport, comme dans le n° 252, 
qu'au cas où les intégrales sont prises entre des limites 
pour lesquelles les variables x, y et z sont indépen- 
dantes les unes des autres; maa le plus souvent, 
Pintégrale relative à z doit être prise depuis..... 
s = F(x, y) jusgwà s f(x, y), F et f étant des fouc- 
tions données, l'intégrale relative à y, depuis J=F{s) 
jusqu’à y= = f(x) , et enfin li D as relative à £; 


depuis x =a jusqu'à x= g. 


De l'intégration des différentielles totales con- 
tenant plusieurs variables indépendantes. 


278. Les fonctions contenant plusieurs variables in- 
dépendantes, ent deux sortes de différentielles , savoir’: 
des différentielles partielles et des différentiglles to- to- 
tales (46); on a déjà vu dans les n°* 3791, 277, comment 
on pouvait remonter d’une différentielle partielle ex- 
primée par les variables indépendantes, à Ta fonction 
primitive, et que ce problème est toujours “possible, 
puisqu’il se rapporte immédiatement à l'intégration 
d’une différentielle à une seule variable. Il mer ast-plas 
de mème quand on prend au hasard une expression 
de la forme Mds + Ndy, pour la différentielle totale 
d’une Le de trois variables, parce que l'équation 
TE IE” = ie (40) établit, entre les quantités M et N, 
une D sans laquelle elles ne peuvent dériver d’une 
même fonction primitive. 


En effet, si Pon pose | 
du == Mds + Ndy, 
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il en résulte 


du _ y Wy d'u _dH d'u _aN 
ds "dy ’ dyds dy” dsdy dy” 


et par conséquent 


dH _ an 
i dy ~ dx’ 

Il faudra donc que toute expression Mds- Ndy, 
quand elle sera la différentielle totale d'une fonction 
des variables x et y, rende identique équation ci- 
dessus; et alors, pour remonter à son intégrale u, on aura 
Mæ, N=, d'où Pon déduira la valeur des dif- 
férentielles partielles. | 

En prenant celle de la différentielle relative à x, par 


PE d 
exemple, il viendra I ds = Mds, et par conséquent 


u—/fMdx+ Y. On ajoute dans ce cas, comme dans 
celui du n°271, une fonction arbitraire de y, ` puis- 
que Fintégration n’a eu lieu que par rapport à la 
variable x; mais ici cette fonction se détermine 
parce que la valeur de u doit satisfaire encore à l’équa- 
_ tion N= ue 

dy 
L'équation y == /Mdx +4 Y donne 


_ du _dfMàs , AY. 


ody dy 7 dy? 
représentant [Mds par v, om aura 


du dv dY 
Dry 


 d'ob Pos tirers : 
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dY dv Pr tt ns 


NN 


dy dy Lea 


| ds ,.. 
= f(x): 
on trouvera donc ` 
= Ma + [(N E) dy : 


telle est l'intégrale de la fonction proposée. 


et en intégrant, 


Ce résultat fait voir que la fonction N — A ne 
l y 


doit renfermer que la seule variable y, sans quoi 
il ne serait pas vrai, comme on l’a supposé, que Mdr 
et IVdy fussent les différentielles partielles d’une même 


fonction u. Il suit de là, que la fonction N — T ne 


contenant pas <, na doit pas varier par rapport à cette . 
quantité; et qu'ainsi. 


AN dv >. 
ds | dady ? 
‘mais on a M 
$ | a% , 
d?y dêy dx dy 


EA 
£ 


- il vient donc ” : | 
dy OaM aN dM a 
. dedy | åy -~ dx ‘dy ae 3 
Cette condition , trouvée-plus haut, est -par conséquent 
la seule nécessaire pour assurer l'intégrabilité de la dif- 
férentielle MasHNdy; et quand elle n’est pas remplie, 


+ 


) 
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Texpression proposée, ne pouvant résulter de la dif- 
æentistion d'une fonction primitive à deux variables, ne 
saurait être une différentielle exacte. 
—xdy 


279. La fonction rs étant écrite ainsi, 


dx — 


LE ts à 
x + y‘ + y Y s 


donne successiyement 


aM č #—y aN 


e EREE ve 
ct ss 





"are (tang =) =, 

où . u— arc (tang =) + Y. 

Différeatiant et faisant tout varier, on trouvera 

ne yds — sdy 

x +7. 

comparant avec la fonction proposée, en aura 
dY = 0, d'où Y=<onst., 

æt par conséquent 


[yds — sdy _ e( a 
ET == are ang=;) + oanst. (*) 


+ dY; 





. (*) Je messuis arrêté eur ceLte intégration » parce qu'elle sert de 
base à ume démonstration très “légante du principe de la composi- 
aion des forces, donnée par M. Laplace, dats sa Mécanique céleste. 
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Soit encore la fonction 

dx y'dx ydy , (ydx—xdr) Vs y, dy 

dal 
en la comparant avec la formule Mds + Ndy , on a 

Li PAHVEES yI Vatra 

M = TT TS ? N= x? Ta 

d’où lon déduit ; 
dM — ay VHI $ E a 


dy à ETS 
aN 2y+t VAF 5 
ds x? Ve +y 


ces valeurs étant réduites, donnent ' 

dM 2y saaye O dN 

dy S Vety dx d 
et par conséquent la fonction proposée peut s'intégrer 
immédiatement. On obtient d’abord 


b a dx, ;——— 
JMàs = ls — 2 +y EVE: 
mais l'intégration par parties donne | 
| 

LEVEFF IV SG = 

Vety + [2 aa 

2 2 —— —, D 
25 sV + y" 
et faisant Vry == ya, on trouve, en opérant 
comme dans le n° 198, | 





e 








fa nt 
xV/x + y* y d x 
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| mean EL LES 
done | SMAx = )x ee Ta 


On a ensuite 


I I 
ep —— h — 

ay s +3" 2y 2y 
d'où il résulte Y == 2 ] J + const., et enfin 


280. Les différentielles | soleni un oi quel- 
conque de variables, s’intègrent par une extension de la 
méthode précédente , qu'il suffira do aux fénc- 
tions de trois vár tables, Soit 


Mis + Nay + Pdz 


mme différentielle de ce genre, M, N, P, désignant des 
fonctions de x, yet 3yen-y supposani alternativement 
dz, dy , dx nuls, c’est-à-dire en regardant tour å tour z, 
y et x comme constans, on doit successivement obtenir 
. trois différentielles exactes éntré deux variables, savoir, 


Mds+ Ndy, Mdx+Pds; -Này + Pdz, 
desquelles il résultera nécessairement | 
daM_ AN AM_ dP daN dP 


dd” di de’ ds — dy (78). 
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Lorsque ces équations de condition sont vérifiées, la 
différentielle proposée est exacte, et peut s'intégrer eù 
commençant par opérer sur Pune quelconque des diffé- 
rentielles à deux variables qu’on en a déduites. Si, par ` 
exemple, on a fait à la première, Mds -+-Ndy, l'appli- 
cation du procédé du n° 278, et que le résaltat soit 
représenté par #, On aura 

Sids + Này + Pà) = v +2, 
Z étant une fouction de z seul, et provenant des termes 
de la fonction primitive cherchée , qui ne contiennent 
pas x et y. Cela posé, si l'en diflérentie l'équation ci- 
dessus, en y faisant tout varèer, il viendra 


dé de de’, dZ 

M = gg’ N= PE 1 
La dernière de ces équations donne 
dZ - ` dp 
e 


d'où 
| z = [ (P-E) ds + ons., 


pourvu que pa ne contiehnė ni x, ni y: on doit 





dz Sog 
donc avoir  , | 
dP d'e E dP de 
dx drds °’ dy dydz ne 


ce qui revient à | | | 
aP aM o, P AN 
dx dz ” dy dz 


en intervertissant l’ordre des deux différentiations indi- 





L 
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quées sur v , et mettant pour n et T leurs valeurs M 


et W. Les deux conditions que je viens de trouver, 
jointes à 


“o dN 
— īrs 


que suppose ea de la différentielle.. .... 
Mdx + Ndy, étant les mêmes que celles qui se sont 
présentées au commencement de l’article, font voir que 
ces dernières sont suffisantes pour conskater l’intégra- 
bilité d’une fonction différentielle quelconque à trois 
variables; et lorsque ces condiions ne sont pas satis- 
faites, la proposée ne peut dériver d’aucune fonction 
primitive renfermant le même nombre de variables 
indépendantes. 

En général, il est visible qu’une différentielle exacte 





> e [4 | I 
comprenant n variables, doit présenter ne ) diffé- 


rentielles exactes à deux variables, ce qui fournit 
un pareil nombre d'équations de condition; et de là 
on peut s'élever aux conditions que doivent remplir 
les différenticlles des ordres supérieurs : mais elles s’of- 
friront presque d'elles- mêmes, dans le Calcul des 
variations , qui -entre dans le plan’ de cet ouvrage, 
c'est pourquoi je ne wy arrêterai pas ici (*). ` 
281. Le procédé suivi pour no dans le n° 278, 


Mds 


—, conduit à une 





l'expression de D équivalente è s 


formule très utile, qui apprend à différentier sous le 
signe f, par rapport à une autre variable que celle à 
laquelle il se rapporte. 


qe ee mE 


(*) Voyez Faenes le Traité in-40,t. H, p 232. 


Genre RASE 
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En effet, l'équation 


dv M 
dxdy dy ? 


revenant à _- 
de HU a 
dy, __ dM dy dM , . 
e à ’° donne: Le Lan ru 


et‘Éhaënwides membres de goua ue étant intégré 


par rapport àw, il Tt: LON < 


de [AM Mis àM 
E r r T 


en remettant SE y sa valeur JMàs' ny; 


— dyr, 





(*) Leibnitz, à qui ce‘thëordme est'éû, Fappèlait differentia- 
tio de curvé in curvam ,. parce que dans la’ question qu’il se pro- 
posait de résoudre, H passait d'une courbe:à une autre de même 
espèce, en faisant varier nne cons{ante., 

On y parvient aussi en cherchant immédiatement Ja différentielle 
de [Màx , par rapport à y; car il est évidént que’ pour obtenis 
cette différentielle, il- faur sobiituer. PET à Fa 
tion SMàx, nes alora i ï 


fers dy dy ete. JE sjui Yu 
=S Mik + dy fete, PORN 
puisque le signe: f n’est relatif qu'à la variable +; gi aura donc 


ee _ fée 
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De l'intégration des équations différentielles 
à deux variables. 


De la séparation des variables dans les équations 
différentielles du premier ordre. 


282. Dans ce qui précède, j'ai supposé que les 
coefficiens différentiels de la fonction eherchée . étaient 
exprimés immédiatement par le moyen de la variable 
indépendante; mais le plus souyent on n’a qu’une équa— 
tion différentielle qui, renferme aussi cette fonction. 
Pour le. premier ordre ; l'équation différentielle | 
lorsqu’ elle est du prerditr degré par tapport à ds et 
à dy, a nécessairement la forme Mdx-+ Ndy=0o, et 
elle exprime, ainsi qu’on l’a fait voir n° 48, une re- 
lation entre la variable x, la Fe y et son. coeffi- 
cient différentiel -4 T A a 

Le mòyen qui s’est offert le premier anx Analystes, 
pour découvrir l'équation primitive dont celle-ci tire 
son origine, a été de chercher à séparer les variables, 
c'est-à-dire à ramener l'équation dx + Ndy==o à la 
forme Xdx + Ydy =o, X étant une fonction de x seul, 
et Y une fonction de y seul. En efet, lorsqu’ on est 
parvenu à ce point, les termes Xdx et Ydy v'intègrent 
par les méthodes enseignées précédemment, et l’on a 
SXdx+/fYdy= C, C Agnani une consiante ar- 
bitraire. 

Pour donner un et den cas où l'équation 
différentielle se présente immédiatement sous la forme 


ci-dessus , soit x”"dx<+ y"dy —0; on trouvera sur-le- 
ymt yT 








aa 


392 TRAITE ÉLÉMENTAIRS 

Si Féquation proposée était yd» —- »dy =o, Ía 
séparation serait facile à effectuer, car l’on voit qu’en 

na | dx dy 
divisant par sy, on trouverait — Se; prenant 
séparément l'intégrale de chaque terme- de cette der- 
nière, on aurait ls — y= C, cu 15 =C; ct puisque 
Fon peut regarder la constante arbitraire comme un 
logarithme , on en conclurait = le. En passant'aux 
nombres, il viendrait - =C, où x Ccye. M 

Après cet exemple, ori: reédonmaît sans peine que la 
séparation des varialiles seffectuera!de la même manière 
dans les équations TAR h rar be 
car la première donne it. 


dx “ay ** 
| o D 
et la seconde a 
He ne | 


x, Y, =2 6, ; 
En général y St, gi Pa la alé de Z dans 


dy 


Péquation no, on Gaav T Y, il est facile 


Qen tirer 
i xd% =o, 


et par conséquent 


i [Z= 


283. Il y a encore un cas très étendu eù. Fon sé- 


„m u aa am Maaa U aMMa amaaa aua  ————— 
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L 


pare facilement les variables; c'est lorsque, M et N 
sont des fonctions homogènes de x et de On s'appuie 
pour cela sur ce que, si, dans une fonction algébrique 
des quantités x, ÿ,2, etc. , où la somme des exposans de 
chacune de ces: létirés est Le même porr tous les. termes, 
et égale à m, on si a Px å y, Qxäz,etc., le résultat 
sera divisible par x”. En effet, ùn terme quelconque de 
cette fonctiow étant de la forme 43" ?55e10,, deviendra 
par la substitution indiquée APP... Pi as a 
mais par l'hypothèse on a dans tous les téimes. : 
n+p+g“—+etc....—m: donc x" sera facteur com- 
mun. Il suit de ha , que si la; fonclion proposée: était 
égalée à zéro, ou bien qu'elle. fût une. fraction, ayant 
pour numéraieux et pour dérominateur deng potynomes 
homogènes du måme degré, la_quantité x Cr ESS 
entièrement du résultat. p i 

D’après ce qui précède ,. il saffit de fie Ya 
pour séparer les variables dans Péquation Mdx+Ndy—o. 
En' effet , les fonctions M et N prennent la forme Zs", 
Zs", Z et Z, ne renfermant que ja nouvelle va- 
riable z; divisant alors par'x", et mettant pour dy sa 
valeur gis + xdz, ìl vient Zdx + Z,(zdx +xdz)=0, 
résultat qu'on peut changer en . | p 

dx Z,dz 
6 + ab GE T 


et d'où Pòn tire 


A =c. 


J'appliquerai d’abord cette transfor mation a l’'équa- 
tion Jr S 
xdx + Er = nydx 
qui devient . e u se a à i 


TN 


f 
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(x— ny)dx + ydy = 0, 


en passant tous les termes dans un membre; j'aurai 


dx zdz 
Z=1—n2, Z, =z a [+ == 
zdz ni zdz 
ou lst (= C L'intégrale fe 
peut se simplifier en observant que 
zdz „I 2adz — ndz a . aęs f 
L— 28 4 a. RENE VE BlTeRA + 2°? 


` ' 
ta pp 








car il vient alors 
7 ds E 
PR 11 — nspa") 4 Too C. 
L'intégrale qui reste à, obtenir. dépendra des loga- 
rithmes si => 1 ; dès arcs dé cercle! si Á & r; et sera 


- 


algébrique si ~ = 1. Je ne rapporterai que le résultat 


: ndz : 
relatif à ce dernier cas: Ki mie devient alors 
2dz 2 


Ja 
et Pon a par conséquent 1x +1 Te ——— -C,ou 


Ji nzts) =l (1—72), 


EN + = C, en remettant poue Z sa va- 


J i. 


leur Y, 
x 





Le terme = 2 ; peut être changé en un logarithme, 


en observant que, par la définition des logarithmes 
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népériens, une quantité quelconque x est le logarithme 
du nombre e“; et d’après cette remarque, on écrira 
l'équation précédente sous la forme 


ae Hamy) + LE = le; 
dont on déduit successivement __ 
a EEE CT 
L.(x— her et CR Ye = ce, 
Il est à propos de faire attention’ à cette manière de 
passer des logarithmes aux nombres, Cr qu'on Pem- 
ploie souvent. 
Soit encore à intégrer Péquation L 
dy yds= dx VTF ra = 
En faisant y= mé et disant Li x tous'ses termes, 


Onobtiendra ensuite, par l'intégration de chaque terme 
en particulier, 





ls —1(z + Vitz)=k, ou -n E e; 
ie t 


et remettant pour z, sa valeur 2 i il nebda 
x” 


Y+HVEFF 


en multipliant les deux termes du premier membre 


=== =c, où — y + Vtr =c, 
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per y— V'x"+7" : faisant disparaître le radical, on 
aura enfin x° = e + 2cy. 


284. L’équation 
(a + ma + ny}dx + (b + px + gy)dy = o, 


peut facilement être rendue homogène. En substi- 
tuant £a à la place de x, et #48 à celle de y, 
on a dx = dt, dy=du, 
EEPE EEE E PAE A EAE ENE E TE 
on fait disparaitre les termes constans, en posant les 
équations a + ma + nß = o, b + pa + g8 =o, au moyen 
desquelles on détermine les quantités a ct £, et il reste 
alors Péquation différentielle 
(mt + nujdt + (pt + qujdu =0, 

homogène par rapport aux nouvelles variables u et z. 

La transformation précédente est ła même que 
celle dont on se sert pour changer l’origine des coor- 
données sur. un plan (Trig. 122) : elle ne donne ‘äucun 
résultat quand mg — np =ò, càs dans lequel les va- 
_ leurs be a et de £ deviennent infinies; mais alors on 


a Lu = © , d'où | Sa 
PE E (mx + ny), 

-et l'équation proposée s se changeant en: 

adx + bdy + rs ny) (as +— P P ay) = = 0, 


il suffit de faire mxs -4+ ny = z, pour y séparer les va- 
riables. ; 

En substituant cette valeur, ainsi que celle de dy, 
qui en résulte, et dégageant dx , on trouve 
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(bm + pr)ds 


amn — bm"+ {mn — pm)s 5 


dr + 


équation dont l'intégrale renfermera des logarithmes, 
excepté lorsque mn — pm = 0, d'où il résulte 


0, 


_ 2bmz-4- ps 
+ 2(amn— m iG 

‘La substitution de z, an lieu de ms -Ẹ} ny, a 
changé ľéquatjon proposée en une antre où l’une des 
variables mentre que par sa différentielle; et il est facile 
de voir que, quelle que soit l’équation sur laquelle on ait 
produit cet effet, on pourra lui donner la forme. ... 
ds+ Zdz==0, Z étant une fonction de 3 seul, et 
qu’on en tirera x + /Zdz = C. 


285. La séparation des variables s’optre d’une ma- 
. nière très simple sur l'équation dy + Pyds = Qdx, 
dans laquelle P et Q désignent des fonctions quel- 
conques de x. En y substituant 'Xz et zd X + Xdz, au 
lieu de y et de dy, elle devient 


zdX + Xdz + PXzdx = Qds ; 


la quantité X` étant considérée comme une fonction 
indéterminée de x, il est permis d’en disposer pour 
partager l’équation précédente ea deux autres où des 
variables puissent se séparer: or, il est facile de voir que 
cette condition sera remplie si l'on fait Xdz+P Xzdz=o0, 
ce qui donne zdX== Qdx. En divisant la première de 
ces équations par X, elle se réduit à ds + Psdx = 0; 
on en tire Æ+Pd&—o, iz + [Pdr =c, et en 
passant aux nombres, z = ce JPA, Prenant ensuîte ta 
valeur de dX dans la seconde équation, après y avoir 
substitué celle de z que l’on vient de trouver, on aura 
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ax= Qas, x= ifea c, 
et par conséquent | 


y= ce TPE PE Qùx + 0), 


puisqu'on peut changer en C le produit arbitraire Ce, 
ce qui montre g\'on aurait pu faire k—o. 

L’équation dy + Pydz = Qdx, remarquable parce 
que la variable y et sa différentielle ne sy trouvent 
qu’au premier degré, s'appelle, à eue de cette cir- 
constance, équation linéaire du premiér ordre, déno- 
mination que j'ai cru devoir changer das celle d’égua- 
tion du premier degré et du premier onire (*). 


266. Les premiers Analystes qui se sont occupés du 
Calcul intégral, ohssdient les équations" difésentielles 
par Je nombre de, leurs termes. Dans -celles qui n’en 
ont que deux, et dont la forme. ést. par conséquent 
Buts ds sF au‘af du- , les. variables $6 séparent sar-le- 
chomp, puisqu'on en tive 82//ds = ew-6du; paja il 
men est pas de même des, équations, À da era 
comprises dans. la formule di ou 


_yuidda passe ze antsu. : ste, à 


On peut lui donner nne forme plus simple'en divi- 
sant tous ses termes par vuizf ; ‘lle deviendya 


| “Afd stia 


1815 "du = = En du; 
yro 





(*) Le mot lingaire ch impropre; il est telatié à la Géométrie, 
et en l’appliquant aux € Li oh a ep\gn vue la ligne droite, 
dans l'équation de laquelle l’ordonnée et Pabscisse ne se trouvent 
qu’ov preiet depre : un nE siiralt donc:regarĝer comme Kucaires 
des équations telles que dy + Pydx = Qdx, qui appartiennent le 


plus SOUCO à des courbes transcendantes. 
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supposant ensuite 


B dy ; | — d, 
kg er da r 
on aura 


akit = y, | us x, 


(fa) En Ge EE 
w Git Grp} i 
et, en faisant pour abréger- 
f+, Gfk, 
G—iti}r ? G—iti) 
+ eef o a E 
= E—f- +1 : 8- —i -41I 
il en D l'équation dy + dy"dx = ax" ds. 

287. Le cas lé plus simple, après celui qui rentre 
dans l'équation du premier degré, est celui où n==2 ; on 
tombe alors sur l'équation dy + 8y*dx —ax"dx, traitée 
pour la première fois par Riccati, géomètre italien 
dont elle a consérvé le nomi. © `" 

Les variables se séparent fthrhédiatemènt dans cette 
équation , pana m0; a dutes 
et donne ? 





— m, 


ra val or vais 
On trouve, en intégrant ; 
PENE. (ER atyV iN 
ava Va 
Pour chercher à rendre la même équation homo- 
gène, on fait y = z* ; elle se change en 
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Es“ ds + bz'*dx = ax"“dr, 


et prendra la forme demandée, si k — 1 ==24 =m, ce 
qui donne Ł=— 1, et suppose qu'on ait m= — 2; 
il vient alors 

dz . bdx adx 


CPE 
ee 


g? gz? x* 





Te ne n'arrêterai point à l'intégration de cette der- 
nière équation; mais je passerai à une transformation 
plus générale, celle qui résulte de y = 4x + x13. On 
trouve dans cette hypothèse z 

dy = (pa? — gai 'z)dx + ads, 
yds = (Lx? + 2 AxP+12 -4 azda, 


et par conséquent | 


adz + (gx + 20 As? + + bxz)adx 

(Aa + bd er) = as ds, 
Cette équation se réduira elle-même à trois termes, 
si lon a les suivantes : RL a = 
p—1=?P, p4+bA=o, gqmi=ptg.. g+2bA—0. 


La première et la troisième s'accordent à donner p——1; 
on tire de la seconde et de la quatrième #= vs 4=—#, 
a 
valeurs qui conduisent à y = = + = | 
sdz + bx7 {zx = ax" dx, 
dx > A 
ou dz + br SF ax"tdx. 


Ce moyen réduira l'équation proposée à l’homogénéité , 


si m= — 2, et il montre de plus qu'on pourra séparer 
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les variables si m= — 4, puisqu'on aura dans ce cas 


da +a) S =Z =o, S er St Je +Š 


Si dans l'équation dz + p = ax™tdy, on fait 


E a 
Pa iog l S 
d y-a ay xeda. ou tarte p% 
d 





te dx . 
posant ensuite 4" Hdr — - ; oh trouvera 


M Sapa 
a o $ P * >te n z 


- EPN 
CE a 





a x, de = 








'a = | b. Eu. 7m + 4 f 
515" m3. m 


on tombera sur l'équation : 
dy + by dx’ = das, 


semblable à la proposée, et par conséquent susceptible 
des mêmes transformations : la séparation des variables 
y etx sera donc possible , pes la substitution de 
y = yti Srs si m = he 

Si eette condition n avait pas lieu, on y ferait encoré 
dans la transformée en s o 


. Cale. iniégr. 26 
| E 
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r ? ami +3 n 
3 —=—3, TY =s; 

r 4 / , 
Ao a 
m'+ 3 m +3 m'+ 3 

ces expressions, pareilles aux précédentes, condui- 
raient nécessairement à l'équation 

dy" + b"y"*dx" = a"x""dx", 
encore semblable à la proposée, et susceptible de la 
séparation des variables, quand m” = — 4. 


En poursuivant de cette manière, on parviendrait à 
une équation séparable , si dans la suite des exposans 


j 


il s’en trouvait un à =á. En supposant succes- 
sivement que ce soit m, m, m’, m”, etc., on us 
pour m, les nombres —4#, sers — 3, — 414$, etc., 
compris dans la formule 


LA 0 


i désigant un nombre entier positif quelcénque. Cetté 
formule donne aussi la valeur m==o, remarquée 
dans le n° précédent : la valeur m——2 répond à 
à infini (*). 





(*) On arrive directement à la forme générale de m, en rappor- 
tant à cette quantité les valeurs de m’, m”, etc. ; car en mettant la 
valeur de m’ dans celle de m”, puis le résultat dans la valeur de m”, 
et ainsi de suite, on trouve 
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Ces cas ne renferment pas encore tous ceux que 
lon sait déduire des transformalions précédentes. Pour 
en trouver une nouvelle série, il suffit de commencer 


i , I e 
par faire dans la proposée 17 ce qui donnera 


dy" + ay*x"dx = bds; 


et posant 
| a | b m 
srh as, —— =b", m EEA, — ——— —=m, 
m1 m1 


il en résultera 
dy" + b' ydr == a'x "dx", 


. Cette nouvelle équation, étant semblable à la propo- 
sée, est aussi susceptible des mêmes opérations ; c'est- 





et de là on conclut que 
mO = Gim) me hdi 
un Hit 1 
Cette valear se vérifie par la relation 


né MO H4 _ DH máli) 
mÒ +3 Hima (ii) d 
qui fait voir que la loi ayant lieu pour ua nombre quelconque i, 
aura lieu pour le suivant + 1. 


L’éqnation proposée étant intégrable quand l'exposant de x dans 
le second membre est nul, si l'on fait mÒ = 0, on trouvera 


-~ > 4i. 


M= — = é 
2i — I 





St Pon fait m) = — 4, on obtiendra ES 
ER uns _ iti) 
AH I a(i +1) —1? 


ce qui indique une transformée de pioi que dans le cas précédent, 
et revient à poser mU+)=0. ` 


26. e` 
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à-dire qu’en y faisant 
nn 3 
| J p x + +72? 
et continuant comme on Pa indiqué pour les premiers 


cas, on parviendrait à une transformée séparable, 
si le nombre m était quelqu'un de ceux que com- 


L 
prend la formule — -o , et par conséquent, si l'on 





avait 
m l 
Me e e RE Ge me e eue š r 
| m-4+ i 2l =— ] 
On tire de là 
o di 
m = Āe — < 
22H I 


et donnant à į les valeurs 1, 2, 3, etc., il vient la 
suite des nombres 

—, — if, —}, etc. 
Il suit donc de tout ce qui précède, que léquation de 
Riccati est séparable, quand l’exposant m est de la 





forme = , comprenant o et —2. 


On ee multiplier davantage les exemples; 
mais toutes ces équations particulières , d’une forme 
bizarre le plus souvent, ne se rencontrant jamais dans 
les applications, n’offrent aucun intérêt : je passerai 
donc à une autre méthode , due à Euler. 


Recherche du facteur propre à rendre inte- 
grable une équation différentielle du premier 
ordre. 


288. Il faut se rappeler qu’une équation différentielle 
n’est pas toujours le produit immédiat de la différen- 
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tation d’une équation à deux variables, mais qu’elle 
résulte en général de l'élimination d’une constante 
arbitraire, entre l’équation primitive dont elle tire son 
origine, et la différentielle immédiate de cette équa- 
n (53). 

L’élimination s'effectue sur-le-champ, lorsque Féqua- 
tion primitive est sous la forme u= c , w désignant une 
fonction quelconque de x et de y; car, en différen- 
tiant, on a du = o. Si la fonction du n’a aucun fac- 
teur par lequel elle ait pu être divisée, elle conser- 
vera la forme de différentielle exacte à deux variables, 
et pourra par conséquent s'intégrer par le procédé du 
n° 278. 


289. Lorsque Péquation primitive n’est pas sous la 
forme u= c, ou que la différentielle du —0 renferme 
des facteurs qui disparaissent, l'équation du premier 
ordre qui en résulte n’est plus immédiatement inté- 
grable. Si Pon avait, par exemple, u = y—cx—0, on 
trouverait du = dy,—cdx = o , et éliminant c, il vien- 
drait xdy—ydx =o, équation qui ne satisfait pas à la 
condition d’intégrabilité, puisqu’elle donne 


| dM dN 
M=— 7, N =x, dg Th dan 


Mais si l’on dégage la constante c , on aura Z= , ct en 


dy — yds 
soy = Jox == 0; sous cette forme 





différentiant, 


M=- =, =-, — zZ. 5 


on voit donc que Pintégrabilité de Pé idee TA AEEA 
q 8 q 


sdy—ydx = o, tient à la restitution du facteur — qui a 


ba 
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disparu avec.la différentiation ‘et Pélimination de la 
constante arbitraire. | 

En général, toute équation différentielle à à deux va- 
riables, et dans laquelle les différentielles ne passent 
pas le premier degré, est susceptible de devenir une 
différentielle exacte, par le moyen d’un facteur , si elle 
répond à une équation primitive. En effet, soient 


Mds- Ndy=o et u—c,. 
l'équation différentielle proposée et son équation pri- 


mitive; la première doit donner pour Z, la même 


valeur que 


du AE dy = o0, 


différentielle T de la seconde : il faut doae ' 
qu on ait 


ne de d'où 4%. 
N du’ NOM 
dy 
et nommant z ces derniers quotiens, on en conclura 
du du | i 
= Mz, g ™ du= Mzdx + Nzdy. 


On déterminerait ainsi le facteur z, si Pintégrale de 
Péquation proposée était connue, puisqu 1 suffirait de 
résoudre cette intégrake par rapport à la constante ar- 
bitraire , afm de lui donner la forme u = c; et comme 
on verra bientôt que toutes les équations diférentielles 
à deux variables admettent nécessairement une inté- 
grale complète, au moins sous la forme d’une série, il 
s'ensuit qu’il existe, au moins sous cette forme, un 
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facteur propre à rendre différentielle exacte une quel- 
conque de ces équations. 


290. Quand l'intégrale n’est pas connue, on n’a pour 
déterminer 16 facteur z, que la condition 


d.Ms _d.Ns 
. dy dx ? 


à laquelle doit satisfaire Mzdx 4+ Nzdy = du, comme 
différentielle exacte; et en développant cette condition, 
on trouve 


dz aM „àz, aN 
> oTo bT., 
dz N% dM dN 
où MAN Et y= o...(#). 


Si lon Le en général, tirer de l'équation (4} 
une valeur de z, l'intégration dés équations différen- 
tielles quelconques du premier ordre s’effectuerait 
par le procédé du n° 278; mais cette équation est 
presque toujours plus difficile à traiter que la pro- 
posée, puisque la fonction z qu’elle renferme , dépen- 
dant de deux variables , a deux coeffciens différentiels, 
et qu’elle est par conséquent de l’espèce de celles dont 
la formation a été indiquée n° 140. Je ne saurais , 
pour le moment, entreprendre sa résolution, qui, 
comme on le verra dans la suite, ramène au point 
d’où l’on est parti; mais je vais montrer encore quelques- 
unes des propriétés du facteur z. | 

Il est-à remarquer que lorsqu'on connaît une valeur 
de z, on en déduit une infinité d’autres, en observant 
que a Pon multiplie les deux membres de Péquation. 
.a3Mdx + zNdy = du, par une fonction quelconque de 
u, que je désignerai par ọ(u), les deux membres du. 
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résultat 
zp(u)Mdx + zọ(u)Ndy = ọ(u)du , 


seront aussi des différentielles exactes; ainsi s étant 
un facteur propre à rendre intégrable équation . e - 
Mdx#+ Ndy=o, le produit zọ(u} jouira de: la mème 
propriété. 

Il suit de là, que : si l’on parvenait à découvrir deux 
facteurs distincts, propres à rendre intégrable l’équa- 
tion différentielle proposée, on aurait. sur-le-champ 
son intégrale ; car l’un de ces faeteurs étant pris pour 
z, l'autre serait de la forme zu), et en posent 
29(u) 


=c, on aurait (u) =c, cẹ qui revient à... 

u = consis `. Ta e po R 
291. Il y a des cas où le facteur s.ne doit renfermer 

que Pune des variables x ou y, et alors il est aisé d’en 

obtenir expression au moyen de l'équation (4). Sup- 

‘dz: 
posant en effet dans cette auey y —0, elle de- 
viendra f n 


m dN 
= NT "aia dx) °>: 
et Pon en tirera 
dz dM dN 


der 


p3 =} dy l 7 ds 
équation qui aura lieu si la quantité , 
. 1 fdM TY 
N\dy dx 
se réduit à une fonction de x. En représentant cette 
fonction par X, et en intégrant, on trouvera 
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lsz = /Xdx, ou ing 
Cette formule s'applique à Péquation 
pa E dy + Pyds = Qds, 
puisqu'il ‘vient 
aM aM p; 
7 dy . dr)? 
& paë conséquent es Pdz, Multipliant ensuite l’équa- 
tion‘ dy + Pydx — Qdr =o par e/Päx, on trouve 
ef Pdxq y +(Py— Q) ef Päris — o ; intégrant le 
terme e/P4gy, par rapport à y, on obtient... 


u = yed P dep X, X étant une fonction de x, déter- 
minée par Ere 


ARAN; N=1, 


SJ Par" ` O P T 
2 E Py Qef > 
de laquelle on tire 
dX | 
d =— Pg, X = — fef PE Qur, 


et par conséquent . 

jes PE — fef PaxQds =C, 

ou, comme dans le: n° 285, | 
y=e -S Pia fof Ph Que 4 0) 


Je ne warrėéterai point au cas où le facteur z ne de- 
vrait renfermer que la variable y; on voit aisément 


que son expression serait alors z = e/ 74, en faisant 


Y= 1 dN S) 
= ÿ dx dy /? 
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et que ce cas wayrait lieu qu autant que Y. serait abso- 
lument indépendant de x. 


292. Il existe, entre une fonction Éomostne et. ses 
coefficiens différentiels, des relations particulières qui 
facilitent beaucoup lintégration. : 

Si F désigne une fonction homogène de x, y, etc., 
et qu’on y substitue ts, ty, ete., au lien de x, y, etc., 
elle prendra nécessairement la forme {"#, m étant 
la sonime des exposans des variables dans chaque 
terme (283). Supposant ensuite que t= 1 +g, on 
aura (1+g)"F au lieu de J; dans la même hypo- 
thèse x, y, etc., se changeront respectivement en 


x +gs, y+ gy, etc, 
' et mettant gx pour h, gy pour $, dans la formule du 
n° 41, on parviendra à cette équation | 


r+ a+ er + ete. 


+ ee de noir, + dy Dre Hete} 
+ etc. 


En développant le second membre, et comparant en- 
semble les termes affectés de la même puissance de 
l'indéterminée g, on aura 


d 


= (1 +g)" 7. 


ort - y + etc. = mF, 


zá y d'F7 i > 
cmt a é ré wana F ? 
qr a t2 dy diy P E T 3 -+ etc mn 1), 


293. Au moyen de ces relations, le facteur z se 
détermine assez facilement dans les équations diffé- 
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rentielles homogènes. Voici comment M. Poisson y est 
parvenu, par ur procédé plus exact que celui dont 
Euler avait fait d’abord usage. 

Si Mdx + Ndy = o est une équation homogène, et 
que la somme des exposans de x et de y dans M et 
dans N, soit égale à m, en supposant que z soit aussi 
une fonction homogène du degré n, et faisant.... 
Mzdx+Nidy = du, il résulte des théorèmes du numéro 
précédent que 


d( M d(M. 
OD s+ y = (m+n) Ms; 





mais il faut, pour que GAR proposée soit 
exacte, que 





da(Mz)___ a(Nz) 
dy dx ? 
équation qui fournit le moyen de chasser ST dela 
précédente, qu’elle change en 
d(M. d(N 
DD yeto 
Cela posé, il est visible que | 
d(Mzx) - 72 Ia) — d(Ns) 
dx se dx dx dx 7? 
l'équation trouvée w haut peut donc s’écrire ainsi : 
a + n (mnt) Ms; 


or, l’exposant n étant indéterminé, si Pon fait 


m-n -4 1 =0, 


il en résultera 
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dl Mzx) d(Nzy) _ | 
dx + dx me 


d'où Mzx + Nzy =c et z= TRE FN; 


il p d'ailleurs évident quon peut faire c—1, ainsi 


sera un des facteurs propres à rendre inté- 


JET Ny 

grable l’équation Mds + Ndy—o (*). 

Des équations du premier ordre, dans lesquelles 
les différentielles passent le premier degré. 
294. Par la génération des équations différentielles, 

. dont j'ai, donné plusieurs exemples, n° 53, on voit 

qu’il peut s’en présenter dans lesquelles les différen- 


tielles passent le premier degré. La formule générale 
de ces équations est 


dy"+Pdy" "dx Qdy" da. Ty da+ Udx"—0; 


si on la divise par la plus HA punsande ae dx, elle 
deviendra 


(D+F + (Y +T +00; 


en la résolvant . ‘par rapport au coefficient différen- 


dy | 
tiel + d , et désignant par p, PP; etc., ses racines, 





(*) On a supposé ici que le facteur z était, une fogction homo- 
gène, mais on justifie cette hypothèse, en montrant que la difé- 


miz + Wdy 


rentielle est exacte toutes les fois. que M et N sont 


des Pa: homogènes. (Voyez le Traité in-4°, t. II, page 266.) 
On trouve, à la page suivante du même volume, la détermination. 
a posteriori du facteur z, d’après la séparation des variables. 


# 
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| on aura 
dy ~, ‘dy ', 
a peo Se —p'= 0, D —p = 0, etc., 


résultats qui pourront tous se traiter par les méthodes 
précédentes, puisque les différentielles ne #ÿ trouvent 
qu'au premier degré. L'intégrale de chacun d’eux sera 
aussi Pintégrale de l'équation proposée, qui sera encore 
satisfaite par les valeurs tirées de l’équatipn formée 
du produit de toutes ces intégrales. 

" En effet, la proposée étant équivalente à 


dy _ N(Y iNfdr 
r-r) Er) Ear) e= 


sera vérifiée par toutes les équations qui annuleront 
un de ces facteurs -De plus, si leon considère qu une 
équation primitive de la forme: ' i: 


MNP... =0, 
na lieu que par lanéantissement. successif de chacun 
de ses facteurs, on en conclura que.la différentielle 
immédiate de son premier membre, savoir, 


dM.NP,...+AN.MP....+ete a, . 


se réduit toujours à un seal terme; car si l’on prend, par 
exemple, M = o, il ne restera que dM. NWP...=0, ou 
seulement dM= 0 : Péquation MNP...=0 vérifiera 
donc l’équation différentielle à à laquelle satisferait Féqua- 
tion M= o0. 

Les deux exemples suivans ; quoique très simples, 
éclairciront toutes les difficultés que pourrait renfermer 
Fénoncé ci-dessus.’ 


295. 1°. Soit dy°— a°dx° =0; cette équation se dé- 
compose en dy -+ adx =0, dy— adx = o, dont les inté- 


t 
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grales sont y-+ar=c, y—ax=c ; et il est facile de voir 
que chacun de ces résultats satisfait à la proposée. 
L'équation (y+ as — o) (y—ax—c)=0 y. satisfait 
aussi; car elle donne 


Cy—ax—c) (dy—adx)+ (y—ax—c') (dy+adx) =0, 
d’où | 
Ds Cly + ax—c) — (y —as — c ads. 

2y —(c+c) 
et mettant successivement , au lieu de. y, ses valeurs 
c—ax, cHax, on trouve 


dy = —adx, dy=+ adx. 


L'intégrale (y + ax—c){ y—ax +e = = 0 , ren- 
fermant deux constantes arbitraires et irréductibles, 
paraîtraïit plus générale que celles des autres équations 
du premier ordre qui ne‘comportent qu’une constante: 
mais il faut hien faire attention que chacun de ses 
facteurs doit être considéré isolément, et qu’on n’en 
tire pas d’autres lignes que celles qui résulteraient 
d'une intégrale renfermant une seule constante, dont 
cette équation est aussi susceptible. Cette dernière 
intégrale s'obtient en faisant dy= mdx dans léqua- 
tion différentielle dy — a'd? = o, qui se change en 
m°— a =0, ce qui détermine la quantité 7z , dont il 
faudrait ensuite substituer la valeur dans l'intégrale 
de dr = mdx, qui est yz==ms +c. Il suit de là que 
l'intégrale de la proposée est le résultat de l'élimination 
de m, entre les équations. 


y= ms 4-c¢, m0, 


desquelles on tire 


m= et EE =) «= = 0. 


La 





_ 
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La dernière étant du second degré, donne, pour 
chaque valeur particulière de la éonstante, deux 
lignes droites, inclinées dans des. sens différens, par 
rapport à l'axe des x; c'est aussi tout ce que fournit 
l'autre intégrale (y+ax—c) (y—ax—c)=—0, 
excepté que chaque facteur ne représente que les lignes 
inclinées dans le même sens; maïs comme en donnant. 
séparément à c et à c' toutes les valéurs possibles, 
ces quantités passeront nécessairement par les mêmes 
degrés de grandeur, si Fon assemble les droites corres- 
pondantes anx mêmes valeurs des constantes e et c’, 
on retombera sur les solutions comprises dans Pin- 





tégrale Aem =)- —a* = 0 , qui ne contient que la seule 


constante c. n , 

Il est bon d'observer que toute équation ne renfer- 
mant que dy, dx et des quantités constantes , peut être 
er en y faisant, comme ci-dessus, dy = mdy. 

. Soit encore l'équation dy*— axdx° =o, on en 
tire dy +dsyV as=o, dy—dxy/ax= =0, et en inté- 
grant, on aura l 

ES o 1 3 
y+ 3a à —c=0, y— 3a" x —c=o. 

Ces équations, ainsi que leur produit, pourront être 
considérées séparément comme des intégrales de la 
proposée; mais ce cas diffère du précédent, en ce 
que les radicaux que contiennent les deux intégrales 
obtenues forment entre elles un lien qui permet de les 
comprendre toutes deux dans une même équation, 
avec une seule constante. En effet, si l’on fait dispa- 
raître le radical dans l'équation 


7y+3Vañ—c—0, 
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on obtient (y — c)" = $ax’. Ce résultat est encore 
l'intégrale de l'équation proposée, à laquelle il con- 
duira immédiatement par l'élimination de c. It appar- 
tient à une espèce de paraboles dont cbacune des 
équations irrationnelles ne présente qu’une branche; 
et le produit de ces équations ne répondrait qu’à des 
` groupes de. hrançhgs appartenantes à des courbes diffé- 
rentes, mais qui , étant rassemblées deux à deux pour 
les mêmes valeurs des constantes, ne donneraient rien 
de plus que lintégrale rationnelle. he 


296. Ce qui précède faisant dépénüré l'intégration 
des équations où les différentielles passent le premier 
degré, de la résolution des équations algébriques , PQur 
laquelle on ést bientôt arrêté, voici quelques procédés 
qui, dans certains cas, peuvent éluder, au moins en par- 

tie, les difficultés que pee la résolution de l’équa- 


tion différentielle proposée, , par rapport à na i 


à 
Quand cette équation ne contient avec z, que l’une 


des deux variables, x, ‘par exemple, et qu'il est plus 
facile de la résoudre par rapport àx qué par rapport 


au coefficient 2 » que je représenterai s pour abréger, 


par p, o en tire d’abord x = =P, P désignant une foné- 
tion quelconque de P; ; et comme Péquation | 


D > donne ER d’où PR E 
si l’on met pour x sa valeur P , il viendra 


y= Pp — fPdp +. C. 


Alors Pélimination de p, entre les deux équations 
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| . += 7 = Pp— JPdp + Ci. 
| conduisant à une équatign primitive entre x, + et la 
constante arbitraire C, dpnuera l'intégrale demandée. 
| Soit, par exemple, ds ady =bV dx Fir, +i, na 


s+ap=bV iFP Hp", en écrivant pau lieų de Z, 
cette dernière équation donne immédintement 


á! 


o k=— ap HiV FP a P ; 


o par ‘conséquent 


y= bp itr {ap MapY IFP 1+p* + C. 

297. Quand les deux variables entrent en même temps 
dans l'équation proposée, mais que l'une d'elles, y, par 
exemple, n’y monte qu’au premier degré, si l’on preng 
alors By valeur de en setp, on en tirera 


dy = Rds + Sdp, 


t 
4 


d'où il suip * 
‘Se „pdx == Rdz + Sdp, ou (R— pds +. Sdp=o; 


et- si Pon: parvenait à intégrer cette dernière équation, 
on aurait, entré p, x et une coustante arbitraire, uwe 
relation, au môyen de laquelle chassant p de F équation 
proposée , on: abtiéndrait une dns primitive qui 
serait Pintégrale cherchée. - 
` Quand la variable x ne s'élève. pas non plus au-delà 
du premier degré, Péquation proposée, ja alors de 
la forme | 
y= Na +P, 


où Net P désignent des fonctions de p, conduit à | 
une différentielle analogue à Péquation traitée dans le 


n°2685; mais, pour plus de simplicité, bortons-nous 
| Cale, intégr. | 27 
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au cas particulier | 
| y= A P. 
| — pd = dP do: | - 
On a dy = pds + TE p; et puisquedy=pds, 
il reste l'équation (=+ T dp ==0, qui se décom- 
pose en deux facteurs += dp= o. Le te 
mier n’est, au fond, qu'une équation primitive entre 
x et p; il n'y a lieu à intégrer que le second, qui 
‘donne p =c, du dý = cds et y=cs 4c. Les cons- 
tantes c etc ne ŝont pas arbitraires toutes deux; car 
en faisant dans l'équation proposée p =c, on a 
y=cx+C; C étant ce que devient P dans la même 
circohstance, et l’on tire de là o' =C : Pintégrale de- 
mendée est donc y= cs “+ C, et s'obtient en changeant 
pen c RE N i Y 
| ` dP: i g 
Le facteur x--==0 n'est point étranger à ha 


question. Si on le combine avec l'équation proposée 
pour éliminer pi m. obtient entre x et y, une équa- 
tion primitive. qui.satisfait qussi à cette. proposée; car 
la reldtion qu'il établit entre x et p réduit gncore à 
pds la valeur de dy, déduite de l'équation proposée 
elle-même; mais cette dernière solution ne renfer- 
mant pas de nouvelle constante, n’est que particulière. ` 
Soit, pour ‘exemple, l'équation | 
D delire 

qui se met d'abord sous la forme 

D set 0 
en la. différentiant , 0D trouve. | … E | 


DE CALCUL INTÉGRAL. 419 





dy =pdx + sdp + ET 


età cause que dy=pdx, il reste | 


Cette équation se RE en deux facteurs 





TE 


== = 0, et'dp=0;: 


le second copduit à p =c, et l'intégrale demandée est ` 





y == Cx À ny i -+ +i c. 
_ Le premier. facteur donne T 
; £ ` | np n 
E EEE EY op a ER A N 
Po y ma 4 LE £. ga Y n’ d 


substituant dans l’équation proposée, on a y*+x*=n!, 
fquation qui ne renferme point de constante arbitraire, 
aa n est TE comprise dans l'intégrale 


creme ie, 


et telle néanmoins ', que les valeurs de y etde dy, qai 


#en'déduisent, satisfont à Péquation différentielle pro- 
posée, dont elle offre par conséquent une solution par- 
‘ficulière. Je reviendrai dans la suite sur ce' genre de 
solutions. > ‘ 


De l'intégration des équations différentielles 
du second ordre et des ordres supérieurs. 


298. La difficulté d'intégrer les équations devient 
d'autant plus grañde, que ‘ces équations sont d’un 
ordre plus élevé : on n’y réussit que par rapport à ün 


27.. 


i 
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petit nombre d'équations très particulières; et cepen- 
dant toute équation différentielle à deux variables, dans 
quelque ordre que ce soit, n’exprime point une relation 
absurde, lorsqu'elle ne donne pas une valeur imagi- 
naire pour le coefficient différentiel de Pordre Le plus 
élevé. Cette proposition, déjà annoncée dans le n° 289, 
se prouve aisément par-le théorème de Taylor: 

' En effet, une équation différentielle quelconque de 
Pordre n,.étant résolge par rapport au coefficient diffé- 
rentiel de cet ordre, en donnera l'expression par ceux 
dés ‘ordres:inférieurs; et lon re en: génétat - # 


o PAC i dy . d*y. : aA ï . 
a Lo D, de” FRS COQUE | 

d'où i: par dés différentiations 4 racreives, on. sr is 

expressions de` ot 
dry d+: 

A | ds" pt , dti? r ete, sa 


A. 
$ + À, 


‘en ayant soin, après chaque diférentiation, de mettre : 
pour EA , la valeur qwa fournie équation proposée: 


Per ce moyen, “on obtiendra tous Tes cbeffitiéns &if- 
férentiels, depuis l'ordre n inclusivement , eh fonctfon 
‘des variables primitives et ce n= f premie colli- 
-dens différentiels. ‘ 

Si, dans ces fonctions, on peut suppoier x=0, shns 
qu'elles cessent d’être réelles et finies, il faudra encoré, 
pour achever de déterminer les coefficiens différentiels 
qu'elles expriment , prendée arbitrairement les vleurs 
correspondantes des quantités 

| Cd de My 
Jr AE Aa . á 





8 
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que Véquation proposée ne fait pas. connaître; 5 et en les 
dE par 


» à 
‘ *. 


r 
A A, A TA ai A i 
? ($i 3 


t 


ani patay poni vint valour rage e e 
a; Al ~ yO T a + ls 


—) 
7 SAh ptdr M, hd a 
hoos n Cong skoti P MeN (Rp) 
s bdd, fé, Mas. nuhi a)i iTia ate. ‘ess! 
DORE LOIT or gutoh np SARAS Ye viser 
série où les opelliciens-den. à premiare, arme kamt dés ; 
constantes arbitraires. 

S'il artiväit'que la supposition de y = e  rébdit ima- 
ginaire an infinie l'expréssion: du coefficient mpeg 
de Pordre n ou des suivans, on ferait alors x =a, 
désignant une quelconque des valeurs qui ne produise 
pas cet eflet, et Pon aurait i 


L s—a jar (s—a) 
m =A+A, +4. eoo HA DER D n—1) 
en a sh i > 


E “iii A, Pi v Aar. se Masi 
sont les valepre de y et de ses coefficians pb se , 
| correspondantes à 4=4 :, . 

De cette manière comme de l'autre, on voit que. si 
Ja fonction désignée par £ n’est pas constamment ima- 
_ginaire peur toutes les valeurs de x, nn tirera tonjours 
.de l'équation différentielle proposée. un nombre infini 
. de US ue de y,. par upe série qui sera 
d'autant plus convergente, que los valeurs da difé- 
reront moins de la quantité a : : équation proposée ne 
tombera donc point. dans le cas d’une impossibilité abso- 
lue, quoiqw” on mangue de moyens pour l'intégrer. Cette 





Hs, A, 4 ds. . 4): 
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propriété, qui est particulière aux équations différeu-. 
tielles à deux variables, se reconnaît aussi par des con- 
sidérations géométriques, comme on le verra plus bas. 


299. On conclut aussi de ce qui précède , que l'ex- 
pression générale de y en x doit renfermer n constantės 
arbitraires. 

La quantité a qu introduit ici la variable indépen- 
dante x, ne doit pas compter dans le nomhera des cons- 
tantes arbitraires amenées. par l'intégration, comme 
on peut s’en assurer sur les intégrales complètes des 
équations du premier ordre, considérées dans leur 
foume générale F(x, y, C)z0. Qn ne peut dans ce 
cas-déterminer la constante -arbitrairè G,- quer assis 
gnant en même temps une valéur à x aussi hieü: qu'à y; 
et si on [es représente par a et b, on aura l'équation 
Fla, b, C)=0 , de laquelle on tirera la’valeur de C 
en a et 7 mais ce qu’il faut bien observer, c’est que la 
fonction de ces quantités, par laquelle on remplace ' 
ainsi la constante arbitraire, peut également être éli- 
minée par la différentiation; car ts met li intégrale 
proposée sous la forme . - -> :.:. à 


F,(x, y) =C J il vient C Fi(a,:b}, ra : -x 


et ensuite l’équation 


~“ 


Fi(x, y) = F(a; b), HAE, nes 


dont le second membre disparaît par la dieu | 
On détermine semblablement deux constantes Ë èt 

C,, dans une. équation. -primitive de lavforme...... 

F(s, y, C, Cı) = 0 , lorsque, p une-veleur donnée 


de +, on assiëne celles de y et dé X ds car en joignant à 
RL ci-dessus sa différentielle première j ie je 











di 
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représenterai par ` EN CEE TE t: 
F, (7, y, P C, G)=o, 
et supposant qu’à x—a réponde 
d 

+3 =b, T =e, 

on a les deux équations be aa e 
F(a, b, C, C) =0, F(a, b,c, €, C)=0, 

au moyen desquelles on détermine C et C, en a, à, 
c, par des expressions qui se comportent dans les dif~. 


férentiations et les cine , comme les simples. 
lettres C et C.. 


. 800. Ces citons nous ramènent à la forms- 
tion des équations différentielles par Pélimination des 
constantes, dont on a déjà vu, dans le n° Sáyun exemple 
conduisant jusqu’au second ordre. 


| En partant de l'équation 
| j=m(a—s) (U), 
une première différentiation conduit à 
yàåy=— mads (F), 


résultat qui ne. contient plus a; puiśiune seconde dif- 
férentiation suivie de élimination de m, donne l'é équar 
tion du second ordre 


dy d Bye on 
Pre Gr o 

qui ne renferme plus les constantes m et. ac : 
Cette même équation peut encore s obtenir er en com- 
mençant par éliminer m, entre Péquation primitive et 
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re ce qui donagra '. :: c 
: © éyds +dy(a —#)= 0 7), nr 


puis différentiant celle-ci pour éliminer en derpier. ljen 
la constante, fl Enfin, si la constante a ne Hiaparaissait 
pas d'elle-même, : à la premiÿre différentiation, on pourrait 
commencer par différentier deux fois de suite l'équation 
tU), puis éliminer, entre. cette équation et ses différen- 

tielles première et seconde, les constantes m et a... . 
| . Quel que soit. celui de. ges, trois proçédés. gwo ait 
suivi, on arrive toujours à l'équation (Z); mais œ 
qr ni faut remarquer, c’est que chacune des équations 
(7 ) et (F'); y menant en particulier. par la différen: 
tiation et Pélimination d’une constante, ẹn.ẹst une inté- 
grale. On Îes appelle, en conséquence, intégrales tprer 
mières, pour les distinguer de l'équation (U), qui est 
l'intégrale seconde où Vintégrale primitive, à caui 
que (Z) n’est que du second ordre. ‘” 

On voit par à qu'une’ équation différentielle du se- 
cond ardre peut. avoir, deux intégrales : prehbières! ‘et 
qu’en éliminant de celles-ci le coeffeient ‘différentiel 
y OÙ song “entre à, ‘yet deux éctistantes ar- 
bitraires, une ‘équation primitive qui detente 
dans l'équation (U): d’où il suit qu'il suffit de gonnaître 
les deux intégrales premières. pour, trouver. Pintégrale 
seconde. a Drar 

" Ces remar rques rÉtepdgnt, aux, éapstions s de toys ke 
ordres. Pour le troisième, par exemple, l'équation pri- 
mitive doit contenir trois constantes a axbithaires (299). 
car on a lestquatre équatforis + aa 


i U =o, du= 0» d U= o, d UFS Oj piru | 
mais si l’on élimine d’abord deax des constantes arbi- 
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trairesentreles équations U=0,d4U==0, d'U—0, on aura 
trois équationsdifférentielles du second ordre, puisqu'on 
pourra conserver chacune des trois constantes à son tour. 
Les nm À qu’on obtient ainsi, sont des intégrales . 
premières de de l'équation différentielle du troisième ordre, 
qui +ésultera sh de l’élimimation de la cons- 
tante qu’elles renferment. Les intégrales secondes sont 
ici les équations du premierordre que donne l'élimination 
de chacune des constantes, entre les équations U = o 
et dU =o, et l'équation primitive U=—0 est l'intégrale 
troisième. Sans pousser plus loin ces considérations, on 
doit en conclure qu'ane équation différentielle de l’ordre 
na un nombre n d'intégrales premières; et comme ces 
intégrales sont de l’ordre 2— 1, elles ne renferment 
que les z — 1 coefficiens 


si donc on peut les éliminer, on aura l'intégrale nr", 
8 


ou l'équation primitive qui répond à di na difé- 
rentielle proposée. 


301. Pour généraliser la théorie de Lagrange, 

par l'application de la série de Taylor, a déduit de 
l'équation différentielle même, cette multiplicité de 
leurs intégrales premières, qui vient d’être établie en 
partant de léquation primitive. 

Si Pon pose d’abord, comme dans le n° 240, A=—x, 


et que lon désigne par < la valeur de y lorsque x= o, 
on trouve 


dys dy + Ëy 
PEE 1.2 dx 1.2 + ete. (a), 


équation où l’on peut faire disparaître tous les coeffi- ‘ 
ciens diffcxentiels des ordres supérieurs à celui de 
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Féquation différentielle” proposée. Supposons , par 
exemple, celle-ci du second ordre et'miże sous là forme 


St =t(s, nE) (2); 


on en dédpira les valeurs des oies différentiel 
des ordres plus élevés, et par ce moyen, ER (a); 
devenant 


Amy- 2 +t(s, g, ne 


s ' dy | 
— f| Y a r73 Tete (1); 


est ramenée au premier ordre, et est une intégrale 
première de Péquation (Z), 4 dengiant, are la cons- 
tante arbitraire. 

Cela posé, on peut écrire dans le nt eee de 


Cd 


A Dis (a) k au lieu -de y ; il donnera la valeur de 
z , correspondante à s=1 0; en ia cette valeur 
par A, On aura i 
_ dy d'yx dy a’ 
OS r E A 
et rem laçant encore ~F = Le etc., par leurs valeurs 
P dx 3 ? d ? 2 pa b 
tirées de a (Z) , on obtiendra 


d 
AT XL V1 32) z 


I E 
~ His: DE ete (2), 


qui sera encore une autre intégrale promièré de T ågus- 
tion proposée. On me pourra pas aller plas foin , pai- 
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qu'il ny a arbitraire que les premières valeurs de# 
dr. i ia . i $i -` ' 
etde EPA 
Sans qu'il soit. besoin d'entrer dans de nouveaux dé- 
tails, on voit que si l'équation proposée était de l’ordre 
nyon tirérait de l'équation (à) des exprébsions, de 
i dy d'y > iro dy LIE 
D dx” Te REP 


correspondantes à ze , qui seraïenf tdnies arbitraires, 
'et en y rempläçant les coeffieiens différentiels de Pordre 
n et des ‘ordres supérieurs par leurs valeurs tirées de 
l'équation proposée, on formerait n équations de l'ordre 
n= I, qui en ser aient les intégrales premières.. 


s 


‘30a. Nous commencerons l'intégration des: équations 
différentielles des ordres supériours, parcelles; qui. he 
renferment point les variables primitives.. ,., 

gr Te second ordre, tes équationsne er mt que 


Zat T2; ot:horaqu'ôn y fait poor. abréger. per ce 


qui donne z =, , elles conduisent. ? à P= =P, P 
étant une à fonction de : p. Or tire de tà dz p , et 


P° 
par conséquent a z = -SF + Č; mettant pour” ds s sa 
valeur dans Péquation, d iy = pds, on ‘trouve aussi. 


| = =| F pe PP C':ilnés "agit plus quë d'Aliminèr pentre 


les deux équations =f EHC et =f +C, 


pour avoir l'intégrale en #.et y, qui sena complète; 
car elle renfermera deut constantes arbitraiyes (299): 


( 
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L'élimigatipn de.p-ne pourra se {aire quo lébsqu'op 
aura effectué les intégrations indiquées; mais par les 
quadratures ‘on construira la courbe che 








Soit pour exemple hauation ce ra = a. En 
mettant pds pour dy, ẹt dpds pour dy oh ps 
cette équation en at pa “a, e$ Yo on en tirera 

ad | | 
er de. ne PP 
"(1 4-p°} Ut G+p) 


~a, 
+ ad 
GC? 


L'intégration donnera’ ' 


F.C4 pee » WI m — Š; 

Le r Kita, Lo dis 
éliminant p, il on | 
tu np {a CPE (y Éy= | | 
résultat facile à prévoir, car équation différentielle pro- 
pose n'étant autre chose que l'expression générale du 
‘rayon de courbure, égalée à une constante — a (81), 
esprime la propriété fondamentale du cércle. 


© 803. On ramène de même à l'intégration des fonc- 
tious dune seule variable „les équatioris Pun ordre qu 
conque , dans lesquelles un coefficient différentiel est 
exprimé par celui de l’ordre imméđiatement. a 
` Si Pon avait, par exemple, dy en fonction de -~ 


| da” ir ai 
on ferait Eu - =J, d'où il résul! terait D = =%; et par 





conséquent léquatioit proposée ai ps en 
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i a Q, @ représentant ` ‘tine! ‘fonction déunée" de g 
CE md 


On conelurait de cette dernière. équation Pr 


+ 


amip efhre 


puis de MY agi on tirerait mcceisiYenret Patte Ces 


a a) a ja VoD 
Mu =fEI+ BJ 9) 


rne AC eyd 


l'intégrale demandée serait donc le résultat de l’élimir 
uation de g entre les deux équations 


Pen dg ug ve raa ue fa + ` 
s= [FFC =f EU Lis 
et il y aurait trois constantes arbitraires ‘dans’ lé ré- 


sultat. On étendrait. facilement ce prosédé à un ordre 
quelconque. 


304. On réduit L enbore tr très aisément à ‘Piptégration 
des fonctions d’une seule: variable , les équations d'en 
ordre quelconque, dans lesquelles un coefficient dif- 

férentiel est donné par celui de l'ordre inférieur de 


at: 


ee unités. Si L'on avait, par. — a èn foc- 


die de TZ, on epréentrai TZ ois g's d'oxil a 
mat : joi Cao pee -> RS eari Aeta hu a aC 
dy a dy dy | 7 


et la proposée serait transformée en 


A 
i UPEER T F RESIA I TES 


430 raarré édhowrair 
| es T 
ds = Q». 


Q désiguant une fonction donnée dè g. En multipliant 
alors les deux membres par dg, il eue n 


| dg d 
pa | T | = Pa EA ES o nin aigi #, 
et comme = =d de, on tiferait de là n 
ds dx IX 
1 dg* 


ada, He, - r= VSF, 
Z AE A 


HE te d°+ . "i s Eana Ta o, 
mais de Cm » On déduit successivement 


ES At >j ete 
sf, TRE Prarerehe 


l'intégrale serait par conséquent” le fésultat de Télimi- 


nation de g, entre les équations DS 


dg — c gr 
ES PR ? 


i E 


e Lund 
| aR 


vontenant quatre corist antes arbitraires: On traiterait de 
mète les ou dans les ordrés plus devés. 


ri 868.-L'équetion. EE Pise Y; où: Y déigétiune fonctioi 


quelconque de y, est le cas le plus simple de la classe 
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d'équations qui nous occupe; il vient alors 
dy d° y = Ydy 


s o o da, ds a ( 
1d ray+c. a oyi yo a 


Si lon applique ce procédé à l'équation particulière 


dyV ay = = dx", CR i 
on aura 
DY a I =a nr 
| 1 A 
a S 2 Rae VEE a 


en great Chésgbst C ea —- v: „an tirerait de là - 


dy" dy 
ds he (W3 + c), =; Re 
s o Va Vevy 
faisant ensuite c+V J=: Z, il. viendrait ` 


HAE À si RDS — CZ “Š)ds, 


et enfin CET 


Ste 20 pe E Vo Vote 


a 


." 806. Les done diEinatiels qui ne contiennent 
qu’ une seule des variables primitives, s'abaissent au 
moins d’un ordre. ` 

: Cela est d'abord visible pour celles qui” sont de la 


forme i , Tan 


= 
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dy dy d'N — 
f TL dx’ ee =o 
æ désignant la variable indépendante; car si Pon fait 


dy a 
qs TFP il went 





d~? p A 





équation qui mest plus que de l'ordre n— 1, par rap- 
port aux variables x et p. Quand on pourra l'intégrer 
et en tirer p en x, ou bien x ep; on aura y par Les 
formules 
y =fpds + C, ou y=px—fxdp+ C. 
Soit, par exemple, rs différentielle 


(da* +a _ x, 


dxzd’y 
ve olga 
X désignant une fonction donnée de + éd * eite équa- 


_ tion se transforme en 


dp 
ou F d 
LI 
x= 
(1 + p°)" 
En intégrant il a 
S4 C=—L1 
VI+ 


je représente f + C par 7, et il en résulte 


LE [7E 
Var 2 Pis + c=f te 
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307. Si la fonction y enträit däns’ Péquation pro- 
posée, au lieu de la variable indépendante Æ On ra- 
2: di Te à pe SUR oina OT ci St B e Eos NT. 
Wiénétait ce casau précédent , en prenant dy constant, 
au lieu de dx (130). TR. - 
On pourrait ençore, si l'équation proposée n’était 
que du second ordre » chasser dx au Joyen de sa 
d P 4.3 : t; T 
raleur =; tirée de l'équation dy == pdz , st l'on aurait 
NORMES EE E L de 
MAS: EEOC GO oze’ A © | 
aag y ie ce yes dpi pdp ni ur ii a 


nn — mes “——…— ? 


r n š 
e? e PET 3 re y SA ,7 : 
. 


RS = Er 7. Yoa sa sy 
la tranfofimée he rénférmerait alors que p, ùp, y ét dy. 
Si elle pébrait #intégrer et qu'elle donaat Sen! y;on 


RE d | 
trouverait x par la formule 45 fZ, et par la for- 


t 
. 


an 
Poem 
PTE 


A 
L’équation = Y, déjà traitée dans le n° 304 i 
devient, par le prøcédé “ci-dessus, . 


FEY, d'où. p°=afYäy+ 0, 


=Ÿ 3 Č et A ar 
P= =V SYdy+ Je + E 
808. Parmi les équations différentielles Qui contiennent 
en même temps les deux yariables primitives » il faut 
remarquer celles qui sont homogènes entre la fonction 
y et ses diférentialles, considérées-comme.'des fretéuré 
algébriques : une transformation très simples faisant dis- 


paraitre la fonction primitive y, leg ramène-ar tas” phé. 
cédent. ve e a? | i . O ES. 
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= s o o “ 
site „iss 


2 pf VE Lorsqu'on aurai 
mule rt -f T lorsqu on aurait y en p. 
o d 
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Il suffit de poser y e“, d'où il résulte 

. dy=edu, d'y = e"{(d'u +- du), 
d'y = e"(d°u + 3dud’u +- du), etc; 

le facteur e”, devenant alors commun à tous les termes 
de l'équation, disparaît, et il ne reste plus que les dif- 
férentielles de u, avec x et dx. | 

Le cas le plus simple de ces équations est cemi où 
y et ses différentielles ne passent pas le premier degré; 
il est représenté par la formule ana 


d'y + Pd” yds + Qd""ydx".....+ Uydx" = 0. 
Prenons pour exemple celle du troisième ordre 
dy + Pd'ydx + Qdydz" + Uyda = 0; 
les valeurs de y et de ses différentielles la réduiront à 
d°u + 3dud°u -+ du? + P (d'u + du°)dx 
+ Qduds + Das} = nn 


qui s'abaisse au second ordre en posant du = #äx, d'où 
il résulte 


d'é+ (3t -4 P) didz + (8 + PA Qt+ Ujds= 0. 


La forme de cette équation donne lieu à une remarque 
importante , savoir , que si les quantités P, Q et U 
étaient constantes, on pourrait Yupposer t constant; car 
en faisant d’é=0, dé 0, il ne résterait pour déter- 
miner #, que l'équation 


. B4 Pe + Qt+HU=o0 


dont les coefficiens seraient des constantes. 

Désignant donc per m,, ma, ms, les trois racines 
de cette équation, on pourrait prendre successive- 
ment 

Es M), (= mg; 
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el comme ; l 
du=tdx donne ü=fidxbe, y= Atit e, 
on aurait pour ý, les trois valeurs | 
p= em LE Di” Va = enr tes, y= grts, 
qai reviennent à 
p= Cu, JC, y Cu, 


en prenant pour constantes arbitraires les quantités 
e° LÉ e° Ce gl?’ 

309. Ce ne sont encore là que des valeurs particu- 
lières de la fonction y, puisqu’elles ne renferment qu’une 
constante; mais en les ajoutant , on forme l'intégrale 
primitive complète 


= C, e™:T + C aeh? oje Cet. 


Non-seul ir il est facile de s'assurer que cette ex- 
pression de y satisfait à l'équation différentielle. pro- 
posée; mais on peut établir à ce sujet une proposition 
générale, quels que soient les coefficiens P, Q et U, 
savoir: que sì Yı, Ya, ys sont trois valeurs de y qui 
satisfassent chacune en particulier à cette équation, 
lenr somme y, + ya + y3, étant prise pour lexpression 
de y ,satisfera également, et que di les fonctions y, ya, 


ys ne contenaient pas des constantes arbitraires comme 


ci-dessus, on pourrait prendre 


y= Gy + Caya + Coys; 
car en différentiant trois fois cette expression, substi- 
tuant dans l'équation proposée, les valeurs de y, dy, 
d'y, dy, et rassemblant tous les termes où entre la 
même constante, il vient 


28.. 
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Cd y: Pd yidx+ Qdy,dx" EU y,dx°) 
+C.(d' y: +Pd° y.dx+ Qd Yadz*-+ U >| =0, 
+ Cs(dys+ Pd° ysdx+ Qd ysdx + U ysdx) 
résultat dans lequel la fonction qui multiplie chaque 
constante est nulle par elle-même, puisqu'on a sup- 
posé que les fonctions y;, Ya, ys satisfaisaient sépa- 
rément à l’équation 
d'y -+ Pd'ydx + Qdyds® + Uydx =o. 
On voit aisément que cette démonstration peut s'ap- 
pliquer à l'équation d’un ordre quelconque 
d*y + Pd" yds + Qd" yds’... . -4U yda” = 0, 
et que par conséquent si l’on trouve z valeurs par- 
ticulières, 
Yis Jas Y3 Yu) 
qui y satisfassent, on pourra poser 
Y = Ciy + Caya + Csys. ... + C9) 
Ci, Cas C3,.....Ca désignant des constantes arbi- 
traires. | 
Il est également visible que si les coefficiens P, 
Q,....U sont constans, les valeurs de y s’obtiendront 
par la supposition de y—+””, m étant une constante, 
ce qui donne 


dy=e""mdsx , d'y = mida’, n.n d*y = e"m" da”, 
et rendant divisible par, un l'équation. proposée, h 
hihi alors à , s a e a ea 
oro 8 ete PR et. Qm eet. Ü= o. | 


Si Pon représente par M, Ma;s... oMa, ‘les racines de 


celle-ci, on aura 


Ver, Ve ii Jame ", 
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ét par conséquent 
y = Ce + Ce ii + Cent, 

310. Lorsque parmi les valeurs de m, il s’en trouve 
d’imaginaïres, l'expression ci-dessus, qui ne cesse pas 
pour cela de vérifier Péquation différentielle proposée, 
a besoin d’être’transformée en une autre, où il n’y ait 
que des quantités réelles, ce qui s’effectue au moyen 
des formules du n° 187. 

Si m, et ma, par exemple, désignent un groupe de 
racines imaginaires, ellés seront de la forme 

m=at8V—1, m—e—8V—1, 

et fourniront dans l'expression générale de y une partie 
C, etx+Ëx V—r + Ce“ Pz Vi 

ett (CPV 1 +CV, a. 


mais, pat: Particle cité ona . : 


ebeV =: — cos 8x + y= sin 8x, 
e~z V= — cos Bx— V/—1 sin £z; 


ces valeurs , substituées dans l'expression précédente, 
la changent en 


ex { (C, + Ca)cos 8x + (Ci — Co) V/—1 sin 8x } : 


et, comme les constantes C, et C, disparaissent de 
l'équation différentielle, sans qu’il soit besoin de leur 
assigner aucune valeur, on peut leur en supposer unë 
telle que les quantités C;+C, et (C, —C,) V/—1 soient 
réelles, et faire en conséquence 


C+C—=E, (CO—C)V—-i=E, 
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d’où il résultera, pour l’expression cherchée, 


ex{E, cos fs- Ea sin 8x } n 


xaleur entièrement réelle. 
._ On peut changer cette dernièrede forme, en y posant 


E, =psing, E, =p sq, 


p etg étant de nouvelles quantités arbitraires; elle de- 
viendra 


e*7 { psing cos 8x poosg sings } 
ex sin (g + ps). 
On traiterait de la même manière les autres groupes 


de termes imaginaires que pourrait renfermer l'expres- 
sion générale de y. 


311. Si quelques-unes des racines m,, ma, etc. de- 
viennent égales, cette expression perd de sa généralité; 
quand, par exemple, m, = m,, les deux premiers 
termes, prenant la forme 


Cermi2 L Cenz = (C, + pense, 


se réunissent en un seul dont le coefficient C;+4-€, ne 
compte plus que pour une seule constante. 

Des divers procédés qu’on a donnés pour parer à cet 
inconvénient, celui qwa proposé d’Alembert me parait 
encore le. plus ingénieux et le plus simple : voici en 
quoi il consiste (*). 

Au lieu de supposer que les racines m, 'et m34: soient 
égales, on fait d’abord. 


e» (a t 


-Ma =m ph, 





(*) Voyez d’ailleurs le Fraité in-4°, t. HI, p. 695. 


t 
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ce qui donne | 
Ce:= + Ces = eT (C, + C.e”) — 


m| c, + C(: + = + L + ete.) |, 


en développant l’exponentielle e£ (27); alors si l’on 
pose ra 
y GHGS E, Ch=Ei, 
il vient 
mi E; + E, +E; ha + ete. | : 
. 2 . 9 
or, C, et C, étánt arbitraires, E, et Æ, le seront 
pareillement , et l’expréssion C,e™™ + Ce™™ satis- 
faisant à l'équation différentielle proposée, indépendam- 
ment d'aucune valeur de C, et de C, (309), il en 
sera de mêne du développement ci-dessus, et äes 
constantes Æ; et Es ; et cela, quelque petite que soit là 
quantité h Si done on šuppose h= o, lexpression 
ci-dessus, réduite à | 
TE, + Ex) 

et contenant deux constantes arbitraires irréductibles, 
satisfera encore à a FPOPOS) niais ce Cas répond pré- 
cisénienit à m, = ma. 

De la, on passe aisément au cas où m, = m, = m3; 
car en ne supposant d’abord que équation m, = ms, 
on aura 


y= ME, HE) + Ce... + Ces, 
et faisant en consequente QT T h, il viéndra v 
CE LEx)+ aF EE, + Esx ACs), 
que le dévéloppement de eh * changera en 
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ei TT E, + Ca (Est Csh)x+ GE + = + eto), 


et faisant 


E, 40O = F,, E: + Csh =< 1 Ch =F, 


on aura l'expression 
ema( P4 Fus + Fey’ + FE + ete. ), 


satisfaisant encore à l’équation différentielle proposée, 
. quelles que soient les constantes F,, F,, Fs, et quel- 
que petite que soit  : en posant donc 4 = o, il en ré- 
sultera, pour le cas où m, = m, = ms, l'expression 


EC, + Fes + For’), 
qui remplacera complètement la partie.......,... 


Cie -4 Ces -4 Ce, et ainsi de suite, en quel- 
que nombre que soient les valeurs égales de m. 


312. L’équation différentielle proposée peut rare- 
ment s'intégrer lorsque les coefficiens sont variables; 
le cas suivani 


(a+ bx)"d" y + P(a + bx)" d" yds 
+ Qla+ bx)"-2qn—2 YAX. e... +U le) = Te 


où P, Q,..... U désignent des constantes , est un des 
plus remarquables. Si Pon fait a + bx =t, d’où il suit 


dx — ={ y kegusnon ci-dessus se change en 


Pay di Hal ydt+ Sedan. + +R rdr=, 


à laquelle x on salafa en posant y= í", m étant un 
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exposant indéterminé; car dé étant constant ainsi que 
dx, la substitution de y et de ses différentielles rend 
l'équation ci-dessus divisible par ¿"dt”, et l’on a seu- 
lement 


m(m—1)...(m—n+1)+ F m(m— 1)...(m—n+a) 


+$ m(m—1). ..(m—n43)... 


qui détermine m,au moyen des constantes z, b, P, 
Q Josee U ' 
313. Tl est facile d'appliquer ce qui précède à Péqua» 
tion du second ordre | 
d°y + Pdydx + Uyd = 0, 
et d'en tirer les résultats suivans, qu’il est unig de 
jery 


. 1% Si y, et Ya sont deux valeurs qui satisfassent à 
ci équation, son intégrale complète est 


y= Ciy t Caya (309). 
' 2°. Quand P et U sont constans, on a 
y= Cm2 į GaTe 
mM, et m, étant les racines de Péquation 
m°’ -+ Pm 4+ U =o: 
3°. Si ces racines sont imaginaires, il vient 
y = pe" * sin (g + 8x) si 
4°. Si elles sont égales . 
E ei (E, 4 Es) 6: ). 
D T po, Enfin a 
(a+ bx)d'y + (a + bx)Pd ydx -+ Uyd# = o, 
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se change en 


Pdt y +3 dyde+ 5 yde 0 i 
lorsqu'on fait a+ bx =t, et dépend de 
m (m1) m + De 0 (312), 


ce qui revient à 
sale ) Ne 
m +(3—? m -+ p = 0; 
ainsi son intégrale est 


y = CE + Ce =C, (a+ bx)" + Ca 4 bx) ™, 
m, et m, étant les deux valeurs de m. 

314. L’équation 
dyHPdiT! yds+ Qdr— vds"... Uydrto (1), 
n’est qu'un cas particulier dé l'équation différentielle 
de l’ordre n et du prémier degté; cat celle-ci, pour être 


générale, doit cuntenir un terme indépendant de 7, et 
avoir par conséquent la forme 


d'y+Pd" "'ydx+Qd""ydx" + Uydx"= da" (2); 
mais l'intégration de cette dernière se ramène facile- 


.ment à celle de là première : on l’a déjà vu pour le 
premier ordre, dans le n° 285; et dans un ordre quel- 


conque, il suffit de connaître un nombre n de valeurs 


particulières de Yo satisfaisant à Véguation (1), pour 
parvenir à P intégrale complète de l'équation (2). 

Lagrange, qui a découvert cet important théorème, 
l'a prouvé en étendant à Péquation (2), par la va- 
nation des quantités C,, Cs,.... Cu, l'expression gé- 
nérale de y relative à l'équation (1). 





DE CALCUL INTÉGRAL. 443 | 


Pour fixer les idées, je prends l'équation proposée du 
. troisièmeordresenkement;il rienty=2Ci71#+ Cash Cays, 

expressron dans laquelle il faut déterminer C,, Ca et Cs, 
de manièra qu'elle satisfasse à 

dy + Pd'yds + Qdydr® + V'yds° =n Pds. 
Si Pon forme snçcessivement les valeurs de dy, d'y 
et d'y, en traitant Ci, Ca, Cs comme variables, on 
trouvera d’abord 
dy == €E,dr 1 Cadÿa Cod ys dCi yad Ci ysdCs ; 
mais comme on à trois quantités à déterminer, et 
que la question proposée n’offre qu'une condition, on 
en peut choisir deux autres à volonté, et faire en | 
conséquence 
dé à Yad, + +sdCs = 0; 
ce qui donnera : 
dy= Cidy: + Cady, + Csdys; | 
comme si les quantités C,, Ca et Cs n’avaient pas varié. 
En différentiant cette valeur, il viendra 
d'y =C d'y Cod yat Csd° ys+d id Cd yad Cs+dy.a C3 ; 
posant encore : 
dydC,; + dydCs: + dy3dC3 = — 0 ’ 
il restera 
d? y= Ci T Cod ya + Csd°y3, 
d'où l'on tirera | 
és Nr Gi HG att Cady | 
Na ve +A A Cxt-d° Cd ad Os. 

Par la substitution des valeurs de Y, dy, d'y et dYy, 
Péquatiqn proposée deviendra 
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C{dy:+Pd'y.dz+ Qdy:dx° + Uyda") 
-+ Ca(d’ya+Pd'yads-+Qdyadx*-H- Uysdx*) 
+ Gi(dys+Pd'ysda+Qdysd1*+-Uysda”) 
+ d’y.d AR OUR 
ce qui se réduit à : 
d'ydCi + d'yadCs -+ d'ysdCs = Yds’, 
quand les fonctions yı, Ya, ys satisfont à l'équation 
d'y + Pd'ydx + Qdydz* + Uyd’ = 0 : | 
il existera donc entre les différentielles dC,, dC, et 
dCs, les trois équations 
dit ydCst ysdCs=0, 
dy1dCi+ dy,dC.+ dysdCs=0, 
d'y1dC,+d'yad Cs+d'ysdCs= dx", 
d’où Pon tirera les “valeurs de chacune de ces de 


rentielles , exprimées en x'et en dr, lorsque les fone- 


tions Yı, Ya, Y3 seront « connues. Les résultats r 
la forme 


= Jdr, 


dC, = — X,dx 9 dC, = X,dx , dC = Xix, 


on en déduira 


C, =fX,dx-+c, 9 Ca=fXads4 cs, Cs—SfXsdx+cs, ; 


et par conséquent 


y=.: (S Xidx+c 1)Fya(Xsdxtcs) +ys (/Xsdx -fc3), 
sera l’intégrale complète de équation proposée. 

Si l’on ne connaissait que deux valeurs particulières 
de y, la proposée ne pourrait s'intégrer. qu'avec lẹ 
secours d’une équation du second ordre, réductible au 
premier. En effet, on aurait alors 


J— Cr + Cafas dy = Cdy: + Cod 
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en faisant 


VAL + YadC = 0; 


_ mais puisgwon ne pourrait disposer que d’une seule des 


quantités C, et C,, il faudrait employer le développe- 
ment complet de d°y, qui serait 
dy = C;d° Jı + Cody dy,dC, -f= dede P 
et qui donnerait 
d'y = Cds: Cadya-+ 2d°y,d O, + 2d°y,dC, 
-+dy,d'C,+dyad'C, 
_Substituant dans la proposée, et réduisant de la même 
manière que ci-dessus, on obtiendrait à 
dyd’ C;,+dyad° Cs + 2d°y,dC, -+2d°yad Cs }= Pas 
| +Pdy,dCdx+Pdy,dCdxf á 
équation de laquelle on chassera dC, et d°C, ,en tirant 
leurs valears de l'équation y,dC, + yadCa=o et de sa 
différentielle; la résultante ne contenant que d°C;, 
dC, et des fonctions de x, se ramènera au premier 
ordre (306). 
Enfin , lorsqu'on paura qu’une seule valeur de y, 
on tombera sur une équation auxiliaire du troisième 
ordre, réductible au second ; c’est ce dont il est facile 
de se convaincre, en mettant dans la proposée, 
Ciy, ; © dy1+y dC;, Cid'yi+2dyidC;+ yid°C ; 
C,d° l ado 3d° dC, + 3dy.d°€; Fyd C, r 
au liea de 
i | dy» : d'y et d'y. 
Réquati fe are par ces substitutions sera Fu à 
nd + 3dy,d’ C, -+- 3d îy, dC, 
+ Pyd° Cds PRET y da”. 
-+ QydCidi* 
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Si dans les calculs précédens l’on suppose F= 0, 
ils montreront comment , avec deux, ou seulement une 
valeur partiçulière de la fonction y, on peut parvenir 
à son expression générale, dans Péquation 

dy + Pd'ydx + Qdydx® + Uyd? = 0 ; 
et de 1à résulte, pour toutes les éqnations différen- 
tielles du premier degré, le théorèmg suivant : 

Si l’on a n valeurs particulières de y, pour légua- 
tion (1), on en déduira immédiatement l'expression gé- 
nérałe de cette fonction pour les équations (1) et (2); 
eh dans le cas où l’on ne connaitrait que n—1 va- 
“leurs particulières , on parviendrait encore à la méme 
expression, en intégrant une équation au premier 


degré et du premier ordre. 
315. Je pengea pour Re de Ds du second 
ordre . l r ' 
dy + Pàyds + Uyd = } Vds". ` 
En désignant d’abord par yı, yz, les valeurs particu- 
lières de y qui satisfont à Péquation 
d'y + Pdyds + Uydx = 0, 
Pintégrale complète de la proposée'sera 
I= Ciy: He 2) 
C, et C, étant déterminés par les équations 
d0 un YadCs = 0; 
dy:dC, +dyadCs = Zda” (n° précédent). 


Maintenant si Pon suppose que les coefficiens P 
et U soient constans , 7” demeurant une fonction quel- 
conque de x, on aura 


per, yer* (315), 
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et par conséquent 
e” dC, + e” daO, =0, 
"ru + e” md, = Fdz, 
d'où lon déduira 
_ Fer ™ ds Ve mdy 


2 
Mı ~ Ma Migs ~" Mh, 





puis 

NIRE. SV "dx S Ver "dx 
CRE CR 
et t enfin 


e™*(E, +y e ms) ME, Ve du) 


y=: 


en dopnant aux constantes arbitraires E;, È, le divi- 
seur eommun mM, — Ms, Ce qui revient à 


RE fPe PE dx — e” S Ve mda 
y= M = Ma i 
en concevant que chaque intégrale comprenne implici- 
tement sa constante arbitraire. 


316. Cette formule est soumise aux circonstances 
qui naissent de la nature des valeurs de m, et me 
(310, 311). | 

On pourrait en restreindre l'emploi au cas où les 
quantités m,, mą sont réelles et inégales, et former 
immédiatement des expressions de y, pour chacun 
des deux autres, en employant les valeurs de y, et y, 
particulières à ce Cas. Par exemple, lorsque m, et m, 
sont imaginaires, on tirera de la valeur complète 


y = e“ (E, cos8x + E, sin As), = 
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trouvée dans le n° 310, les valeurs particulières 
yı = e* coshx, y, —e" sin fs, 

avec lesquelles il serait facile d'obtenir l'intégrale com- 
plète de Péquation proposée; mais il est peut-être plus 
simple d'opérer immédiatement sur la formuledu n° pré- 
cédent, la transformation propre à en faire disparaitre 
les imaginaires, c’est-à-dire dy changer 

m, en a+8V—1, Ma en a—BY/—1, 
et de remplacer ensuite les exponentielles imaginaires, 


par leur expression en sinus et cosinus. Par ces substi- 
tutions, on a d’abord 


1 ear-+êx yi fpa- V1 dx 


—} 
ete fpe-ect8V is } = 
= (cos 8x + V/—1sin8r)/Pe**(cos8x— V —i sings)ds 
— I 
—(cos8x— V —1 sinpx) [Ve (coses y —i singx)ds} ; 





Y= s 


puis en effectuant les multiplications indiquées , sépa- 
rant les intégrales en monomes, et réduisant, le facteur 


2V/—1 devient commun aux deux termes de la frac- 
tion, et Pon arrive à l'expression réelle 
e | 
y= T {sinsxfF e ~| dx cosge 
— coshx[V e “dx sings }. 


Si Y était nul, il faudrait mettre une constante arbi- 
. traire à la place de chaque intégrale, et Pon aurait 
seulement 





/ 
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ar í ; 
y= —{E. sin 8x— E, cos 8x}, à 
ce qui rentre dans le résultat du n° 310. | 
On rencontre fréquemment, dans les applications de 
l'Analyse à la Physique céleste, Péquation 


, ÿ=psinax-gcosax 
„pira Vdxcosax—cos axf Päxsinax 
; y a r! EE A aa EEEE E 
: a 


en restituant les constantes arbitraires. La aa y 
a ordinairemeni la forme . 


A + B cos 8x + Ccosys +etc., | 


A, B, C, etc., £, x, etc. désignant dès coefficiens 
constans , et les intégrations indiquées s'effectuent par 
le procédé du n°218. 


317. L'égalité des racines m, et m, réduisant à © 
l'expression 
T fPe xd T Pal 1 Amal: Le 
Y ue Ml, == Mea. . 1 ? 
il suffit, pour en obtenir la vraie valeur, de différentier 
par rapport à m, son numérateur et son dénomina- 
teur, en observant pour .les intégrales la règle du 
_ Cale. intégr. 29 
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a’ 281, et il vient | 
y = PE PE "Eds — [Ve mT sds). 
Cette derniòre expression comprend celle du n° 31 t; 


car lorsque F= o0, les intégrales se réduisant à leur 
constante arbitraire, il vient seulement 


CE J= er F(Eix — E,;}. 


3 18. Si Pon a un nombre m d'équations différentielles 
renfermant un nombre m + 1 de variables, une seule 
de ces variables serà indépendante, et les m autres en se- 
ront des fonctions. Supposons d’abord que ces fonctions 
et leurs coefficiens différentiels ne s'élèvent pas au-delà 
de la première puissance , dans les équations proposées, 
qui sont alors du premier degré : la méthode indi- 
quée,au n°, 138 ,conduirait, dans ce cas, à une équation 
différentielle du premier degré entre l’une des fonctions 
à déterminer et la variable que l'on regarde comme 
indépetdante‘, mais on pëut quelquefois éviter les 
calculs de l'élimination, en intégrant conjointement les 
équations proposées, 

Lorsqu’elles ne sont que du premier ordret qu’elles 
ne renferment que ‘trois variables; Mt Lou du peuvent 

être Feprésentées par’ ` 


Màu + Ndx + (Pu+ Qaj d Rdt, 
… M'du w N'de -Pw + Q's) dimk'ds; . 


mais si Pon eu chasse alternativement du et dx, et 
qu’on dégage de:son coefficient celle ide ‘ces différen— 
tielles que l'on conserve. ee résultantes pren- 


dront la forme | 
19: AL ff AUTRE 


du + Pur Gode Tài, : 
e RS de Pu + Dog At 7 


ti AE 


e 
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- P, Q, T, P’, etc. représentant de nouvelles fonctions 
de £, dérivées des premières par la suite des opérations 
indiquées. C’est sous cette dernière forme que d’Alem- 
bert a traité les équations différentielles simultanées, 
par une méthode très ingénieuse , que je vais exposer 
comme l’a présentée M. Ampère. 

En multipliant la seconde équation par un facteur #, 
et ajoutant le produit à la première, il vient 


du-Hde-+[(P+P'u-HQ+ QD CF TO; 
faisant ensuite u 0x = z, on aura n D: 
du +6dx =dz — +xdô, u—z—60x, 
et par ces valeurs, la transformée ci-dessus deviendra 
dz+(P+P'6):dé 

—%{d8 + [(P+P'8) — (Q+@86)]1di} j= ( TA ie 
enfin égalant à zéro le multiplicateur de x ,.on parta- 
gera l’équation ci-dessus en déux autres, 

dz + (P -+ P'Azdt =(T+ 7"8)dé (a), 

48 + (P H P08 — (Q+ OI 9, (8), 
dont la dernière ne renferme plus que les deux: va- 
riables ô et £. Lorsqu'on pourra trouver une valeur de 
6 satisfaisant à celle-ci, 6p réduira, par son moyen, à 
. première à ne contenir que les deux variables szet t; 
et n'étant d’ailleurs que du premier degré, elle s'inté- 
grera complètement par la formule du n° 285. 

Quand les coefficiens P, P, Q: et Q sont constans, 
on peut faire ? 


dð = o, PEPI PA 
ð est alors déterminé par une équation du second 


degré, dont je désignerai les racines par À, et LA 
Dans la même hy] pothèse, l'équation (a) „en y. failant , 
29.. 
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pour abréger, En 
P+Pi=m, T+TI—=F, 
a pour intégrale l'équation 

s = eT "A fem Vdi + C), 
d’où Pon tire les deux suivantés, 


u ha = e fath dt C,), 

u + baa et fet y dt- C), 
lorsqu'on y met successivement les deux valeurs de 4: 
le problème est donc complètement résolu , puisqu’on 


a, entre les variables x, x et £, deux équations primi- 
tives renfermant chacune une constante arbitraire. 


319. Passons au système d’équations à quatre va- 
riables, auquel on peut toujours donner la forme 
du +(Pu + Qs + Ry )dt = Tat, 
de + (Put Q= + R'y)dt = T's, 
dy + (P'u+ Q'x + R'yjdt = T'dt. 

Si Pon multiplie la seconde par 8, la troisième par Ÿ, 
qu’on ajoute les produits à la première , et que l’on fas@ 
u -+ bs -+ 0 y = s, 

d’où il suit e. 

du + 6dx + Ydy = ds — xd — ydh’, 
u = z = bx —b' y, 

et qwaprès la substitution de ces valeurs, on rassemble, 
pour les égaler à zéro, les termes affectés de x et de y, 
Péquation ci-dessus se partagera dans les trois sui- 
vantes, 

ds +(P+ PHP" )sdié=(T + 704 7"0')de (a), 
do +[(P+P8+2"6)8—(Q+Q8+ 0"8)]d£=0 (b), 
dé” +{(P+P'04P"#)8—(R+R'ÈHR"6") dr =0 (b"); 


\ 
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etlorsqu’on pourra trouver les valeurs de 6 et de 68’ qui 
satisfont aux équations (b) et (b), l'équation (a) ré- 
duite aux variables z et ż, s’intégrera encore comme 
dans le n° précédent. 

En se bornant au cas où les coefficiens des fonctions 
u, et y sont des constantes, on peut supposer dô—0, 
dë = o; il en résultera 

(PHPO PV) — (QH OIH QY) =o, 
| (P +,P6+ P'6)3—(R+ RO + RY) = 0; 

et si Pon fait P+P'6 4- P9 = m , les équations ci- 

dessus, deyenant 

(m— Q) — QY = Q, 

(m — R)? — R9 =R, 
donneront pour 8 et b’, des valeurs qui, substituées dans 
lexpression de m, conduiront à une équation finale , où 
cette inconnue montera au troisième degré. Chacune 
de ses valeurs en fournissant une pour les facteurs 8,6, 
si l’on distingue celles-ci par des indices inférieurs, et 
qu'on fasse 74 7"04T"6"=F, on aura les trois sys- 
tèmes de quantités 


6,, #;, Mis Vi ba, ds, Mas Vas b3, 0'3, M3, CA 
dont la substitution dans z= e” ™ {È faet Pdi C}, 


intégrale de l'équation (a), donnera les trois équations 
primitives 


u À 6,5 -4y — pe dt + C;), 

ú + bax + g ay = meer T dé + Ca), 

u + sx = b'sy = ef T dt <de C3). 
On peut maintenant étendre ce procédé à tel nombre 
d'équations que lon voudra. Pour en compléter Pex- 
position , il faudrait examiner les cas où les valeurs 
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de 0, 8’ deviennent imaginaires ou bien égales entre 
elles; maïs ces détails, qui tiendraient trop de place, sont 
faciles à suppléer, par ce qu’on a vu dansles n°*310,3r1. 


320. D’Alembert applique aussi son procédé aux 
équations du premier degré d’un ordre quelconque, 
et pour cela il les ramène au premie ordre, de la 
manière suivante. | 
~ Ayant, par exemple, deux Gavo de la forme 


d'u + (ddu + Bdx jdt + (Cu + Dx je = Tdr, 
dx + (Ldu + B'dx)dé + (C'u+ D'x)dé = T'dé, 
il fait du=pdé, dx= gdt; et il a par conséquent, entre 
les cinq variables p, g, t, w etx, les quatre équations 

du premier ordre 


` dp + (4p.+ Bg + Cu + Da)jdt = Tåt, 

dg + (4p + B'q + Cu+D'x)dt— T'dt, 

du — pdt=0, 

dx — gdt = o, 
qui peuvent se traiter par la méthode du n° précédent. 

Il sest servi du même artifice pour les équations 

qui ne contiennent que deux variables; mais le pro- 
cédé du n° 314 est plus simple et plus élégant. 


321. Considérons maintenant les équations du pre- 
mier ordre, 
dy — edx =o, dz— dx= o0, 


dans lesquelles æ et 8 sont des fonctions quelconques 
des trois variables x, y, z: voici comment on peut 
y appliquer le procédé du n° 133. 

On difiérentie la première, et p vient 


2 de s dæ Za AN 
dy —T ds Er dxdy — Č drdz= 0; 
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mettant pour ds sa valeur £ds, an obtient 


d'y—(T +65 x"— É dsdy = 0; 


éliminant ensuite z, au moyen de équation >. 
dy — «dx = 0, 
on n parvient i à une résultante en s et y, du second ordre, 
et qui a nécessairement une intégrale primitive avec 
deux constantes arbitraris a et b (298). 
Soient 

JA (x, Y, a, b} =o et dy= mds 
cette intégrale et la valeur de dy qu’on en tirera ; 
en substituant celle-ci dans dy — «dx — o, on aura 
une seconde équation primitive m— =o, entre 
x, y et z, en sorte que les équations différentielles 
proposées seront vérifiées par le système des équations 
primitives 

| (x, y, 4:b)=0, m—s#s—=0, 
et par toutes celles qui seront équivalentes à ces der- 


nières. 

Cela posé, on va voir qu’il existe toujours au moins 
deux systèmes de facteurs, au moyen desquels on 
déduit des équations proposées, deux différentielles 
exactes. En effet, si des «équations primitives indi- 
quées ci-dessus, on élimine alternativement les cons— 


tantes a et b, et que les résultats soient mis sous la 


forme 
M=a, N=b, | 
leurs ga , 
E 


ste dy + $” À de = 0, 


iN qp p AN + demo, 


- 
a ‘M — — em LE 


` 
{ 
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devant être vérifiées par les valeurs 
dy=«dx, ds—#dx, 
tirées des proposées, il s'ensuit que 
| dM , dM dM 
Cr aa 0 
dN daN dN 
T tayta’? 


sont des quantités identiquement nulles; on a donc 


de ~ dy de f, 
et mettant ces valeurs dans les différentielles de M 


et IV, ce qui ne les change point, on obtient les dif- 
férentielles exactes 


D Gy — eda) + D (d — eda) = 0, 

To (By — ads) + TE (rade) =0, 
comprenant les produits des équations proposées mul- 
tipliées respectivement par les facteurs 

dM dM daN daN 
| dy et FF dy et dr’ 
On conçoit aisément qu’il y a des théorèmes ana- 


logues, pour les équations dans lesquelles le nombre 
de variables surpasse trois. 


Des solutions particulières des équations diffé- 
rentielles du premier ordre. 


322. Dans le n° 297 il s’est présenté, pour une équa- 
tion différentielle , une solution particulière qui ne dé- 
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rivait pas de l'intégrale complète , et l’on peut quelque- 
fois tomber sur des équations primitives, sans constantes 
arbitraires, et vérifiant une équation différentielle dont 
on ne connaît pas l'intégrale complète : ces deux cir- 
constances font naître les questions suivantes : d’où 
viennent les solutions particulières ? et comment distin- 
guer siune équation primitive qui i satisfait à une dqua- | 
tion différentielle proposée » dérive ou non de son in- 
tégrale ? c’est ce dont je vais m'occuper. 

La relation qui existe entre une équation différen- 
tielle et son intégrale, est telle que cette dernière équi- 
vaut à un nombre infini d'équations primitives, qu’on 
obtiendrait en donnant successivement à la constante 
arbitraire toutes les valeurs possibles , et dont chacune 
` satisferait à l'équation différentielle (53). On désigne 
ces diverses équations primitives sous le nom' d’inté- 
grales particulières, puisque ce sont des cas particu- 
liers de l'intégrale complète. Les solutions particulières, 
dont le nombre est toujours limité , sont des équations 
primitives essentiellement différentes des intégrales par- 
ticulières. Ces solutions sont de deux sortes; les unes 
né sont autre chose que des facteurs de l’équation dif- 
férentielle proposée, dans lesquels dx et dy n’entrent 
point, qui par conséquent étant égalés à zéro, donnent 
des équations primitives établissant, entre x et y, 
des relations qui rendent la proposée identique. En 
cherchant les diviseurs communs des fonctions M et 
IN, on trouvera les solutions de cette espèce, dont 
est susceptible l'équation 


Mds + Ndy =0o. 
La seconde espèce de solutions particulières x dont 
l'équation yds — xd y =n V dx’ + dy* (297) a fourni 


~ 


458 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 


un exemple, est liée intimement à l’équation différer- 
tielle dont elle dérive, quoiqu’elle ne puisse rentrer 
dans aucun des cas de l'intégrale complète, quelque 
valeur que lon donne à la constante arbitraire, ainsi 
qu’il est facile de le voir, en comparant les équations 
y=czknVi+e et x + y =n?. 

Voici la théorie que Lagrange, en 1774, donna de 
ces dernières solutions, regardées avant lui comme for - 
mant un paradoxe dans le Calcul intégral (*). 


323. Les solutions particulières, sans être comprises 
implicitement dans l'intégrale complète, peuvent néan- 
moins s’en déduire, en cessant de regarder la cons- 
tante arbitraire comme invariable. En effet, soit U=0, 
une équation primitive renfermant les variables x, +, 
et une eonstante c; l'équation différentielle correspon- 
danté, que je désignerai par X == o, sera le résultat 
de élimination de cette constante, entre les équa- 


dU, dU Hea 
tions U=0, qz + T dy = o (53); mais si Pon 


suppose que c soit une fonction quelconque de x, ott 
donnera à l'équation U =: o une extention telle qu'elie 
pourra représenter une équation quelconque à deux 
variables, et par conséquent aussi toutes les solutions 
particulières de l'équation X = o. Cela posé, la valeur 
que léquation U= o donne pour y et sa différentielle 





(*) Il les appela intégrales particulières , et donna le nom 
de solutions particuliċres aux différens cas de intégrale com- 
plète. Laplace, qui s’est occupé avec succès du même sujet avant 
Lagrange, emploie ces dénominations dans un sens inverse, et 
je l'ai suivi. JI m’a semblé que les équations primitives, qui résolvent 
les équations différentielles sans être comprises dans leur intégrale 
complète, ne s’obtenant point par les procédés de l’intégration, ne- 
devaient pas porter un nom qui rappelle ces procédés. 
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que je représenterai par dy = pdx , vérifiant indépen- 
damment de c, l'équation 7 =0, on pourrait supposer 
c variable, pourvu que la loi de sa variation fût telle 
qu’on eût toujours dy = pdx. Or, quoiqu’en regardant c 
' comme variable aussi bien que x, il vienne en général 
dy=pdx + gde,p etg étant des fonctions de x et de 
c,on aura néanmoins dy == pdx seulement , si g = 0 : 
déterminant donc c par cette dernière équation, et 
substituant dans U =o la valeur qu’on trouvera, le 
résultat satisfera encore à l'équation différentielle 7 =; 

Dans ce qui précède, y a été regardé comme une 
fonction de x et de c; en considérant à son tour x 
comme une fonction de y et de c, on aura dx = md yy 
et raisonnant comme ci-dessus, on trouvera que, si la 
valeur de dx, prise en faisant varier c, est dx=mdy—+ndc, 
l’équation résultante de lPélimination de c, entre n== 0 
et U=o, satisfera aussi à l'équation différentielle =o. 

On peut comprendre ces deux procédés dans un 
seu}, en nu a 5 dénominateurs dans l’équa- 
tion aa dx + HT dc =o, différentielle de 


U = o, e m supposant c variable avec x et y. 
Elle aura alors la forme 


Mdx + Ndy + Pdc= 0; 
on en tirera 


M P N P 
dy NT vd de = — dy — y do; 
et si les fonctions entières M, N sont algébriques, ou, 
quoique transcendantes „ne peuvent pas devenir infinies 
par quelque valeur de c, le coefficient de de ne dispa- 
raîtra que par la supposition de P= o0, qui donnera 


46o TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 
ainsi tout ce qu'on peut tirer des opérations indiquées 
ci-dessus. 

Les équations auxquelles ces procédés conduisent, 
ne sont pas nécessairement des solutions particulières 
de l'équation 7 == o; mais pour pe pas se tromper sur 
tela, il faut examiner les diverses circonstances que 
peut offrir l'équation P = 0. 

Il est d’abord évident que si cette équation donne 
à c une valeur constante, elle ne conduira qu'a une 
intégrale particulière; mais si cette valeur est va- 
riable, on ne devra pas en conclure tout de suite 
que le résultat de l’élimination de c entre P =o et 
U = o, sera nécessairement unesolution particulière; 
car il pourra encore arriver que l'équation résultante 
ne soit qu’un cas particulier de U2 o. Pour le recon- 
naitre , il faut éliminer une des variables entre cette 
nouvelle équation et U = 0. Si lon peut faire dispa- 
raître l’autre variable , en déterminant c par des cons- 
tantes seulement , on n’a obtenu qu’une intégrale par- 
ticulière ; et si Pon trouvait c= ?, il en faudrait conclure 
que l'équation P=0 est un facteur de U = o , indépen- 
dant de-la constante c, et par conséquent étranger à 
l'équation différentielle 7 = o, 

Quand c n’est qu'au premier degré dans U, il mentre 
point dans P, qui ne contient alors que les variables x 
et y; l'équation P= o satisfait elle-même à V= o0, 
parce que U =o étant de la forme Q+cP =0, =o 
revient à PdQ— QdP = 0; mais il est aisé de voir que 
P =o n’est qu'une intégrale particulière correspon- 
dante à c= infini. 


324. J’appliquerai d’abord cette théorie à l’équa-— 
tion ydx — xdy = n V dx + dy", ayant pour intégrale 


—— m me — 
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complète y—cs =n Vite (297). En faisant varier 


c en même temps que xet y, et réduisant tous les 


termes au même dénominateur , on a 
cdeVito—dyVite+(xVi+ehanc)de= 0; 
égalant à 2éro le coefficient de dc , il vient | 


zV 14c- ne =o, 





d’où Pon tire c = —, valeur qui change Péqua- 

~ n? — x : 
tion y—cx=nV1+c +e ens apy? =n", et donne la 
solution particulière obtenue dans le n° cité. 

Toutes les équations de la forme y= ps +P (297) o 
dans laquelle se trouve comprise la précédente, ont 
aussi une solution particulière analogue. Leur inté- 
grale complète, représentée par y= cx + C, C étant 
composé en c, comme P Pest en p, donne 


ods — dy + +) do; 





et posant x + Lo, on en tire la valeur de c, d’où 


dépend: la solution particulière. Cette.solution particu- 
lière s’est montrée lorsqu'on a intégré l'équation... 
y = px + P; car en la différentiant on est parvenu à 
une équation composée des deux facteurs 


et le résultat de Pélimir ` r de 2 entre De 


y=ps+P et H= | 
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est le même que celui de élimination de c, entre 


y=cx+ C, et s+% =o. 


_…. Les équations y = px + P ont été remarquéesd’abord 
par Clairaut, tant à cause de la propriété qu’elles ont 
de s'intégrer facilement, après une nouvelle différen- 
tiation, que par rapport à la solution particulière que 
cette diférentiation manifeste sur-le-champ. 
Soit encore l’équation 
sde + ydy = dy V x° +7" — d 
dont l'intégrale est 
Var — — a =y +c, où x’ — 20 —0c— at =o, 
en faisant disparaitre le radical. On trouve 
ædx — cdy — (y + c)de = 
d'où il suit 
J+c=0o, 
et par conséquent 
Vs + —a—0o, où x +7 —a=0, 
équation qui ne peut résulter de la proposée, par au- 
cune valeur constante de c ,.et qui est donc une solu- 
tion particulière. 
Soit enfin l'équation primitive 
(a FI — a)" — 207) + (x — a) 0. 
En la traitant comme les précédentes, on trouve 
ere 
xy? =— q° 


valeur qui, bien que variable , ne conduit pas à une 





DE CALCUL INTÉGRAL. . 463 


solution particulière ; car si on la substitue dans l’équa- 
tion proposée, celle-ci devenant 

+ Pa) _ 

x — a 
donne 
y=0, où #4 y — e =o, 
équations qu’on tire immédiatement de la proposée, 
en y faisant c =o : ce ne sont donc point des solutions 
mais des intégrales particulières de l'équation diffé- 
rentielle produite par l'élimination de la constante ar- 
‘bitraire c. 


325. Une propriété des solutions particulières qui 
se présente facilement sur le second exemple, et qui 
est générale, c'est que léquation différentielle peut 
être prépatée de sorte que la solution particulière en 
devienne un facteur. En effet, si lon pose 


Va + —a=u, 
xdx -+ ydy = udu, ' 


et Péquation proposée deviendra 


son aura 


. udu — udy = = 0. 


si l'on prenait u = x° + y*— a, le radical resterait 
en évidence dans la transformée, qui deviendrait 


du — 2dły Vu = 0; 


en la différentiant, on arriverait à 


et faisant disparaître le diviseur, il en résulterait 


d'uV/u — aud°y — dydu m0, ` a 
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équation qui serait encore vérifiée par la supposition 
de u= o. Ces transformations pouvant être continuées 
autant.qu’on veut, il s'ensuit qu'il y a des manières de 
préparer toutes les différentielles de la proposée, pour 
que la solution particulière y satisfasse aussi, ce qui 
n’aurait pas lieu sans cela; car si, quand on fait varier 


d ` 
la constante c et qu’on pose z =o, on a, pour la 
solution particulière, comme pour l'intégrale complète, 
dy —=pdx, la valeur de d'y, devient pour la première 


dp dp dc 
Eart EI d), 


tandis qu’elle est seulement p dx* pour la secande; ce 


n’est pas non plus au même facteur que ces deux 
valeurs satisfont en général : on voit même que l’équa- 
tion | 
d'uy u — 2udy —dydu = o, | 
serait vérifiée par la solution particulière, indépendam- 
ment des différentielles du second ordre. 

Le développement et les démonstrations des circons- 
tances que je viens d'indiquer me mèneraient trop loin; 
on les trouvera dans un Mémoire où M. Poisson a 
éclairci avec succès plusieurs difficultés qui restaient 
encore sur la théorie des solutions particulières des di- 
vers genres d'équations différentielles (*). 


326. Pour reconnaître par ce qui précède si une équa- 
tion primitive qui ne contient pas de constante arbi- 
traire, et qui satisfait à une équation différentielle 


RE O 


€) Journal de l’École Polytechnique, 13%e cahier; voyez 
aussi le Traité in-4° , t. Il, p. 388. 
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donnée, en est une intégrale particulière » ou seule- 
ment uné solution particulière, il’ faut en avoir Pinté- 
grale complète; cette circonstañce, qui n'a pas toujours 
: lieu, conduit naturellement à la question suivante : 

Étant donnée une valeur Y=X, qui satisfait à une 
équation différentielle, déterminer si elle est ou non 
comprise dans l'intégrale complète, et en déduire „s'il 
est possible , celle-ci. . 

En supposant qu’on tire de cette dernière = FF, 
et qu’elle comprenne y =X, la fonction J sera néces- 
sairement composée avec la variable x et la constante 
arbitraire C, de manière à se changer en X, par une 
détermination convenable de C. Si Pon désigne par C' 
cette valeur de C, et qu’on observe que la supposition de 
C= C. dome =X, ou que la différence Y — X 
s'évanouit quand C— C’ =o, on en conclura que, du 
moins par son développement, Pexpression de } — X 
doit pouvoir être mise sous la forme .. ,. . 


P—-X= FCC HP U(C— C) + ete., 
les exposans w, », ‘etc. étant tous positifs, et les quan- 
tités 77, V”, etc. indépendantes de C— C’. On peut 
prendre (C— C’}=}; la quantité h demeurera arbi- 
traire aussi bien que la quantité C; et changeant aussi 
2 en #, 16 étant alors > 1 > il viendra | 
z 
P—X=V'h+F'h pete., 
d’où _ 

P=x + F'h+ 4 "h4 ete., i f 
expression qu’on pourra regarder comme le développe- 
ment de la valeur complète de ‘y; 


Cela posé, si l’on représente par dy = pdx, Péqua- 
Calc. intègr. | | 30 
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tion différentielle proposée , résolue par rapport à dy, 
calte nouvelle équation, à laquelle satisfait , par hypo- 
thèse, l'équation y== X, devra être vérifiée indépen- 
damment de A, par la valeur complète de y. En dé- 


| signant d'abord celle-ci par X 4- k , il faudra, pour la 


substituer dans dy == pdx , chercher ee que devient p, 
lorsqu'on y change y en X + &. Soit 
| P + P'E” + Pk” Letc., 

le développement de cette valeur de p, les exposans 
m, n, etc., que je suppose rangés dans l’ordre de leur 
grandeur, seront nécessairement positifs; car p ne de- 
vient pas infini quand k= 0 , puisque l'équation y=X, 
qui ne doune pas dy infini, rend identique l'équation 
dy = pdx, en sorte que dX = Pdr. : | 

Lorsqu'on fait y =X + k, on a pour résultat 

dX + dé=(P+ PE" + P'E Letc)ds; 
que l'équation dX = Pds réduit à 
dé = (P'E + Pi + etc.)dx; 
et remettant pour k le développement 
V'h + FE A ete., 

il vient | | 
Ph" + FR pete)" 


kdF'4+HdP"—+etc—{ EP'Ada( Trh bete )" (a 


+ etc. 
équation d’après laquelle il faut déterminer Y’, y", etes 
indépendamment de 4. En ne prenant d’abord que les 
termes où cette quantité a le plus petit exposant, on 
forme l'équation 

hkaF" = P'P'rhmdx, 
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qui ns peut avoir lieu, quelle que soit hy que: foana 
m1; dans.ce.das À disparait et il vient 
P'=PPde, V= Pi 

Quand ss 1, on ne peut plus comparer le premier 
terme PF mmda du second membre au terma.hd7” 
du premier; mais.on fait disparaitre celui-ci-en patabt 
d7"=0, ce qui donne Y’ == const., ou plus simple 
ment , F' = 1 ; puis on suppose sm, et Pon- a 
dF" =P'ds, d'où il résulte X” —fP'dx; et en pour: 

suivant de cette manière on trouve tous les aeron 
de la série. 

Quand m< 1, il mest plus possible de tidaire à à 
l'équation (4) en aucune. manière ; puisqu'on ne saut 
rait comparer le terme P’P'"h"dx ni ay terme Ady’, 
ni à aucun de œux qui le suivent, et dont les ex- 
posans surpassent tous l'unité; l'équation y = X ne 
pouvant alors admettre une constante arbitraire, n’est 


pas une intégrale particulière, mais une solution patr 
ticulière. 


327. Ceci fournit un procédé pour découvrir immé- 
diatement les’ solutions particulières des équations dif- 
férentielles du premier ordré,' sans connäître leur in~ 
tégrale complète, Kn..eflet, le développement: de: py 
quand on y change y en Y +6, serait en général, 
par le théorème de Taylor, 


ME LEP Es CET 
| Pr + dr i. aree e 
et Torsgaii prend La:.forme >¢ p 5 10, 


PEPP ete, UT 


€Y Horsa, 
m étant <1, le coefficient différentiel p devient in- 
i 30.. 
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fini .(89);. il. faut donc que le différentiation par 
laquelle on passe de p à.ce coefficient, amène un divi- 
seur qui s'évanouisse. 1l. résulte de là, que si Pon re- 


présente g par an toute solution particulière donnera 


L=o,et sera par conséquent un facteur de L, et 
réciproquement, ‘tout faèteur de Z qui ne le sera pas 
en:même temps de K, etqui , étant égalé à séro, véri- 
fiéra l'équation différentielle proposée , en sera une so- 
lation particulière: ONE 

On évite la résolution, par rapport à dy, de l'équation 
différentielle proposée, en remarquant que si Z=0 
désigne cette équation , Z étant fonction de x, y et p, 
Jersqu'onécrit pds au lieu de dyr, on a . | 

un iz de TE dr + dp == 0; 


ze Y ge, ; dZ oo 
` i | . dy , r De 
‘ E je CD TED mn em j j 
deu dZ ? 

| Re . | 

ee i A | 
et que si Pon a préparé l'équation Z=0o de manière 
qu'elle ne contienne ni fractions pi radicaux, il suffira, 


pour rendre: E infini, d'égaléà séro un -facteur de 


ra 


A 


Pr es D RAT jai a A 
Jp’ B | 
On n’obtiendrait ainsi Que les solutions particulières 
dans lesquelles entre ý ; mais on'parviendrait à celles 
qui ne renferment que +, @t:qui sont de. la forme 
æ==const., en considérant, dans la proposée, x comme 
fonction de y. | 

1828) i#é vais Chercher par cette méthode’, d’abord les 


. 0e 


ABL 99 9w ei d 


À 
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solutions. particulières de l'équation 
sds + gd = dr V r Fr E F 


du n° 324. Cette équation devient, après l’évanouisse- 
ment du radical, 


te 
à 


s'ds* + 2aydady + (a* — x*)dy° = 0,. 
ou . ) 
x’ + 2XYp + (a* ne #)p° oO. 
et la différentiation donne | 
dZ i 


la solution particalière ESA doit donc être telle, 
qu’à l’aide de la valeur que sa différentielle fournit 
pour p, elle vérifie en même temps les deux équations 

+ asp + (po, 

sy + (a — x )}p=0. Eu A 

IL suit de là que, sans le secours de sa différentiellé, 
elle vérifiera l'équation résultante de l'élimination de p 
entre les deux précédentes. Cela posé, r équation - 
ay + (—-#)pæo, vg 
multipliée par p et retranchée de la proposés )"Coû- 
duit à 


4 


; t -.) 
# +sxyp—=0, d'où PR: 


ét substituant cette valeur ce P dans. la rie on 
trouve léquation  : 


x" +" — a =o, 


qu'on sait être une solution particulière de la re 
L'équation plus générale y == pæ +- P, étant traitée 
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P 
de la même manière, conduit à T= =x + D: c’est 
donc à l’équation 
+ + =i = o0, 


que doivent satisfaire les solutions particulières; et elles 
résulteront de l’élimination de p entre celle - ci et Péqua- 
tion différentielle proposée. 

Enfin , pour donner un exemple des solutions parti- 
culières de la forme y=const., je prendrai l'équation 


Y =bg — a), 


de laquelle on tire immédiatement 


£ = mb(y EEA a)". 
Cette expression ne peut devenir infinie que quand 
-Pexpesant m—1 est négatif, et qu'on a en niême 
temps ytræ, valeur qui ne satisfait à la propo- 
sée que ldrsque m est positive; il faut donc que 
exposant m suit use fraction positive. Dans ce cas 


y =a est une solution particulière, tandis que linté- 
grale complète est 


1m 4 
Ga)" pean bz -== consé, 
r I anma m 


390. En général, parmi les fonctions algébriques, ilm y 


a que les radicaux qui acquièrent un dénominateur par 


la différentiation, et qui puissent par conséquent donner 
L=; =, lor sque p a une valeur finie; c’est donc dans 


les radicaux qu'il faut chercher les solutions particu- 
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lières, en égalant à zéro les fonctions qu'ils affectent , 
et en s’assurant que les équations résultantes satisfont 
à la proposée. Par ce procédé, l'équation 


sda + dy dyVr+ y — a", 
donne immédiatement x° + y°— a 20; et l'équation 
ydz— sdy = nV d F dy, 


de laquelle on tire 








dy__ —ar FEAE aai 
-dg | p? =— x” n° ns 


conduit à x°Ly*—n"—0, comme on l’a déja trouvé 
de plusieurs manières. 


Des méthodes pour résoudre par approximation 
_ des équations différentielles. 


330. Quand une équation différentielle ne peut s'in- 
tégrer par aucun des procédés connus, il faut chercher’ 
à la résoudre par approximation, c’est-à-dire, à en tirer 
la valeur de y en x, au moyen d’une série. On a jà vu 
dans le n° 298, comment celle de Taylor pouvait s’ap- 
pliquer à cet usage; on peut aussi prendre pour y 
une série à coefficiens indéterminés, ordonnée suivant 
les puissances de æ; mais il faut le plus souvent des 
artifices particuliers pour déterminer les expiosans, 
lorsqu'ils ne suivent pas la progression des nombres 
entiers. Quand la forme de cette série est connue, 
on parvient à trouver ses coefficiens, en la substituant, 
ainsi que 566 différentielles , au lieu de y, dy, d°y, etc., 
dans l'équation proppsée. 

Si Pon avait, par exemple, équation 


dy + rs = mð dk, 
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on supposerait 


Y= Ax + Bit + Crt tH LE etc. ; 
mettant cette valeur et sa différentielle dans l’équa- 
tion proposée, en observant d’assembler les termes 
de manière qu'on puisse former un nombre suffi- 
sant d'équations pour déterminer les exposans et les 

, coefficiens, sans tomber dans des contradictions, on 


aurait 
ASH (etr) Bree) Cr Fi (+3) Dx | Š 
mx" + A4 BAR  Chpetc] 


équation quon rendrait identique en faisant n —#—1, 


1" 
op æœn+1, et A=- a) T HG 
— 77b 


= ICS ne 


ce qui donnerait - 


ynt arta 

=a En Ge + 1)(5 +2) , 
r | RE E P amn ete. | 
© l G@+n(m+a)n +3) m 


Cette valeur de y est incomplète, puisqu'elle ne ren- 
ferme point de constante arbitraire; il en sera de même 
pour taus les cas où la constante ne peut être isolée de 

la variable x, dans le cevelop pemeri de l'intégrale; 
mais, d’a FRA ce qu'on a vu dans le n° 299, ‘on arrive- 
rait à un résultat aussi général que-lintégrale complète, 
si Pon pouvait lui donner une forme’ telle qu’en y fat 
sant x= a, il en résultât y= b; «or c’est ce qui 


s'effectue en posant x ==a +t, y = b -+ u, et prenant 
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pour représenter #, une série dont tous les. termes s’éva- 
nouissent quand ¿= 0. 

L’équation dy+ydx=—mx"dx devient par cette trans- 
formation du+(b—+u)dt=m{(a+t)"dé, et faisant 


u= AE BET LE CET Li ete., 


on trouvera 


` 


«ALT 4 (a4 1) Be (a -H 2) CAF etc. | 
+b + AË + BEH + ete. |__ 
En) a" + — etc. 


n 
az= Rama m 


il faudra supposer dans cette équation æ — 1 =0, ou 
a=1, et il viendra EE 


A pne: p na" ma" + b 
AE Ru 
C— mnfn—1)a"3— mn + ma— b 
= 2.3 
331. L’emploi des séries à coefficiens indéterminés, 
r dans leséquations du premier degré et du second ordre, 
présente quelquefois des circonstances qu’il est à propos 
de connaitre , et dont l'équation très simple 
d'y + ax'ydx" = o 
offre un exemple remarquable. 
Si lon y suppose ; 
y = As + Batt DE Creed a etc, 
on aura 
d'y={e(e— 1) As? , 
++ ò) (a 8—1) Battle 
F (aH ad) (ad 1) Crama LD etc. He, 


i 





> etc. 
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asydst = {a dsttn 
+ aBxtt tn 
+ aCx° 4294 LL etc. } dx. 


On voit d’abord qu’il ne sera possible de faire corres- 
pondre les termes 


aļa — 1) 4x3, aAxttn, 


par lesquels commencent respectivement les expressions 
précédentes, que dans le cas particulier où n = — 2; 
mais il suffira de poser 


a =0, Où a&a=l, 


pour faire disparaître le premier terme de la valeur de 
d'y; et le second, dont l’exposant est sd — 2, pourra 


être comparé avet a Ax*T" : il résultera de là 


M E Jen la 


À partir de ces termes, les deux séries se currespondront 
exactement , et pour déterminer les coefliciens, on aura 
les équations 
{a+ d)(a+ d—1)B+ad=0, 
(a2 + 20) (at ad — i) C + aB = 0, 
etc. , | 
dans lesquelles 4 demeure arbitraire. 
Si l’on y met successivement les deux valeurs de a 
` avec celle de d', on obtiendra pour y les deux déve- 
loppemens | | 
4 aAx"ts | a? Az +4 


2 Graa) T GED Fa) GrF5) Gath) 
SAt A 
— (a-h1 YXn+2)2n+3)(an+4)(8n+5) (3n +6) + etc., 





r 
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DU adgy’ : a Axn+s 
Ha) ata) (n+3) (27-44) (2n45) 
a Axnet 





L Fant en ents n F6) nn) E 


Ils ne sont encore que particuliers, puisqu'ils ne 
æontiennent que la constante arbitraire £, mais en 
écrivaut dans le dernier <, , à la place de À, et prenant 
ensuite leur somme, on aura, à cause de la forme par- 


ticulière de exemple proposé (309), lexpression gé- 
nérale de y. 


332. En terminantici ce qui regarde l'intégration ap- 
prochée des équations différentielles, je dois dire que les 
méthodes exposées ci-dessus , ne donnant que bien rare- 
ment des séries convergentes, et seulement pour des 
valeurs très limitées de la variable indépendante, ne 
sont guère en usage. Dans les problèmes physico-ma- 
thématiques auxquels s'appliquent les approximations 
du Calcul intégral, il ne s’agit le plus souvent que de 
déterminer les petites corrections qu’il faut faire à une 
première valeur approchée, connue d’ailleurs, et con- 
sidérée comme un état moyen. La vraie valeur cher- 
chée ne s'en écartant que par des fonctions dont on 
peut négliger d’abord le quarré et les puissances supé- 
rieures, on réduit au premier degré les équations diffé- 
rentielles qui déterminent ces fonctions, et l’on y ap- 
plique ensuite des procédés qui sont encore trop variés 
pour pouvoir entrer dans les élémens , aussi les trouve- 
t-on toujours développés dans les divers traités peciau 
où l’on s’en est servi. 
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Résolution de quelques problèmes géométriques, 
dépendans des équations différentielles. 


333. La mise en équation des problèmes géométriques, 
dépendans des équations différentielles, ne reposant 
que sur les propriétés des tangentes , des normales, des 
rayons de courbure, ne présente pas plus de difficultés 
que les autres traductions analytiques, lorsqu'on connaît 
- les expressions des lignes qu’il faut considérer; aussi 
n’en donnerai- je que quelques exemples. 

J’observerai d’abord que l'intégration des équations 
différentielles du premier ordre s'appelle aussi Méthode 
inverse des tangentes, parce que toute équation différen- 


tielle de cet ordre, donnant expression de Z eù x et en 
t 


J, fait connaître la relation qui existe entre les coordon- 
nées et la soutangente, ou la tangente, ou la normale,etc, 
dansla courbe qu’ellereprésente. En effet, si de Péquation 


proposée, on tire Z= p, la soutangente aura pour 


expression? , la tangente NE, etc. (66). On in- 


venta le Calcul différentiel pour mener des tangentes 
aux courbes, c’est-à-dire, pour résoudre le Problème 
direct des tangentes : on s'occupa ensuite du Calcul 
intégral, pour parvenir aux équations primitives des 
courbes par les propriétés de leurs tangentes; mais les 
progrès et les nombreuses applications de ce Calcul ont 
fait abandonner la dénomination de Méthode inverse des 
tangentes, qui ne convenait qu’à un seul de ses usages. 
Dans les premiers temps on chercha à déterminer par 
les aires, ou même par les arcs de quelques courbes 
connues, l’ordonnée de la courbe demandée; depuis, 
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on à laissé ces constructions de côté, parce que, quel- 
que élégantes qu’elles fussent dans la théorie, ellesétaient 
toujours moins commodes et surtout moins exactes, dans 
la. pratique, que les formules approximatives qui ont 
pris leur place. 

Une équation différentiellé ne peut se construire en 


général que lorsqu'on en a séparé les variables, parce ` 


qu’alors l'expression de l’une d'elles ne dépend plus 
que de la quadrature d’une courbe dont l'équation pri- 
mitive est connue. 
- 334. Je prends, pour exemple, la construction des 
courbes dans lesquelles la soutangente est égale à une 
fonction donnée de l’abscisse x; l’équation différentielle 
ydx 


de cette courbe sera” = X, X désignant la fonction 


dy 
donnée. Les variables se -séparent sur-le-champ ; dans 
cette équation, et il vient J= = Multipliant alors 


les deux membres par une quantité constante m, on a 
mdy _ mds. 


y =- > et désignant par Ly le logarithme de Y> 


pris dans le système dont le module est m, intégra- 


tion donne 
ai 
Iy J Pa Ai x 
En construisant d’abord la courbe DN, fig. 56, telle que 
ordonnée correspondante à l’abscisse 4P soit PN=7. i 
Paire ADNP donnera la valeur de f e, On ré- 
duira cette aire à un rectangle FQ, dont le côté 4F 
; ; I sd 
soit 5; Pautre côté, 4 Q, primer = Í sa ; dé- 


FIG. 56. 
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crivant ensuite, sur le module sr , la logarithmique ER, 
dont les ordonnées soient perpendiculaires è l’axe 4C, 


et élevant par le point Q la perpendiculaire RQ, on 
aura L.RQ= 4Q (112), ou L.RQ= TE: RQ 


sera donc égale à ordonnée PM de la courbe cherèhée. 

Il faut bien remarquer que cette construction n’exige 
pas que l’on ait Pexpression analytique de la fonction X; 
on pourrait prendre à sa place Pordonnée d’une courbe 
quelconque rapportée à l'axe 4B , et effectuer sur cette 
ordonnée et sur la ligne arbitraire n , les opérations gra- 
phiques indiquées par les formules ci-dessus. On voit 
aussi que la ligne zn n’a été introduite que pour rendre 
ces formules homogènes, et peut être supposée égale à 
unité. 

335. Je vais encore rapporter la sotution d’un pro- 
blème célèbre dans les premiers temps où l’on sest 
occupé du Calcul intégral, du problème des trajec- 
toires. Il a pour objet de déterminer læ courbe qui 
coupe , sous un angle donné, toules celles d’une espèce 
donnée. On entend ici par courbes d’une espèce donnée, 
les diverses courbes particalières qwon obtient en 
assignant successivement à l’une des constantes d’une 
équation primitive, toutes les valeurs possibles. Si, par 
exemple, on fait varier le paramètre d’une parabole, 
il en résultera une suite de paraboles rapportéesau même 
axe, ayant même sommet, et dont les extrêmes seront 
d’une part laxe, et de Pautre la ligne qui lui est per- 
pendiculaire et qui passe par le sommet : la courbe qui 
coupera toutes celles-ci sous un angle donné, en sera la 
trajectoire (*). 


a. 





(*) On donne aussi en. Mécanique le nom .de ingpetoire, kb 
courbe décrite par un corps sallicité par des forces quelconques; 
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Soient DN,, DN, D'N','etc., fig. 57, les courbes r1o.57. 


coupées et MZ la courbe coupante, ou la trajectoire 
cherchée; si par Pun queleonque M de ses points on lui 
mène une tangente Mt, et qu'on tire aussi celle de la 
courbe coupée qui passe par ce point, l'angle TMs, 


d’après l'énoncé de la question, doit être égal à Pangle 


donné, Je désigne par x”, y”, les coordonnées des courbes 
coupées, par x, y, celles de la courbe coupante, et par a, 
la tangente trigonométrique de langle constant TMt, 
qui est égal à la différence des angles MTP, MP, 


dont les tangentes respectives ont pour expression z 
et % a O) la relation 
tang TMt tang (MiP ~ TPY, 
dy _dy ' 
donne ensuite a= a u ( Trig. 26). 
REZ 
dx dx’ 


Je supposerai ici que l’on connaisse l'équation pri- 
mitive des courbes coupées ; on en tirere par la dif- 
férentiation dy—pds", et l'équation ci-dessus de- 
viendra 


Il faudra écrire partout x et y, au lieu de x’ et de y, 
parce qu'au point M, la courbe coupée et la courbe 
coupante ont les mêmes coordonnées. Cela fait, si l’on 
élimine , entre l'équation (4) et l'équation primitive des 





mais il ne saurait ‘être question de cette espèce de trajectoire dans : 


un sit consacré umiqugment à l'Analyse et à la Géométrie. 


` 
— -AR —— 


480 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 


courbes coupées, la constante dont les différentes valeurs 
particularisent chacune de ces courbes, on aura un ré- 
sultat qui embrassera toutes leurs intersections succes- 
sives avec la trajectoire, et en sera par M vi 
l'équation. 

Soit, pour exemple, les paraboles ayant nee axe 


et même sommet, et dont l’équation est y” =a" ; il 
m1 


viendra p— . On pourra chasser immédiate- 


Ye 
ment de cette expression, au moyen de l’équation pro- 
posée, le paramètre æ qui particularise chaque arahide 
d’un même degré; substituant le résultat dans l’équa- 
tion (4), après avoir changé x’ et y’ en x et en y,et 
divisant ensuite par x”"7'y*"!, on trouvera 


a(nxdz -Minydy) + myda — axdy == 0. 
Cette équation étant homogène, peut se traiter par le 
procédé du n° 283. Lorsqu’on a m==n=1, elle devient 
intégrable en la divisant pan x° 4 y°, puisque 


sdx + ydy : 
TT = d. IVF F7 + 


si | 
= . (g=) (279); on a 


donc aly s* + y" + arc (trs= = )=c = 


x° 
ou AVE+r = P | = arc (ur 2), 
en changeant la constante arbitraire. Si lan fait 


VE y =t, are(tang=?) = í, 








et que 


on retombera sur l’équation des spirales logarithmiques, 
/ 
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qui ont la propriété de couper leur rayon vecteur sous 
un angle constant (128) : en effet, dans le cas actuel 
les courbes coupées ne sont autre chose que toutes les 
lignes droites menées por l'origine des coordonnées, et 
dont l’équation est y = ax”. 

Si Pon voulait que l’angle TMi fût droit, il faudrait 
supposer a infini, et par conséquent ne tenir compte que 
des termes qu’il multiplie; l'équation ci-dessus se rédui- 
rait à nxdæ -+ mydy=o, dont l'intégrale nx'-emy'==c; 
montre que la courbe qui coupe à angles droits toutes 
les paraboles proposées, est une ellipse décrite sur le 
même axe que ces courbes et ayant pour centre 
leur sommet commun. Les trajectoires où Pangle 
TMt est droit, s'appellent trajectoires orthogo- 
nales , et la supposition de a infini, dans équation (4), 


donne 1 -+p % = o pour leur équation différentielle. 


336. Les considérations géométriqges, comme on l'a 
annoncé dans le n° 298, établissent aussi la possi- 
bilité des équations différentielles à deux variables. 
En effet, quand il sagit d’une équation du premier 
ordre, on n’en tire que la valeur de y qui exprime 
la tangente trigonométrique de l’augle que fait avec la 
ligne des abscisses, la tangente de la courbe relative 
à cette équation, prenant dont arbitrairement les coor- 
données 4P =a, PM =b, d’un premier point M, 
fig- 58, on mènera la ligne MT, faisant avec M Q, pa- 
rallèle à 4B , un angle M'MQ, dont la tangente soit 


égale à la valeur correspondante de y : cette droite 


touchera au point M la courbe cherchée. En regar- 
dant la courbe et sa tangente, comme confondues 
Calc, intégr. 3i 





ben. 


482 TRAITÉ ÉSÉMENTAIRE _ | 


ensemble, dans les enviroæs du point de contact, la | 
droite MT déterminera , pour un point P”, infiniment | 
proche de P, l’ordonnée PM” avec laquelle on calcu- 
lera, par l'équation différentielle proposée, la tangente 
de l'angle M" Q’, relatif à la tangente M7" con- 
sécutive à MT. La continuation de ce procédé don- 
nexa an polygone qui, à mesure qu’on en multipliera les 
côtés, différera d'autant moins de la courbe à laquelle 
appartient l'équation proposée. Jl résulte aussi de cette 
construction , qu’une équation différentielle du premier 
ordre représente une infinité de courbes, puisqu’on peut 
prendre le premier point M où l’on voudra. 
Dans les équations. du second ordre, qui ne donnent 
que la valeur de , on substitue les paraholes os- 
/ culatrices aux tangentes. Ayant pris arbitrairement un 
premier point dont labscisse et l'ordonnée soient x =a 
et y = b, on forme l'équation 
y— bt A (x — a} + B(x—a), 
qui appartient à une parabole passant par ce point. Enla 
différentiant deux fois de suite et faisant +74, on en tire 


d d’ 
PA, a= a8; 
le coefficient £ demeure arbitraire , maïs B est déter- 
miné en mettant dans l'équation proposée, a, b, 4, 
- au lieu de x, Y, 4 : on çpnstruit donc en premier 


ri0.59. lieu une parabole MN, fig. 59, qui passe par le 
point M, èt dont la tarigente à ce point fasse , avec 
Pabscisse, un angle ayant 4 pour tangente trigo- 
nométrique. On calcule la valeur de l’ordonnée PM” 


de ceite courbe et celle de z » Correspondantes à un 
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point P’, pris très près du point P, sur l'axe des ab ex 
cisses ; puis mettant ces valeurs dans Péquation différen- 2 i 
tielle proposée , on en déduit une nouvelle valeur de 7" Se 


En représentant celle-ci par'2.B, » et par b, et 4, cèltps a 


. 
C 


NE å ; : NÉ D 
de PM" et de Z » On forme l’équation Au a 


y — b= Als —a) +B (3 — a}, | 
de la seconde parabole osculatrice M'N” avee laquelle 
an en déterminerait une troisième , et ainsi de suite. 

On modifiernit aisément ce procédé Pour y rempla- 
cer la perahole osculatrice par le cercle esculateur, où 
pour létendre à tous les.ordres. 


33%. Le problème suivant va montrer comment les 
considérations géométriques conduisent à la théorie des 
solutions particulières , que j'ai exposée dans le n° 323. 
Trouver une courbe telle, que toutes Les perpendiculaires 
abaissdes d’un point donné, sur les tangentes de cette 
courbe , soient égales? Pour parvenir à l'équation diffé- 
rentielle , il faut se rappeler qu'en nommant x et ydes 
coordonnées d’une courbe, x’ et y” celles de sa tangente, 


l'équation decette droite est y=- y = & (x — x) 168) ; 


prenant pour originè des coordonnées le point connu, -- j 
duquel doivent être abaissées toutes les perpendiculaires, -` 


chacune d'elles aura pour équation. y” = — E x’ 
(Trig. 90), et sa longueur sera exprimée par VsF. 
En mettant pour x’ et pour y’, les coordonnées du point 
où elle rencontre la tangente gui, lui correspond, et 
dont. les valeurs s’obtiennent par les deux équations ci- 
dessus (Trig. 9à), on aura, en vertu de ces équations, ` 


31.. 
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, (sdy —yds)dy , __ (zdy — ydsds 


F— det+d NL 7  d”+dy ? 
“ma sdy — yds 
el x == = 7; 
ù V + y V dz? + dy* mn; 


l'équation différentielle de la courbe cherchée sera donc 
«dy — ydx =n V dx" + dy". 

Cela posé, il est facile de voir que le cercle dont 
le rayon = n, et dont le centre està l’origine des coor- 
données, satisfait à la question. Ce cercle ayant pour 
équation y° += n°, est précisément la solution par- 
ticulière trouvée n° 297; mais toute ligne droite située, 
par rapport à l'origine des coordonnées , de manière que 
sa plus courte distance à ce point, soit égale à n, 
résout également le problème proposé; et comme il y 
a une infinité de lignes droites qui peuvent remplir 
cette condition, c’est dans l'équation qui les comprend 
toutes que réside l'intégrale complète de l'équation dif- 
férentielle trouvée ci-dessus , et qui est en effet 


ý y c3 = ny + c? (297). 

Une circonstance digne de remarque et qui s'aper- 
coit sur-le-champ , c'est que toutes les lignes droites 
dont on vient de parler seront nécessairement touchées 
par le cercle représentant la solution particulière, 
puisqu'il a pour rayon la perpendiculaire abaissée sur 
chacune d'elles. 

La même relation a lieu entre les diverses courbes 
que représente l'intégrale com plète d’une équation dif- 
férentielle du premier ordre, et celle qui résulte d’une 
solution particulière de cette équation : la dernière 
touche toutes les autres. En effet, l'équation différen- 
tielle ne détermine que la direction de la tangente, 
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et toute courbe qui, dans un point quelconque, aura 
la même tangente que l’une des courhes déduites de 
Pintégralecomplète, y satisfera nécessairement ; or, c’est 
ce qui arrive à la courbe qui touche toutes celles-ci. 

Il suit de là, que la. développée d’une courbe n’est 
autre chose que la solution particulière de l'équation 
différentielle qui représente toutes les normales de cette 
courbe (80), et que celle- ci, c’est-à-dire la dévelop- 
pante,. est pareillement la solution particulière de 
Péquation différentielle commune à tous ses cercles 
osculateurs, mais avec la différence que les contaots 
sont du second ordre. | 

La liaison établie dans le n° 323, entre les intégrales 
complètes et les solutions particulières , se déduit aussi 
des considérations géométriques; car chaque point du 
cercle de l'exemple précédent, peut être regardé comme 
l’intersection de deux tangentes consécutives, c'est- 
à-dire comme l'intersection de deux droites fournies par 
deux valeurs consécutives. données à la constante. c; 
Pabscisse et l’ordonnée de cette intersection dépendent 
des valeurs de c, qui par conséquent est à.son tour fonc- 
tion de ces.quantités, ou de x et de y. Il est évident que 
pour former l'équation d’une ligne consécutive à .celle 
que représente l'équation 


y—cx=nW1 + c°,, 
il faut différentier celle-ci en faisant varier c; et 


puisqu'on ne cherclie que l'intersection de ces deux 
lignes, point où leurs coordonnées sont communes, on 


doit regarder x et y comme constans : cette intersec-. 


tion sera donc détérminée par les deux équations 


y—cs=nVi +e, 
ne 


Vito 
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si Pon assigné à c une valeur particulière. Mais 4 Pon 
élimine c, le résultat, ne désignant plus aucune inter- 
section en particulier, embrassera tous les points 
résultans des rencontres'des droites fournies par toutes 
les valeurs de c, et combinées deux à deux consécu- 
tivement, c’est-à-dire, le cercle qui est la solution par- 
ticulière, et qui se déduit encore ici de la variation 
attribuée à la constante arbitraire de l'intégrale com- 
plète. Les mêmes remarques se vérifientssur les dévelop- 
pées, lorsque l’on considère ces courbes comme pro- 
duites par les intersections des normales consécutives 
de la développante (80). | 


De l'intégration des équations différentielles 
Contenant-trois ou un plus grand nombre de 
variables. 


Des équations différentielles totales. 


338. Les fonctions qui dépendent de deux òu d’un 
plus grand nombre de variables, différent de celles 
d’une seulé, en ce qu’ellés ont pour chaque ordre 

plusieurs coefficiens différentiels. Si z, par exemple, 
est une fonction de deux variables, il aura, pour le 


remier ordre, deux coefficiens différentiels, savoir, 
P , ? 
dz dz- 


Tz’ Jy’ Pun pris en faisant varier x seul, et Pautre en 
faisant varier y seul. Dans le second ordre, le nombre 
de coefficiens différentiels s'élève à trois, et s'accroît 
ainsi successivement d'ordre en ordre (44). Pour re- 
monter des coeffciens différentiels d’une fonction de 
deux ou d’un plus grand nombre de variables à cette 
fonction , il se présente plusieurs cas : 1°. on peut avoir 
tous ses coefficiensdifférentiels d’un même ordre, expri- 
més par les variables indépendantes, ce qui donne 
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explicitement les différentielles totales de la fohction 


- chérchée, à laquelle on parvient par les procédés ex posés 


dans les n” 278 — 580; 2°. la fonction elle-mênie peut 
entrer avec les variables indépendantes, dans les ex- 
pressions des coefficiens différentiels , ce qui fournit 
une équation ‘différentielle totale; 3°. enfin,.où peut 
n'avoir qu'une ‘télation entre ces voefñiciens, la fone- 


tign dont ils dérivent pt les variables indépendantes. 


339. Je m'étcuperai d’abord du second cas, en con“ 
sidésaht Péquation eg 


_ Pds + ‘Qdy +- Bdz = 0, 


Elle s 'intégrerait par le procédé du n° 280, si le pre- 
mier membre .étäit une différentielle exacte à trois 
variables; mais s’il ne l’est pas, il est susceptible de 
le devenir, par le moyeñ d’un facteur convenable, 
quand cette équation dérive d’une équation primitive 
u=c : cela se voit comme pour le cas de déux variable 
(a89). En effet, l'équation différentielle D doit 


alors s'açeorder ayee . r: 
Pa du du . 


g TE que Jei valeurs de ds, tirées de l’une et de 
.Päitre; doivent être identiques; iidépendemmpnt de 
de et de dy (136); ; or, ces valeurs étant respectivement 


ss ve. 


CE CAO RO à ' na du da. 
dira Gi, à de Ed Ya, 


és 7), ÿ Hg NUE dé ds 
il s'ensuit que | | | 
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dis du du du` du 
dx P' dy Q d’où dx _dy _ds ' 
du = A° du À l POTR’ 
ds ds 
et nommant y les quotiens indiqués, il viendra 
du = pPdx + #Qdy + Ads. 


Cela posé, pour que cette différentielle soit exacte, 
il faut encore TE vérifie les conditions 


d.uP — dQ d.uR__d.uP d.nQ d.aR 


y E ER aa 


dy dx ? dy — dz ? ds dy’, 
dont le développement fournit les équations 


dP dQ\, PE. du _ ) 
dy dx 4 QE = 





(4). 





On hr Le que $ fonction œ disparait quand 
on multiplie la première de ces équations par R, la 
seconde par :Q, la troisième par P, et qu’on ajoute les 
produits; car la somme, étant divisible far w, se réduit à 


AE e) + RTE) TG) (8), 


équation de condition. qui doit d’abord être satisfaite 
par la proposée, pour que celle-ci puisse devenir dif- 
férentielle exacte, au moyen d’un factéur, et qu’elle 
puisse par conséquent dériver d’ume équation primitive 
à trois variables, ou, ce qui est la même chose, être vé- 
rifiée par une fonction de deux. 

Cette dernière considération mène aussi à l'équation 
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(B), p l'application immédiate du théorème du 
n° 278; car si Pon avait Pexpression primitive de s en 
set en y,et qu’on .la substituât dans celle de ds tirée 
de l'équation. 

Pds +. Qdy + Rdz = 0, 
il en résulterait nécessairement une ones exacte 
à deux variables, et de la forme p 

ds = pds + gdy, où Z =a z. 

Mois dans le cas actuel, où 

Ps 1—=— Rp 


P, Q, R renfermant z, il faut, dans les différentiations 
indiquées, le faire varier aussi, et Eri en consér 


; r dz 
quence p et q à la place de a t j Jy E. alors, au lieu 


dp č dg „n . 
de dde, il mendia; 


ou i | 
ra rase (© 
Si l’on substitue — F’ D$, à la pue 3 de p et. de g, 
on aura, at D. TnS 
dR A d- 

| c’est-à-dire “es (B) Ps n° WN 

Pendant long-temps on a appelé équations absurdes, 
et l’on regardait comme insignifianteės, celles qui ne sa- 
tisfaisaient pas à Péquation (B); mais Monge a fait voir 
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que toutes les équations différentielles à trôis variables 
avaient une signification réelle ; et, que tandis quë telles 
dont l'intégrale était exprimée. pdr:.une- seule équation 
entre les trois variables, appartenaient à deb. gurfaces 
courbes, chacune des antres repréænitait une infinité de 
courbes à double. courbure, jouissant d’une: prapriété 
commune. Je m'occuperai d’abard des premières. 

340. Quand lé équation (B) est satisfaite, deux quel- 
conques deg équations (4) suffisént pour déterminer le 
facteur #, et l’on va voir que l'intégration dé la propesée 
se ramène à celle des équations à deux variables. 

Pour cela, soit Z le facteur qui rënd ne dos la 


différentielle 
| ' Pds+ Qdy,. $ 
Lis Pon y regarde z comme constant; en posant 
— J@Ps+aQN=T, 
on aura pour l'intégrale cherchée 
U 4- Z =0, e 


où Z désigne uhe fonttion dé z seul. Si maintenant 
- on différentie cèlte intégrale, eri y faisant tout varier, et 
en observant que i 


dg ` e 
rr anp, y mO 


. on auta d'équatiof  ‘ ~- : 
#Pås + nQdy + m =o, 
dent là comparäiien. avec Ta propòse donntra 


{ 
‘dU . dZ 
«Qu... p NS 7 
AZ. : dU 
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mais, pour que la détermiwation de Z puisse avoir 
lieu suivant lhypothèse établie, il’ faudta que le 
second membre de cette dernière équation se réduise 
À une fonction de z et de'Z j aù moins après éu’on en 
aura chassé y, par sa valeur” prise dans l'équation 
U -+ Z =o : considérant, donc alors y comme une 
fonction de x et de Z, on aura l'équation de con- 
dition 


d TC) ça) 


NT ne dy 
ou, en ae UE | 
dR Rs XU F 

RÝ E- dy =o, 
ET a +(e ar” day de 
Or, PE différentielle propostes étant mise. QBI 
la forme l 
; "+ er: "D RUE Fa i f 
| i. DT 0 ; i | R du, t 3o dsye 
donne a a E is rt va, = 
dy, P [RE LEE 
de OTO 
| nn: A aussi ne re E so ft ET 0 09 


TET US 
‘3, To gum i= LHC vost 


d U _ ” À 
…. Ayda ~ SER iQ + (Es dz’ 


de plas,:lè Has ss. rendait exacte la dientiaie | 
Pd + HQdy, satisfait à l'équation 


t 
. 
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du d dQ\ | 
Par Cats D-E == 0 (290); 


et si l'ogtire de cette dernière, la valeur de pour 
la substituer, avec celles de 
dU tU 54 
” dxdz” dydż * 
dans l’équation de condition trauvée plus haut, le ré- 
saltat , étant réduit avec soin , sera précisément l’équa- 
tion (B): ainsi quand elle est vérifiée, l'intégration de 


Péquation différentielle proposée à trois variables, ne 
dépend que de celle des équations à deux variables. 


341. Lorsque les différentielles dx, dy et ds montent 
au-delà du’ premier degré dans l'équation proposée, 
elle ne peut s'intégrer par ce qui précède, que quand 
elle satisfait à une nouvelle condition que je vais faire 
connaitre sur lPéquation 


Pda" Qdy®+Rds*+-28drdy-+a Tåzds-+27dyds =o. 


Pour quelle puisse résulter d'une équation primitive 
u==c, il faut, avant tout, qu’elle se ramène à la 
forme 


P'ds + Q'dy + Rds=0 (380). 


ou, ce qui est la même chose, qu’en la résolvant 
par rapport à l’une des différentielles dx , dy , ds, les 
deux autres sortent des radicaux : or, c'est ce qui 
n'arrive pas je asie à carona 


| ds — K L Tds — Vdy 
+V (P-P Rj (TP RS dedy+(7-QRdy }, 


et si la quantité qui est sous le radical, n’est pas un 
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quarré varfait, ou du moins si l’on n’a pas 
(TP — RS} =(T* —PR) (F*— QR), . 
les différentielles dz et dy resteront engagées sous ce ra- 
dical. En géñéral, quel que soit le degré de l'équation 
proposée, par rapport à ds, dx, dy, il faut qu ‘étant 


ordonnée suivant les puimances de dz, elle puisse se 
décomposer en facteurs de la forme 


dz — pdx — gdy = 0. 


Des équations différentielles totales qui ne 
satisfont pas aux conditions d’intégrabilité. 


342. Pai fait voir, dans le n° 339, qu’une équation 
différentielle du premier ordre à trois variables, de 
la forme Pds + Qdy +- Rdz —0, ne pouvait être sa- 
tisfaite par une fonction de deux variables, qu ’autant 
e l S 


d 
PIR HR OT tE RET” 
était identique par elle-mème; mais en établissant une 
dépendance quelconque entre x, y, z, on changera 
l'équation proposée , dans une autre qui ne contiendra 
plus que deux de ces variables, et déterminera par con- 
séquent l’une de celles-ci en fonction de Pautre. 
Si Pon avait, par exemple, l'équation 


ds n: xds + ydy 
z — c a (s—a) -+ y (y — b)’. 


qui ae. peut remplir la epndition énoncée ci-dessus , tant 
que a et-b ne sont pas nuls, et qu’on y fit y = ẹọ (x), 
ọ désignant une fonction quelconque, elle se > change- 
rait en 
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_de _ [hote (s)ldr 
ac. s(s—a)+p(cotx)—b]’ 
et donnerait autant de relations différentes entre z et x, 
que l’on assignerait de formes particulières à la fonc- 
tion @. > — 
Eu premant p(x) —x, on aurait 
dz 2%. 2k% 


Coume mme nn ER 


g—c  x(x—a)+ax(x —b) 
d'où. Pon tirerait z —c== C (2 —a— b), C étant une 
constante arbitraire ; et la proposée serait satisfaite par 

le système des équations 
| y = } 
a cm C (2s = a — b) f` 








Newton, dans son Traité des Fluxions (*), avait déjà 
indiqué cette manière de résoudre Îles équations difé- 
rentielles qui contenaient plusde deux variables; mais 
ellea l'inconvénient d'exiger une intégration pour chaque 
résultat qu’on veut obtenir; et Monge a remarqué, 
en 1784, qu’on pouvait, par l'introduction d’une fonc- 
tion arbitraire, parvenir à un système général d’équa- 
tions qui en donnäât une infinité de particuliers, sa- 
tisfaisant tous à la proposée. 

343. Le procédé que l’on doit suivre pour intégrer 
l'équation L 
Pdx+ Qdy + Rdz = 0, 
par une seule équation primitive, lorsque la chose est 
possible (340), conduit aussi à la solution la plus générale 
que Fon puisse obtenir pour cette équation , dans le cas 
contraire. En effet, si on Pimtègre d’abord, en regar- 





(*) Newtoni Opuscula, 1. I, p.83, édition de 1744. 
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dant une des variables qu’elle renferme comme coné- 
tante, z, par exemple, que l’on représente par U=C,, 
Péquation primitive qui répond à Pdx + Qdy =o, 
que lon différentie cette équation primitive, en fai- 
sant varier à la fois x,y,z et C,et que l'an compare 
le résultat à la proposée, on arrivera à l'équation 

dC _daU 

ds — dz ? , 
# étant le factġur qui rend Pds + Qdy une différen- 
tielle exacte. A la vérité, le second membre ne se 
rédüira plus à ùne fonction de z seul, comme cela arrive 
dans le cas où la condition d'intégrabilité est remplie, 
et. ne pourra donner C, comme l'exige cette condi- 
tion ; mais il est évident qu'en supposant toujours que C. 
soit une fonction de z, l'équation proposée sera satis- 
faite par léquation primitive U =C, si lon a er 
même temps 


i 


faisant done € —@(z), le système des équations 


w U = ọ (z) 
LAO 


satisfera à lą proposée, quelle que soit la forme de. la 
fonction @, et pourra se particulariser d’une infinité 
de manières , en prenant ọ arbitrairement. ` 
En appliquant ceci à Péquation 
| ds _ adx + ydy’ 
s— é s(x —a) +y ly — b)’ | 

que j'ai prise pour exemple dans le n° précédent, ọn 
aura T > s 
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sds + ydy a o 
Pist oy = a+ O0 ST 
“et faisant | 
u= s(x —a)+ y(y— b), 
on trouvera U == s*-}- 7° : on obtiendra par conséquent 
les équations 
aa À 


Intégration des Giao différentielles par- 
tielles du premier ordre. 


344: Je vais passer au troisième cas de la recherche 
des fonctions de deux ou d’un plus grand nombre de 
variables. Dans ce cas, on n’a pour déterminer la fonc- 
tion inconnue que quelques-uns de ses coefficiens dif- 
férentiels d’un certain ordre, ou une seule équation 
entre eux. Il constitue ce que l’on appelle Calcul inté- 
gral aux différences partielles , et qu’on devrait nom- 
mer, d’après les remarques du n° 43, Calcul intégral 
aux différentielles partielles ; car, les coefficiens dif- 
férentiels, considérés isolément, ne font connaitre 
que les différentielles partielles, et non pas les diffé- 
rences qui sont l’objet d’un calcul à part, qu’on trouvera 
dans l Appendice qui termine cet ouvrage. Le coefficient 


différentiel de , étant multiplié par dx*dy*, devient 
d”"+23 


ds"dy* 
par rapport à x, de Ja différentielle ni" de s, par 
rapport à y, et vice versé. 


= ds"dy", et exprime alors la différentielle m°%*°, 


345. Les équations différentielles partielles les plus 
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simples sont celles qui ne renferment qu’un seul coef- 
ficient différentiel exprimé par les variables indépen- 
dantes : telles sont celles du 2° et du 3° ordre qui ont 
été traitées dans les n® 271, 277. Au premier ordre, 


.\$ dz | . i 
si Pon a a = À R ne contenant point £, on mul- 


tipliera par dx, pour obtenir À Ge — Re >‘ ou 


ds = Rdx; et en intégrant par opt à x seulement, 
il viendra 


' e 
e 


z= [Rds + C. 


Dans ce résultat, C n’indique pas une simple constante 
arbitraire, mais une fonction absolument indéterminée, 


de toutes les variables autres que x, que pourrait con's 


tenir la fonction z. Si, par exemple, z dépendait en 
même temps de x et de y, on aurait 3 —/fRdx-lg(y), 
en désignant par @ une fonction arbitraire composée 
d’une manière quelconque de la variable y mélée avec 
des constantes. En général, pour un nombre quelconque 
de variables indépendantes s, t, u, x, y, etc., l’inté- 


grale d&T = R , sera s—=/Rdx+@(s,t,u, y, etc), 


parce qu’il est évident que la fonction @(s, 4, u, y, etc.), 
quelle qu’elle soit , ne variant point quand x varie, on 


| z 
a toujours — = R: 


dx | | i 
Lorsque = entre dans R, l'équation 
dz dz- — 
go Ro, ou J; dx — Rds = 0, 


tombe alors dans le cas général des équations diffé- 
rentielles à deux variables z et x; si on peut linté- 


Cale. intégr. . 32 


4 
-4.0 
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grer par quelqu'une des méthodes précédentes, et que 
Pon désigne son intégrale par = const. , on aura 


V = ẹọ(5, t, u, Y, etc.) 


pour l'équation primitive de laquelle dépend la fonc- 
tion z. En effet, si l’on différentie cette équation en ne 
faisant varier que + et. z, le résultat sera de la forme 


Pds + Qds = 0, 
dz 


P 


et tel que -$= R ,.œæ qui donne 


346. Si, pour abréger, on pose 
E du=pdr+gdy (1), 
Pp+ Q =R (à), 


dans laquelle P, Q, R contiennent à la fois, x, y 
et z, est la plus générale qu'il soit possible d’avoir entre 
les coefficiens différentiels du premier ordre p et q, 
lorsqu'ils ne passent ‘pas le premier degré. En prenant 
la valeur de p dans cette équation, pour la substituer 
dans (1), la question sera ramenée à intégrer léquation 


Pda Rds = g(Påy ~- Qda) (3), 


‘où le coefficient g est encore indéterminé. Il se pré- 
sente ici deux cas : 1°. la composition de P, Q et R, 
peut être telle, que la fonction Pdz — Rdx ne renferme 
que les variables z et x dont elle contient les différen- 
tielles, tandis que la fonction Pdy — Qdx ne renferme 
que x et y; 2°. l’une ou Pautre de ces ‘fanetions, ou 
même toutes deux, peuvent renfermer les trois va- 
riables x, y et z. | 

Dans le premiér cas, il existe un facteur # qui 


l'équation 


` 
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rend Pdÿy — Qdx différentielle exacte (289), et un ` 
facteur w qui opère la même chose sur Pdz — Rds ; 
en désignant ces différentielles par dM et dV, on a 


Pdy — Qds= -dM, Pds — Rs == an, 


et léquation (3) devient dN =a dM , qui ne peut 





/ 
‘être intégrable à moins que m ne soit une fonction 


quelcongue de M. On posera donc = g (M), d'où 


dN=p'(M)dM, et en intégrant, il viendra N=ọ (M), | | 
résultat dans lequel ® désigne toujours uhe fonction 
arbitraire, ce qui s'accorde avec ce qu’on a vu sur la 
formation des équations différentielles partielles (140). 

Pour donner un exemple de ce cas, je prends Péqua- 
tion - | 
| ps + gy = nz; 
on en tire 

P =s, Q= y, R=nz, 

Påy — Qdx = sdy — yds, 

Pds — Rds = xdz = nzds; 
on tronye par l'intégration des équations 


«dy — ydx =o, xdz— nzds = 0, 
| Ti | 1 
. que les facteurs Peel w sont. jobs PL -=F ’. 


et que par conséquent M=* 2: N= ET : il s'ensuit donc 


Pr 


c'est-à-dire , que z est une fonction homogène en x 
et y, du degré n. En eflet, l'équation pa gy =n: 
32.. 
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. west autre chose que le théorème des fonctions homo- 
gènes donné n° 292, et dont ce qui ‘précède fournit 
encore une démonstration: pour le cas de deux va- 
riables. 


347. Quand les variables x, y et z sont mêlées in- 
distinctement dans les fonctions Pdy—Qdx, Pdz—Rds, 
À n’est plus possible de rendre ces fonctions intégrables, 
chacune en particulier , par le moyen de facteurs, parce 
qu’on ne saurait intégrer isolément les équations 

. Pdy — Qdx = 0, Pdz— Rdz =; 
car il faut bien remarquer que z ne doit pas être supposé 
constant dans la première, ni y dans la seconde; mais 
on peut encore transformer l’équation (3) en une autre 
qui soit une différentielle exacte de la forme... 


dN—e(M)dM , pourvu qu’on regarde les fonctions 
M et N comme contenant à la fois les trois variables 


X, Y, Z 
Dans cet état de choses, l’équation 


IN=e (MM, 


vw 





r 


se a en 
IN 
E Naet TIHI: d:=¢ vanae + a), 


' qui F4 s’accorder avec l’équation (3). Tirant de lune 
et de Pautre la valeur de ds, et égalant les -coefficiens 
des différentielles z et dx (339), on trouve 
aN 7 M) D | m4 
__ dy A AE z 
TAN MP IN — I 
dz PM) T ds Fy .dz =P (H) 


La première de ces équations laisse arbitraire la 


4 | | | 
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fonction ¢' (M), puisque g est indéterminé ; mais en le 
chassant de la seconde équation, on change “celle-ci en 


di * 
GT LS A BC ODT 
aN | e 
A 
et comme ily a y deux a inconnues M et N, on 
pourra partager cette dernière équation en deux autres, 
en égalant séparément à zéro la partie qui est multi- 
pliée par ọ M On aura de cette manière 
OdM ; RdM 
e tSS dy toppe? 
dN dN | RAN _ 
dx P dy P ds 
or, d'aprés ce qu’ona vu dans le n° 321, les équations 
ci-dessus établissent que M =a, N = b sont les inté- 
grales du système d'équations différentielles 


HUE 


dy pa, d5 dx = o0,, 


qui revient à 
. Pdy— Qdx = 0, Pdz— Rds — 0 OR 
' čest donc à Pintégration de ce système que se réduit: 
ici la détermination des fonctions M et N: 
Prenons pour exemple léquation 
xp + 37 =— J, 
on en tire d'abord 
xdy — zdz = 0, xd2+ yds =o (4); 
équations dont aucune n’est intégrable en particulier ; 
mais, comme l’a remarqué Monge, il n’est pas néces- 
‘saire de descendre jusqu’au second ordre pour en dé- 
duire des différentielles exactes : il suffit d'éliminer dx, 


{ 


vis 


À 
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cè qui donne | 
ydy + zdz=0o et y* += a. 
Prenant dans cette dernière la valeur de y, où change 
la deuxième des équations (4) en 


xds pdr a— =o, ou E pime, 








dont Pintégrale est 
are (sin = )+ls = lb; 
-V 


remettant póur a ša valeur, et-passant aux nombres, 
on obtient 





u(n) 
2 a 
e v. ART s= b, 


doù Pon conclut 





are( sin a———) Y 
Fa 
eO VERY smt), 
pour l'intégrale de l'équation différentielle partielle 
proposée. 


348. On fâcilite beaucoup, dans un grand nombre 
de cas, l'intégration des équations différentielles par- 
tielles du premier ordre, à trois variables, en les par- 
tageant en deux autres > par introduction d’une quan- 
tité indéterminée, ainsi qu'on va le voir dans Pexemple 
suivant. 

Soit léquation f(p, x)= F ( y); si Pon fait 
f (Ps x)= #, on aura en même temps F (q , y) = v, et 
lop gn tirera les équations 


p = f {aw x), qg =F, (%, y), 
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, F, et F, étant des fonctions déduites de celles que dé- 
signent f et F. L'équation dz =pds + gdy „deviendra 


. dz = dxf (w, x) + dyF (#, y); 
mais si l’on représente les intégrales 
Sàxf(w, x), SaF Ko, y); 
prises en n'ayant égard qu'aux variables x et y, par 


Pet Q, ces dernières quantités étant aussi des fonc- 
tions de ø, il viendra 


Han D dem dP— de, 


dyF, TA —aQ— a, 


et par conséquent 


de = dP + dQ — ACTE 


Cette dernière équation ne Ma devenir différéntialle 
exacte, que par la supposition de 


d’où il suit 
e et =) de = ọ (w): 


on aura donc | 
| Py S dP d 
+0)= P+Q = + TS, 


équations entre lesquelles il faudra éliminer ~, lorsque 
la fonction arbitraire @{+) sera déterminée. 
" A suffit souvent de substituer dans l'équation. 


dz = pdx + gdy, | 


i 


& 
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la vateur de p ou de g, tirée immédiatement de la pro- 
posée, et d'intégrer ensuite par parties. Lorsqu'on ə, 
par exemple, p= f(q) (161), il vient 


dz = def(g) + gdy ; 


on trouve 


s = xf(g) + qy — [xl (a) + y] dg; 
et comme l'intégration indiquée ne peut s'effectuer qu'en 
posant xf (g) + y = (q), il en résulte 


z +D =N PO = EH y () 





(*) Monge a lié, par des considérations très ingénienses , l’inté- 
gration des équations différentielles partielles avec la génération des 
surfaces. { Voyez sa Géométrie analytique.) L'’analogie des deux 
sujets se montre aussi par les formes d’intégrales sur lesquelles nous 
sommes tombés dans ce qui précède. L’éqnation N= ẹ(M) (347) se 
rapporte au mode de génération indiqué dans le n° 141; M=a, 
N = ẹ(a) = b, sont les équations des lignes dont se composent les 
surfaces correspondantes à équation différentielle partielle proposée, 
et qui se succèdent suivant la lai exprimée par la forme de la fonce 
tion €. 

La seconde forme d’intégrule obtenue dans le n° précédent , re 

nd au mode assigné dans le n°. 162, pour la génération des sar- 
hs développables, auxquelles se rapporte le second exemple. 
p = f(q). L'intégrale étant alors exprimée par deux équations de a 
forme ) 


V= o, 


da T 

représente les intersections successives d’une saite de surfaces tirées 
de l’équation #”—0o, par la variation de la quantité œ, et appar- 
tient par conséquent à la limite de toutes ces intersections : cette 
limite est donc formée de lignes dont la nature est donnée par les 
deux équations qui composent l'intégrale, lorsqu’on a particularisé 
la fonction arbitraire. Monge nomme ces lignes caractéristiques, 
et appelle surfaces enveloppes, celles qui résultent du système 
d’équations considéré en dernier lieu, : 
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De l'intégration des équations différentielles 
partielles des ordres supérieurs au premier. 


349. Au second ordre, les coefficiens différentiels 
sont au nombre de trois pour une fonction de deux va- 
riables , et une équation différentielle partielle du même 
ordre exprime en général unerelation entre les variables 
indépendantes, la fonction cherchée et ses coefficiens 
différentiels, tant du second ordre que du premier. 
Dans un ordre quelconque, cette relation peut embras- 
ser, avec les variables, tous les coefficiens différentiels 
depuis le. premier ordre jusqu’à celui de équation in- 
clusivement. J’en rapporterai d’abord quelques-unes qui 
s’abaissent à des ordres inférieurs. | 

1°, Toute équation à trois variables qui est de la 
forme 

d'z q+ 2 dtig ~ d'+"z B 
is » Jr Jy? dady™ dx‘dy"” `’ ap) Du 
s'abaisse sur-le-champ, de l’ordre m+n à Pordre m, 





| Z 
en faisant ~—— == v , parce qu’elle se change en 


dy” 
f { du d'r- Te} 


Er Yr P Ja? de" "du 


On y doit supposer alors y constant, puisque tous les 
'coefficiens différentiels de v qui s’y trouvent sont relatifs 
à x, et elle peut par conséquent se traiter comme 
n'étant qu'entre les deux variables x et v; mais il 
est évident que pour donnner à l’expression de y toute 
la généralité dont elle est susceptible, il sera néces- 
saire de remplacer les m constantes arbitraires qu’elle 
doit renfermer , par autant de fonctions arbitraires de la 
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variable y; prise d’abord pour constante. aran obtenu 


D 
dans laquelle on doit alors regarder x comme cons- 
tant, et qui, devenant par là une équation de P ordre 
n entre deux variables seulement, pourra se traiter ainsi 
que les équations de ce genre, en observant néanmoins 
de changer en fonctions arbitraires de x, les n constantes 
arbitraires introduites par cette nouvelle intégration. 


v, on remonte à g, par le moyen de léquation 


2°. Les équations de la forme : Š 
f x 2 ds ds T5) = 0 

> Ja ir dx” de) 

(=, y, s $, i ES 

2? Yo #3 dy’ dy?’ e... dy“ == 9j 


peuvent toujours être traitées immédiatement , comme 
s'il wy entrait que deux variables, savoir, x et z dans 
la première, y et z dans la seconde; et après lintégra- 
tion, on substituera aux constantes, dans l’une, des 
fonctions de y , et dans l’autre, des fonctions de s. 
Les sé du second ordre, 
| dz 


Spt? LEO 5t’ S a 7 e 


r 


dans lesquelles P et Q ne contiennent que x el y, 


se rapportent à la première forme. En faisant = = 


la première devient T +Pe= Q, équation du premier 


degré et du premier ordre, par rapport aux variables x 
et y, et dont l'intégrale est | 


v == eS PAN fef PA Qdy +C) (285). 
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PE - ds 
Si Pon met pour v sa valeur Ja €t qu'on change C en 


p(x), on aura 


d: — eS Pdrt feJ Pàr Qiy + e(x)]; 


en intégrant cette fois, par rapport à zetà + seuls, on 
trouvera 


a = [dre S PrI fef PO Qay + @(s)] + Wa) : 


en traitant de même la seconde équation , on arriverait à 


3 = fdye— SPA fes Pdz Qdx + en] + Ya). 
Lorsqu'on aura P =o, les résultats ci-dessus se ré- , 
duiront à 
2 = fdxfQdÿ + Jdse(s) + Hy), 
dans un cas, et dans l’autre à 
a= fdyfQdx + Jdye(y) + Wa); 
mhais comme la fonction @ est arbitraire, on écrité 
simplement 
s = fdxfQdy + e(x) + Jo 
a= fdyfQds + e() + LG). 
J’observerai que ces derniers cas ne dépendent que de 
Pintégration des fonctions d’une seule variable , et ont 
été traités sous ce point de vue, dans le n° 271. 


On a des exemples de la seconde forme générale 
dans les deux équations ; 


la premièrė doit être traitée comme une équation du 
second ordre, entre les variables x et z; les cons- 


TT 


~ 
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à 


tantes arbitraires dues à son intégration seront deg 
fonctions de y : on opérera de la même manière sur la 
deuxième, par rapport aux variables y et z, et on chan- 
gera les constantes arbitraires en fonctions de x. Pour 
ne donner que le cas le plus simple, je réduirai les 
équations proposées à | 

3 2 

=g, =E 

sY 
et je supposerai que Q ne contienne que x et y; les 
formules du n° 241 donneront immédiatement 


z = fdxfQdx + Cx+ C’, z= fdyfQRdy + Cy +C, 
d’où l’on conclura | 


s—fdxf Qdx+x9(y)+4 (9), z=fdyfQdy +y Ha). 

350. Dans le second ordre, je considérerai seulement 

les équations où tous les coefficiens différentiels de 

cet ordre ne sont qu’ au premier degré; et pour simpli- 

fier les calculs, je ferai usage des dénominations suis 
vadtes : 


ds —pdx + gdy, 
dp =rdx -+ sdy, ETE 
d's = dpdx + dgdy = rdx* + 2sdxdy + 4dy°, 
déjà employées dans le n° 144. 
L'équation différentielle partielle du second ordre et 
à trois variables, considérée dans le cas général, 
ne peut donner que -l'expression de l’un des coeff- 
ciens r, s, 6, en fonction des deux autres et des quan- 
tités p,q, x, Y, Z, ce qui ne suffit pas pour déterminer 
les différentielles dp et dg. On peut aussi, au moyen 
de ces différentielles, éliminer de équation proposée , 
deux des trois coefficiens r, s, t, et le résultat sera la 
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velaton que cette équation suppose entre dp et dg: 
c'est ce procédé que Monge a suivi. 
. Je l'appliquerai à l'équation 
Rr + Ss + Ti= PF, 
où je supposerai que les quantités R, S, T et Y 
renferment, d’une manière quelconque, x, y, z, p 
et q. En y substituant les valeurs de r et de t, tirées 
des équations 
dp = rdx + sdy, dg =sdx + tidy, 
et qui sont 5 
dp — sdy dg — sdx 
pm, i, 
dx dy 
on trouve | 


Rdpdy + Tdgdx— Vdædy ==s(Rdy°— Sdxdy + Tdzx*), 


équation dont il semble qu’il faudrait intégrer sépa- 
rément les deux membres, à cause du coefficient diffé- 
rentiel indéterminé s, qui multiplie le second; mais 
ici, comme dans le n° 347, il suffit de parvenir à deux 
équations primitives M —agN= b, qui satisfassent en 
même temps aux équations 


T + Tdgdx — Fe Jxdy =0, 
dy? — Sdxdy + Tdr =o; 


l'intégrale de la proposée sera encore N= ẹ(M). 

Pour le démontrer, je transforme d’abord, les équa- 
tions préçédentes en d’autres où les différentielles ne : 
montent quau premier degré, et pour cela je fais 
dy = mdx. La seconde de ces équations devenant, après 
la substitution, | 


Rm’ OE 9 di o TE A), 


+ 
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détermine la quantité m; mettant ensuite pour dy sa 
valeur dans Rdpdy + Tdgdx — Y dxsdy == 0 , on aura 
pour chacune des valeurs dont m est susceptible ; un 
système d'équations de la forme 


| (1) 
Rmdp -+ Tdg — Fmds = o | 


{ 


auquel il faudra joindre l’équation 
dz = pdx + gdy, 
qui exprime la relation qu’ont avec la fonction z, les 
coefficiens p et g. i 
Cela posé, si les équations M =a, Næb satisfont 
aux équations (1), et dans leurs différentielles 


aM dM 
CE a dr M azp $M d pH i=, 


R IN 
Tauto d+T SEE PE y LE; 


on mette au lieu de ds sa valeur pds + qdy, et an 
lieu de dy et de dg, celles que donnent les équi- 
tions via les rèsultantes® 


a Fm aM 


otag dy + Ge am) T Pa 
| dM _RmdM\ o L, 
d T dg p= 
an | | AN, PmdM 


D ++) TE ji DE CS T dg dx 
dN Rm AN 
+ T g) P= 


devront être identiques , chacune en particulier, et se 
partager par conséquent dans les suivantes : 


T i 


J 
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dM dM , FmdM 
Her M + Cp + qm) LE + Tag ” 
dM Rm IM 5 | 
dd T d "3 
daN daN dN  FmdW\ 
dd Fr E5 (p +m) —— trg” | 
* daN __Rm dN _ n ; 
dp: T dg 
L’équation N = ọ(M) étant différentiée, donne 
dN=e(M)dM, 
ou 
daN 


dr de+ dy Mine P T dat F dE 2 ETERA a 
1M 
p) f E at LE ds et Mapp Mag), 


si Pon substitue, xA cette S , les valeurs de 
*. aM ÀM AN aN 
| dx” dp? dx” dp’ 
prises dans les quatre précédentes, et qu’on change dz 
en pdx + sé on obtiendra 


T Spas a. (dy — mdx) 


ta -7 > (Rmàp + Tdg — Vmdx) = 


, d 
? as, RTE (dy — mdz) 
: 1 = 
+7 a Amp + Tdg —Pmis}}, 


ee qui revient à 
Rmdp + Tdg — Pmdx = a (dy — mds), 


( 
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| en faisant 
aN daN , dM dM 
no ne Gta) 
Le 1 /dN A dM 
T g mg) 


Si Pon remet rdx+sdy et sdx + tdy, pour dp et dg; 
et que l’on égale à zéro ce qui multiplie chacune des 
différentielles indépendantes dx et dy, on obtiendra 


Rmr + Ts —Vm = — em, Rms +- Ti=; 


puis en tirant de ces équations les valeurs des coeffi- 
ciens différentiels r et £, pour les substituer dans la 
proposée, elle deviendra , après les réductions, 


| s (Rm* — Sm +- T)=0, 


et, en vertu de l'équation (4), elle sera satisfaite in- 
dépendamment des quantités æ et s. p 

Le théorème démontré ci-dessus , ainsi que ses ana- 
Jogues dans les ordres supérieurs, n’a pas la même 
généralité que celui du n° 347; car il faut bien re- 
marquer que les équations (1) peuvent renfermer à la 
fois les cinq variables x, y, s, p et g, et qu'en y 
joignant même Péquation ds = pdx + gdy, on ne 
saurait parvenir, par l'élimination, qu'à une résul- 
tante contenant trois variables , laquelle par conséquent 
ne pourrait dériver d’une seule équation primitive, 
que sous certaines conditions (339). On se tromperait 
néanmoins si l’on concluait de là que quand lés con- 
ditions dont on vient de parler ne sont pas remplies, 
Péquationi différentielle partielle proposée ne peut elle- 
mêmedériver d’une seule équation primitive; mais pour 
parvenir à son intégrale, ii faut avoir recours à d’autres 
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procédés , et le plus souvent on n'arrive qu’à un dévelop- 
pement en série, comme on le verra plus loin (352, 353). 


351. Soit, pour exemple, l'équation 
Ar + Bs + Ct=F, 
dans laquelle 4, B et C sont constans, et J est une 
fonction de x et de y. L’équation (4) devient pour 
ce cas Am’ — Bm + C—0; ses racines, que je dési» 
gnerai par m et m”, étant constantes, fournissent deux 
systèmes d'équations (1) qui donnent, par l'intégration, 
| y—mx=a | 
Amp + Cq — mfVdx =b j? 
y—m'x=«# } 
Am'p+ Cq = m'fVdx = b" f? 
et où l'intégrale /Fdx ne dépend que d’uneseule variable 
parce qu’on peut chasser y de X, au moyen de sa 
valeur prise dans la première équation de chaque sys- 
tème : on a donc en même temps les deux intégrales 
premières de la proposée, 


Am p+ Cg — m [Vdr = gly — m 3), 
Amp +- Cg — m" [Vàx = Yy — m"x); 
et en intégrant l’une quelconque de ces équations, on 


arrive à l'intégrale seconde, 
Si l’on prend la première, par exemple, elle donne 


C I | j 
P=— Am 1 + a + oly — mx) P 
on peut; pour simplier, mettre #7” au lieu de -5 j 
puisquen vertu de l'équation (4), m'm” = S; et en 
Calc. intégr. | 33 








514 ' TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 
dr dans dz = pds + gdy, on trouvera 


ds — — E y dx — dxp(y— m'x) = g(dy — m'dx): 
les équations à ee (347) seront donc 
dy—m'dx—=0, dz —Ÿ 1785 — 8597 —m' x) = 0. 


On tire de Pune , y—m"x =a’, ce qui change l'autre 


en 


da À fàs —dspla' + (m — m'}x] = 0; 


mais le dernier terme de cette équation peut être 
mis sous la forme 
(m"— m')dxç'[a + (m"— m'}x], 

parce que la fonction @ est arbitraire; et lon voit 
flors que l'intégrale de ce terme est g[a"+(m"—m'}s], 
ọ désignant une nouvelle fonction arbitraire dépen- 
dante de 9’. Par ce moyen, l'équation précédente #in- 
tégre et donne 


z- — = Sas as — lym s) =b, 


lorsqu'on remet pour a sa valeur. Il faut bien re- 
marquer que pour obtenir fdx/Vdx, on doit intégrer 
une première fois par rapport à x, en substituant au 
lieu de y sa valeur, tirée de l'équation y — m s =a, 
comme il a été dit plus haut; mais lorsqu'on sera par- 
venu au résultat, on remettra au lieu de a sa valeur 
y— mx, ct avant d'effectuer la seconde intégration, 
on changera y en d + m'x, ainsi que l'exige l’équa- 
tion y—m"x— a", trouvée en dernier lieu. En gé- 
néral, quand on aura plusieurs de ces intégrations 
successives à effectuer, on ne pourra jamais employer 
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à leur simplification que les équations qui doivent avoir 
lieu en même temps. Avec ces attentions, Pintégrale ` 
seconde de l’équation proposée , Ar + Bs + Ci=F, 


sera 
z — > fda [Vda = (y m'a) + (y me), 
Si Pon avait A=1, B=o, C=—c et V =0, ce 
qui changerait l'équation proposéé en 
r—c't=0, vu a = 6> (*) 
l'intégrale deviendrait 
s = @ (y — cx) + Ÿ (+ cr): 


352. Non-seulement la méthode précédenté nemə 
brasse pas tous lës cas de l'équation du premier degré 
et du second ordre 


Ar Bs + Ci + DpH Ëq +F:= U; 


lors même qu’on y suppose constans lės coefficiens du 
premier membre , -mais elle échoue sur l'équation très 
simple 


d’z dz 
r=q, où da — dy’ 


qu’elle fait dépendre de l'intégration des équations si: 
multanées > 
dy =06, dp—qgdr=0 (350); 


car, la seconde, qui renferme trois variables, p, g et 
x, ne saurait devenir une différentielle exacte (339). 
Jl ne faut pourtant pas conclure de là que l’équation 





(*) Cette équation est celle des cordes vibrantes. 


33.4 





» 
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différentielle partielle proposée ne puisse pas être in- 
tégrée, et même d’une manière très générale. Si d’abord 
Pon y fait s = 4e™=+"y, les lettres 4, m et n désignant 
des constantes indéterminées, le coefficient À et l’expo- 
pentielle disparaitront , et il ne restera que l'équation 
à deux inconnues | 
° m? = 71 j 

à laquelle on pourra satisfaire d’une infinité de ma- 
” nières. Si Pon se donne "=, on en déduira expression 
g = AMC, 


qui vérifie l'équation proposée, quelles que soient les 
valeurs de À et de m: si donc on prend pour ces quan- 
tités une suite infinie de valeurs 

A, Mis As, Ma » A3, m3 , etc., 
on trouvera autant d'expressions, dont la somme sa- 
tisfera encore à la proposée (309) , en sorte qu’on aura 

g — AeME HMS D A mr tm y 

+ Aer HMS + etc., 

série à laquelle on pourra donner autant de termes 


qu’on voudra. 
Si l’on avait pris m pour inconnue, il en serait ré- 
sulté 


m—=+V/n et :— A= =V ntar, 
d’où Pon aurait pu déduire pour s deux séries diffé- 
rentes en apparence , savoir, 
£ = A Vitnr + 4e Vaitmy ete. 
s = Ae Vn+ny + A, e7 Vanny -}- etcs; 


mais ces résultats ne sont pas plus généraux que le 


DE CALCUL INTEGRAL. ` Si 


premier, puisqu'on peut donner à m des valeurs néga- 
tives aussi bien que des valeurs positives. 


353. Laplace avait cru d’abord que l'équation 
proposée ne pouvait admettre de fonctions arbitraires 
dans son intégrale ; M. Paoli a le premier reconnu le 
contraire, lorsque cette intégrale était développée en 
série, suivant les puissances de y. En effet, si l’on 
pose 

2=P+Qy+Ry + Sy + etc., 
P,Q, R, S désignant des fonctions de x, on aura 
dz dP g 
Bd tata tete, 


E— — Q +2Ry + 39 +ete., 


d’où l’on AA 





QE ar À de Tada’ 03 


et comme rien ne détermine P , on peut le supposer 
égal à une fonction arbitraire de x: on aura ainsi 


z=) +9 (O + Ps) = + etc. 








(=), p ja% Pa) ete. 

Si Pon P Pintégrale suivant les puissances 
de x, en posant 

: z = P + Qr + Rx + Sx Letc., 
P, Q, R, S, etc. désignant alors des fonctions de y, 
les deux premiers coefliciens P, Q resteraient indé- 
terminés, et Pon pourrail par conséquent intraduire 
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dans l'expression de z, deux fonctions arbitraires, maia 
M. Poisson a montré que ce second résultat n’était pas 
plus général que le premier, et que la même circonstance 
s’offrait dans toute équation qui ne contenait pas en 
même temps les deux coefficiens différentiels de son 
ordre, pris par rapport à x seule et à y seul (*). 

354. Ce qui précède suffit pour prouver qu’on ne 
doit pas établir une analogie complète entre les fonc- 
tions arbitraires qui entrent dans les intégrales des 
équations différentielles partielles, et les constantes 
des intégrales des équations différentielles ordi- 
naires (298). Le nombre des premières n’est pas tou- 
jours égal à l’exposant de l’ordre de Féquation diffé- 
rentielle partielle proposée. 

Cette remarque peut se faire directement sur l’élimina- 
tion des fonctions arbitraires , entre les équations primi- 
tives et leurs différentielles partielles (140); car soit u—o, 
une équation contenant, avec les variables x, y, z, deux 
fonctions arbitraires @(s), Ÿ(é) des quantités s et £ don- 
nées en +, y, z; si l’on passe aux différentielles premières 
et secondes , suivant ce qui a été prescrit dans le n° 137, 
-op trouvera cing nouvelles équations, savoir , 


du _ 5 du — 
de dy = O0, 
du du d°z 


dx: = 9; drdy = 0, dy — 
et l’on aura introduit les quatre fonctions 


DFE), HO — y, 


ro po SE syo: 


(*) Foyer le Traité in-40, t. IE, p. 630. 
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on aura donc à éliminer six fonctions inconnues, c'est-à- 
dire autant qu'on a d'équations, ce qui ne pourra 
se faire que dans le cas où, par la forme particulière 


de Péquation u= 0, deux de ces fonctions disparai— 


tront en même temps. 

355. Les fonctions arbitraires qui entrent dans les 
intégrales des équations différentielles partielles, se 
déterminent , en supposant que la fonction z prenne des 
formes D artcdlieres, lorsqu'on assigne des relations 
entre les variables y et x. Voici deux exemples de 
cette détermination, dans les cas les plus simples. 

1° Si lon a 1=M( 7 ), M et F désignant des fonc- 
tions données en s, y etz, et qu'on veuille déterminer 
la fonction représentée par la caractéristique ®, de ma- 
nière qu'en posant F(x, y, z)—0o, on ait en même 
temps f(x, y, z) = 0, les caractéristiques F et f dé- 
signant des fonctions connues, on fera Y =, et l'on 
combinera les trois équations 

V =t, F(x, 7,2)—=0, [(x,y,z)=0, 
pour en tirer des valeurs de x, y et z, en #; subs- 
fituant ces valeurs dans M, qui deviendra une fonc- 
tion de #, que je désigne par 7, on aura 


1= To), où =; 


et la fonction ? sera par conséquent déterminée, si l’on 


remet dans cette dernière équation pour żet T, leur > 


valeur en x, y et z. 


2°. Soit 
1 = MF) + NAP); 
comme il y a deux fonctions à déterminer, il faut qu’il 
y ait deux conditions : on doit supposer que 


F(s, y, 3) = 0 donne f(x, y, 2) = 0, 


r 


Re a ES EENE, 
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et que F'(x, y, z) = 0 donne f'(x, y, z) =o. 

Faisant toujours X == ż, et tirant des trois équations 
KV=t, F(x, y, 2) =0, f(x; J, z) = 9, 


les valeurs de x, y, z en t, on changera M, N 
en fonctions de ż; et désignant par T’ et 8 ces fonc- 
tions, on aura 


1 = TECA + IAÀ.. (1). 
On combinera ensuite les équations 
=t, F(x,y, =0, f'(x, y, z) = 0, 
pour en déduire des valeurs de x, y, z en ż, afin de trans- 
former encore M et N en fonctions de cette ‘seule va- 


riable; et si les résultats sont représentés par 7" et #,il 
viendra 


1 = T'A + LUA... (2). 
Au moyen des équations (1) et (2) on déterminera les 
fonctions ọ et Ņ en ft, puis on remettra à la place de t 


sa valeur 7 (*). 
De la méthode des variations. 


Recherche de la variation d’une fonction quelconque. 


356. Toutes les applications du Calcul différentiel 
présentées précédemment, supposent que la dépendance 
des variables demeure constamment la même dans le 
cours de ła question; mais il y a divers genres de pro- 





(*) La détermination des fonctions arbitraires revient à faire 
jar par des courbes données , les surfaces qui représentent les 
équations proposées ; et ces courbes peavent être continues ou dis- 
continnes, ainsi que les fonctions elles-mêmes. Si les fonctions € 
et + dépendaient de quantités différentes, on ne pourrait plas proe 
séder comme ci-dessus. (F oyez le Traité in-4°, t. IJI, p. 228.) 
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blèmes pour lesquels il faut concevoir que cette dépen- 
dance change : en voici un exemple. Quand F désigne 
une fonction contenant x, y et les coefficiens différen- 
tiels de y, l'intégrale [dx est susceptible, entre les 
mêmes valeurs de x, d’une infinité de valeurs qui dé- 
pendent de la relation établie entre x et y; en sorte 
qu’on peut demander quelle est, parmi toutes les 
relations possibles, celle qui fait prendre à l’inté- 
grale /Vdx , entre les limites données, la plus grande 
ou la plus petite valeur. L'intégrale /Fdx, lorsqu’on 
ne partieularise pas la relâtion de y à x, exprimant la 
mesure d’une propriété commune à toutes les courbes, 
on demande alors pour quelle courbe cette propriété 
est un maximum ou un minimum. Il est visible que si 
CE , fig. 60, représente cette courbe, il faudra que 
pour toute autre, ys, l'intégrale [Ydy ait une valeur 
plus petite dans le premier cas, et plus grande dans 
le second. Pour satisfaire à cette condition, la pre- 
mière chose à chercher est la différence qu'un chan- 
gement quelconque dans la relation de y à x, ou dans 
la nature de la courbe qui représente"cette relation, 
produit sur l'intégrale [A dx. Ce changement exprime 


FIG. 60. 


en faisant varier y indépendamment de x; car lorsque ` 


Fon considère deux courbes CE et ys, la même abscisse 
AP répond à deux ordonnées PM et Pe, et leur 
différence My doit être distinguée des différences M’ R 
et #'p, qui ont lieu entre deux ordonnées consécutives 
prises sur la même courbe. 

_ Lagrange, qui marqua le commencement de sa car- 
rière par la découverte du Calcul des variations, en a fait 
aussi à la mécanique une application de la plus haute 
importance, dont on saisira facilement le but, si Pon ob- 
serye qu’on peut considérer les coordonnées des différens 
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points d’un corps qui se meut, soit pour comparer au 
même instant deux points de ce corps, soit pour comparer 
deux positions conséeutives du même point. Dans Pun 
de ces cas, il n’y a entre les coordonnées, de dépen- 
dance que celle qui résulte des surfaces qui terminent 
le corps; dans l’autre, les coordonnées changent sui- 
vant les conditions du mouvement établi, et avec une 
variable nouvelle qui est la mesure du temps: voilà 
donc encore deux manières de faire varier les mêmes 
quantités, qu’il est à propos de marquer par des signes 
distincts. Celle de ces manières qui succède à Pautre, 
constitue le Calcul des Variations , dont on ne peut 
embrasser les divers usages qu’en le regardant comme 
ayant pour but de différentier sous un nouveau point 
de vue , des quantités qui ont déjà été différentiées sous 
un autre : on établit ensuite dans le second mode de 
différentiation , l'hypothèse convenable à la nature des 
questions qu'on se propose de résoudre (*). 


357. C'est par la caractéristique à que Lagrange 
` désigne Ja nouvelle différentiation , et cet usage a été 
adopté. Pour ne pas sortir des limites de mon sujet, 
. je me hornerai à développer les principes de lappli- 
cation du calcul des variations aux questions géomé- 
triques. 

Dans ces questions, la caractéristique d s'emploie 
pour le passage d’un point à un autre sur la même 
courbe, et la caractéristique à est appliquée au change- 
ment de courbe: ainsi M R étant représenté par dy (60), 
Mu sera dy; et il suit de là que 


PM =y +dy, Pu= y + dy. 





(*) Voyez la Mécanique analytique, 2° édit., p. 80 du t. I. 
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En passant du point W’ au point w’, puis tirant ur pa- 
rallèle à MM’, on verra que 


w'r =K p — M R =d. Pe —d.PM 


est le changement de dy, d’une courbe à Pautre, et 
l’on aura 


Ph = Pp + pr + r= y + dy +dy + y 
= y+ dy + (y + dy); 
mais le point x’ étant consécutif au point #, sur la 
courbe ys, on aura aussi 


P'e =y + dy + d(y+ dy) =r + dy + dy + dey, 
et la comparaison de ces deux expressions donnera 
ddy = dy. | 
La mème chose peut aussi se prouver sans la consi- 
dération des courbes, en représentant par @(x) létat 
primitif de y, et par une autre fonction (x) son état 
après la variation (*). Alors dy=4{(x)—(x) sera une 


(*) Afin de donner une origine commune anx fonctions & et 4, 
Ealer , qui s’empressa d’adopter et d’éclaÿrcir le calcul des variations, 
regardait la valeur primitive de y, ou ex), comme déduite d’une 
autre fonction, contenant, avec la variable x, une nouvelle variable t, 
et se changeant en g(x) lorsque t= o. (Novi Comm. Acad. 


Petrop.,t. XVI, p. 34.) Par ce moyen, y+dy devient VaT Sr dt, 
d 
ct A étant pris dans l’hypothèse de £ — o , représente, tant qu’on 
ne particularise point la composition de y en t, une fonction ars 
bitraire de x. La valeur générale de y serait exprimée par la série 
dy dt d'y des 
THE T Fes ra 
la variable £ étant supposée égale à zéro dans y et ses coefficiens 
différentiels; et en prenant les coefliciens différentiels de cette série par 
rapport à x, on formerait toutes les quantités qu’il faut substituer 
pour obtenir l’état varié de l’intégrale f 7dx, ordonné suivant les, 


— -fe etc., 
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certaine fonction de x, et par conséquent une fonction 
de y, à cause de la liaison primitive de ces variables: 
désignant donc par + cette dernière fonction, on aura 


dy = #(7). 

D’après cette loi, et faisant pour abréger y + dy =#, 
on aura pareillement 

dy = z(y); 
d’où lon conclura ‘ 

dy — dy =") — zly) = d.x(y) = dy ; 

mais comme 

dy = y — Y, 
il viendra, en prenant les variations, 

. dy = dy — òy = z(y )— =U), 
ce qui donne encore | 
My = ddy. 
Il suit de là que dd°y = ddy = d’dy; et en conti- 

nuant ainsi, on obtiendra le théorème fondamental 

ddy = d”òy , 
en vertu duquel on peut transporter la caractéristique ò 
après la caractéristique d. j 

Pour donner plus de symétrie au calcul , ainsi que 

pour embrasser, des circonstances relatives aux limites 
des intégrales, et dont on verra plus loin quelques 
exemples, on fait varier x aussi bien que y; mais le 
théorème ci-dessus ne cesse pas d’avoir lieu pour cela, 
parce que la loi de la variation étant constante, quoi- 
re ne es 


` pnissances de dt. C’est sous cette forme que Lagrange , dans la der- 
nière édition de ses Leçons sur le Calcul des Fonctions , présente 
celui des variations, à l’égard duquel il entre dans beaucoup de dé- 
tails très intéressans. (J oyez le Traité in-4°, t. IL, page 723.) 
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que arbitraire, dx est une fonction de x, de laquelle se 
tire dx’, en y changeant xen x”: il en résulte dx —dèx, 
et pareillement 947 = dd, pour toute fonction X dé- 

pendante de x, de y et de leurs différentielles. | 


358. Il existe un théorème analogue par rapport au 
signe f. En effet, si Pon représente /U par U,, i 
viendra 

dU, = U, puis ddU, =U; 
transposant la caractéristique ô après la caractéristique 
d, et passant ensuite aux intégrales, on trouvera suc- 
cessivement | 


dðU, =U, 3U, = OU; 
puis remettant pour ŲỌ, sa valeur, on aura enfin 
SU = fOU. 


359. Cela posé, on voit que pour obtenir la varia= 
tion d’une fonction queiconque U, contenant x, y 
et leurs différentielles des ordres quelconques, il faut 
supposer que x et y se changent respectivement en 
x dx, y+dy, et regarder dx et d'y comme des 
fonctions arbitraires l’une de x, l’autre de y. En se 
bornant aux termes où les variations ne passent pas 
le premier degré, l'opération revient à différentier 
. par le procédé ordinaire la fonction U , tant par rap- 
port à + et à y, que par rapport à leurs différentielles 
considérées comme des variables distinctes, mais en 
marquant par la caractéristique d la dernière différen- 
tiation. Il est visible en effet que, dans cette hypothèse, 
les différentielles de 


| X3 KE dx, dy, etc., 
Se, dy, ddr, ddy, ete. 


sont 
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Si donc la différentielle ordinaire de U est | 


dU = Mdx + Nd°x + Pd°x + Qdfx + etc. 
. + mdy +nd'y + pdy + gdiy + etc., ` | 


il suffira d'y changer le dernier d en ò, et il viendra 


U = Mdx + Nòdx + PAd'x + Qdd'x + etc. 
+ ms y + nèdy + pA°y + gdy + etc. 
Quand la fonction U sera sous la forme dx, Y ne 
contenant alors que 
d; d 
Xy Yə =p, =g, etc., 
on aura | 
dF = Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + ete., 
et la variation de 7 sera | | 
ÒF = Mdx + Ndy + Pòp + Qdg + Rdr + etc., 


en observant que les quantités p, q,r, etc. doivent y 
être regardées comme renfermant deux variables indé- 
pendantes, x et y (n° précéd.), et que par conséquent 
on peut prendre leur variation dans deux hypothèses 
différentes, savoir, en ne faisant varier qu’une de ces 
quantités, ou en les faisant varier toutes les deux. Fopé- 
rerai ici sous ce dernier point de vue, parce que, 
comme, je lai déjà dit, il est plus général, et que 
d'ailleurs on en tire les résultats qui conviennent au pre- 
mier, en supprimant les termes relatifs à celle des va- 
riables que l’on veut traiter comme constante. En diffé- 
renfiant par la caractéristique e, les fractions 
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_dy l dxòdy—dyðdx__dðy—pdð% 
Pis Le dx* ~ dx À 
_dpl _dxddp—dpAx _ dàp—gddx 
g=3"p on trouve d= A e 
__dg p —14%%0g—dgddx _d?g— rdðx 
ds ooo de oo de  ? 


etc. ete., 


et à laide de ces formules on obtient la variation d’une 
expression quelconque, renfermant x, y et leurs diffé- 
rentielles de quelque ordre que ce soit. 


360. Lorsqu'il s’agit d'une formule intégrale fU, 
dans laquelle U est, comme ci-dessus, une fonction de 
x, y et de leurs différentielles, on a U=—/OU (358), 
et par le n° précédent, 

SU = KMòx + Nòdx + Pdd'x + Qdd’x + etc.) 

+ {nd y + nddy + pòd'y + qòd?y + etc.). 

Cette expression n’est pas réduite à la forme la plus 
simple qu’elle puisse avoir : il faut faire en sorte qu'il 
ne reste sous le signe f aucun terme contenant à la 
fois les caractéristiques d et à appliquées Pune sur 
Pautre; et c’est à quoi Pon parvient , en transposant 
d’abord la caractéristique d'après la caractéristique d, 
.et en intégrant ensuite par parties, comme on le voit 
ci-dessous, 


[Mxs =[Mès, 
CN dx —[Ndèx =Ndx —fUNdx, 


>tc. 


CP x=/fPddx=Pddx —f4Pddx —Pdÿx —dPdx +d Pòs, : 
Le fi Qd’x—= Qd'àx— fd Qd’'x=— Qd'dx- dQdèx+ fd Qd dx 


= Qd°dx—-d Qdax + d° Qes — [d Qx, 


etc. 


On aura pareillement 
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fmèy =Sfmèr, 
fnddy = fnddy = nèy —/fdndy,  : 
Spay = fpd'èy = pdèy — dpèr + fd'py, 
Ja y = fad dy = qy — dgddy + d'ydy — Sd gdy 
etc.» 
et en substituant, il viendra 
SU=(N—dP+d° Q—etc.)dx+(P—dQ-—+etc.)dds 
l : ÆH(Q—etc.)d'dx+etc 
+(n—dp+d'g—etc.)dy +(p— dg + etc.)dèr 
| | +(g—etc.)d'Ar+tetc. 
+AM—AN + Ad'P—-d'Q +etc)dx 
-+f (m — dn + d'p — dfg + etc.)2y. 

Ce résultat est composé de deux parties semblables, 
l'une produite par la variation de x, et l'autre par 
celle de y; et il est aisé de voir qu'on létendrait à 
une fonction d’un nombre quelconque de variables, 
` en y ajoutant, pour chacune, des termes pareils à ceux 
qu'a fournis la variable x ou la variable y. 


361. Lorsque l'expression SU est mise sous la forme 
fFdx, c'est-à-dire qu’il n’entre dans X que les variables 
x, y et les coefficiens différentiels de y, le calcul du 
développement de la variation parait un peu plus com- 
pliqué, mais il mène à des conséquences remar- 
quables. Il faut d’abord observer que | 


NP dx = [XV dx) = [Pddx + fdxdV, 
fPadx = Fås — Sar es; 


et que par conséquent 
Vas = Vdx + [dx — dF dx). 


La quantité dzy — Ay òx se forme en écrivant 
pour VF et dF, les valeurs rapportées dans le n° 359, 
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dx —— dJ xs = N (dsòy — dyd) -+- P (dxèp — dpèx) 
+ Q(dxdg— dgdx) etc; 


puis mettant pdx pour dy, dans te qui multiplie N, et 
la valeur de Sp (39). , dans çe qui multiplie P, on 


trouvera 

drdy —dydx = dz(ðy — nn. à 

dxdp — dpdx = diy - — pdfs — dp% ái px), 
d’où il suit 


| (2 — 4 y 


Si Pon change y en p et pen q, on obtiendra de même 
dxd p — dpox 
deg — dès (EE), 

et ainsi de suite : faisant donc 

e òy — pr, . 

il- en résultera | 
day — dydx = ødx, dxðp— dps =de, 
dry — dd, ete, : 

et par conséquent 

Nizez —d Kd) : = = [Neds 4 [Pde 
+ fQd— T+ etc. 


En intégrant par parties, dans le second membre 
de cette équation, chacun des termes où il y a des 
différentiations indiquées sur la quantité ø, on aura 


Cale. intègr. 34 
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. .{Pde = Pu — D eds, t 


dø’ de dQ . 
biai DE A 
+ Las. ; 
n 


et avec ceg expressions, on obtiendre 


NPdx= dx + f{p— A + etc. À " 
+e-}à 


if! {NE +4 FLN A 


On étendrait sans peine ce résultat à un plus grand 
nombre de variables dépendantes dex, en ajoutant pour 
chacune des termes pareils à ceux qu’on à trouvés, en 
ne considérant’ que y; mais ce qu’il importe d’obser- 
ver, cest que si Pon remet pour w sa väleur y—pèx, 
la partie affectée du signe f prend la forme. 


[{r-+s ASL — eteh dady 
-f {nE + aE ate} pdas; 


et l’on voit que dans ce cas, le coefficient de d'y et celui 
de À ont une relation qu'on æaperçoit point dans le 
u” précédent : en désignant le pronase de ces sr 
ciens par 4, le second sera — 4p: inga 
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362. Une remarque non moins digne d’attention, 
cest que si, dans le développement de fU (360), on - 
avast 

M—aN+ d'P — d’ Q -p ete. = 0, 

l m — dn + d'p — d'g -+ etc = o, 

. Ja variation SOU serait entièrement délivrée du signe f; - 
mais ces équations sont précisément celles qui doivent 
avoir lieu pour‘que la fonction U soit intégrable par elle- 
même. Cette proposition , annoncée dans le n° 280, se 
prouve à priori, en appliquant à la recherche de ces 
conditions la méthode même des variations. 

En effet, soit U la différentielle d’une fonction U, 
on aura U = dU, , et par conséquent, 


èU = AU, = deU, 


d’où il suit que si U est une différentielle exacte, 
JU en doit être pareillement une; et par conséquent 
lorsqwon a fait, sortir du signe /, dans Pexpression 
de [OU , tous les termes qui peuvent s'intégrer, il faut 
que l’ensemble de ceux qui restent soit nul par lui-même, 
sans qu’on ait besoin de supposer aucune relation entre 
Lo Y3 dx et dy. 

Le développement de UF ds ne fournissant que la 
seule condition 


-dP ` dQ 
NE al emo, 


montre que celle qui se rapporte à la variable x, 
devient inutile quand la fonction U est ramenée à la 
forme Vdx, V ne contenant que x, y et des coeffi- 
ciens différentiel” de y (*). 





(*) Cette transformation n’est pas ST posan: Soient, par. 
exemple , les deux fonctions. ; | 
34.. 
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363. Ces remarques ne se bornent pas à l'expression 
de [fU : elles s'étendent également à.celles de /{U, 
AU, etc., quel que soit le nombre des signes d’inté- 
gration ; et en chercliant aussi la variation de ces der- 
nières formules, on trouve les équations de condi- 
tion, qui doivent avoir lieu pour que la quantité U 
soit la différentielle - exacte d’une fonction U, d’un 
ordre immédiatement inférieur, d’une fonction U, 
d’un ordre inférieur de deux unités, et ainsi de 
suite. | | 

En effet, puisque 


=U., U, =fU, 
sU, = JU, = U’ = fU ; 


et l'on obtiendra SU, en intégrant de nouveau dYU. Or, 
par le n° 360, 


fU = (N—dP+d° Qc a+ QHete-)ds 
+(Q—etc.)d'x-tele, 
+ (a— dpd’ g—ete. Jy+ Cp —dg-+ete.)dèy 
. +(g—etc.)d'ày-hetc. 
+H—AN +dP —4Q Hetc.)dx - 
+ m— dn + d'p — d‘g + etc.)dy: 


on aura donc 
2 —————————_—_— 
drd PA HE x e 3 


si Pon y change 

dy en pdr, d'y en jisi + pdx- (131), 
dtx ne disparaît que dans la seconde: on ne peut donc pas, dans- 
la première, regarder y comme dépendant immédiatement de x 
(Voyes le Traité in-40, t..1, p. 217.) 


il viendra 





e 
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DU=NN AP +" Q ete. JxHftP — dQ+etc. Jd% 
+-f(Q—etc.)d'dx +etc. 
+ fn —dp + d’g —etc.)dy +N p — dg-+etc.)déy 
+ f/(q —etc.)d'dy-+etc. 
+M — AN + dP — d'Q + ete.) 
Him — dn + d'p = d'y +ete.)dyr; 


et intégrant par parties, les termes qui contiennent en< 
core des différéntielles de dx ou de d'y, on trouvera 


SU,=(P— 2dQ0+3d°R—etc.)2x+(Q—2dR—+etc. jds 

+(R—etc.)d'dx bete. 
+ (p—2dg + 3d°r—etc )dy+(g—2dr + etc.)dd'y 

. +(r—etc.)d'ày+ etc. 

HN — 2dP + 3d°Q — LR +etc.)dx - 
fn — 2dp + 3d°g — 4dÿr + etc.) 
HSM — AN + d'P — dQ + diR —etc. De | 
ff — dn + d'p — d' + dir — ete.)dy. 


. Telle est la variation demandée, qui ne sera délivrée 
des deux signes f que quand les équations 


N — 5dP + 3d°Q — — 4R ete. ` =0, 

n — 2dp + 3d°g — Ad°r + etc. 0, à 
W — AN + d'P — dQ + d'R —etc. =0, 
m— dn + dp — dg + dír —etc. =0, . 

seront identiques ; alors d'Us, étant intégré une seule 
fois, par rapport aux variations, donnera U, , ou l'in- 
tégrale seconde de la proposée, 

Soit, pour exemple j 
S U=xdy + 2dxdy + yd°x; 

ona U= d'ydx + 2dyddx + yd'e% 
aj- day + 2dxddy + xd°dy, ! 
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M=dy, N=ady, P=y, 


m=d'x, n—2dx, — F 


| et les équations de condition ci- dessus deviennent 
ady — 2dy = 0, j 
2dx — 2dx æn o0, 

d'y — 2d°y + d'y = 0, 

A's — 2d°g 4- d'z z0 3 


la fonction proposée est donc immédiatement inté- 

grable. La partie yòx-}xòy , délivrée du signe f, 

, Sonne, en intégrant par rapport aux variations, 
U, = xy. 

La marçhe des calculs précédens montre que ła pre- 
mière intégration d’une fonctios différestielle de m va- 
riables, exige a» conditions, quand ces variables sont 
considérées comme indépendantes, et que pour un 
nombre x d’intégrations successives, il y aurait mn 
équations de condition. Il y en aurait seulement m—-1 
pour’ la première intégration, et 7(æ— 1) pour toutes 
ensemble , si la fonction proposée était sous la forme 


f"Vüx", V ne contenant que des coefficiens difé- 
rentiels. | 
+ 


Des maximums et des minimums des formules | 
intégrales indéterminées. 





364. On peut appeler intégrales indhterminées) 
les expressions telles que fydx, f V dy + dyt, lors- 
qu’on n’assigne aucune forme à la fonction I; mais 
pour ètre susceptibles de maximum ou de minimum, 
ces intégrales doivent être ddfiniés (229), puisque ce 
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n’est qu'entre des limites données qu’elles auront und 
valeur fixe, quand y sera déterminé en à. 

Les principes exposés dans le n° 155, à l'égard des 
fonctions dont la forme est donnée, appliquent aussi, 
avec le secours du éalcul-des variations , aux intégrales 
indéterminées. En effet, d’après la marche tracée daris 
le n° 45, le résultat de a substitution de 


re y+ dy; ds -+ dds, dy + Ar, etc., 
à la place des quantités 2 
x, Y, À, d}, etc. z Bs 


dans une fonction quelconque; u de ces quantités, pourra 
#ordonner suivant les puissances des variations, 


dx, dy, dx, ddy, ete., 


et Su contiendra tous les termes dè ce développement, 3 
dans lesquels les variations ne montent quau pres, 
mier degré. Ces termes, changeënt de signe en même 
temps que les variations, doivent, suivant la théorie 
rappelée ci-dessus, s’anéantir lors du maximum et du 
minimum, quelles que soient les variations dx et dy à 
il faut donc que duo Lorsque u= JU , il vient 
du = [OU (358): au maximum et au minimum de‘ 
JU, on a donc [AU = 0, en observant que c’est entre 
les limites assignées à SU , que [AU doit s’évanouir, 

Il résulte aussi de la même théorie, que la condition 

=o n’entraine pas nécessairement l'existence du 
maximum ou du minimum , parce qu'il faut en outre 
que les termes où les variations s'élèvent au second 
degré, conservent toujours le même signe; la discus- 
sion de ces dernières conditions est trop compliquée et 
trop délicate pour trouver place i ici. 


365. Le dévéloppemenit de au est oompost dó 


\ 
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deux parties bien distinetes (360), puisque l’une est 
délivrée du signe f, et l’autre y demeure soumise; on 
peut représenter la première par 


ads + d'y Fo + 8,ddy + etc. $ 


et la seconde par . 


si is + Pyy- 
Ces parties ne’ saùraiënt être comparées entre elles, 
puisque la dernière n’est point intégrable, tant que dx 
et dy conservent l'indépendance qu’exige la nature du 


problème; et dans cet état on ne peut la faire évanouir 
qu ’en posant séparément les équations 


, Non — 9, 4 = = 0, 

dont le nombre est généralement égal à celui des va- 
riations indépendantes; ' mais lorsqu'il n’y a que deux 
variables, et que U'peut préndre la forme Vdx, le 
développement de la variation de [Pdx, dans le n° 361, 
fàit voir que y =— 4p, et que par ` coriséquent… 
xdx + Jdy = = 0, condition d’aillewrs facile à vérifier 
en particulier £ sur chaque exemple, IL en résulte que 
Pune des équations x = 0 ,. Ÿ = 0 ayant fièu, Pautre 
sensüit, et qu il n'y a, éntre x et y, qu’une seule 
relation qu’ ón’ aurait, "égalemënt obtenue en posant 
x = o, c’est-à-dire. en°ne fajsant point varier x; mais 
celte hypothèse restreindrait beaucoup, , comme on va 
le voir , les propriétés d de la partie délivrée du signe J 
dans la variation. |, a | 

Il suit de ce qui précède, í que les équations indi+ 
quées dans le n° 365, comme exprimant les conditions 
qui rendent intéprahles les formules [U et fFP dx, etqui 
sont alors identiques, déierminent, quand elles cessent 


de l'être, la relation de : y à x, par Ans les in- 
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tégrales proposées deviennent un maximum ou un mini- 
mum. On reconnaît aisément que ces équations peuvent 
s'élever jusqu’à l’ordre ‘dont l’exposant est double de 
celui de la plus haute différentielle contenue, soit 
dans U, soit dans X. í 

366. Après l’évanouissement de la partie affectée du, 

signe f, il reste 

adx Heey + ades + Bd” y + ete., 
expression que, pour abréger, j je représentérai par ® : on’ 
aura donc [AU ==ọ + const. , et la valeur complète de 
cette intégrale s’obtiendra en prenant la différence de 
celles que reçoit la quantité ọ, à à chacune des deux li- 
mites (229); en sorte que si g désigne cette valeur 
pour la première limite, el ®” pour iA dernière, on 
aura [U = ọọ" —¢', d’où il résulteéra encore, pour le 
maximum et le minimum de l'intégrale SU, la con- 
dition 

g" — =o; 

mais il faut bien remarquer que cette équation i ne 
contient plus que des quantités qui sè rapportent aux 
limites de l'intégrale fU, et qu’alors Jes variations dx, 
dy, x, Aly, etc., peuvent être nulles, ou seulement 
hiées entreblles par des relations données, selon que ces 
limites seront fixes ou variables. L’explication géomé- 
trique de ces diverses circonstances les éclaircira suffi- 
samment. 

La première a lieu lorsque la courbe qui rend 
maximum ou minimum, l'intégrale proposée , dat 
être prise entre toutes les courbes assujetties $ à passer 
par deux points dont les coordonnées sont déterminées, 
ainsi que tout ce qui s’y rapporte, et que l’intégrlae 
doit commencer à l’un de ces points, et finir à l’autre. 
Si x'et y’ désignent les coordonnées du premier, s” et y” 
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celles du second, ces quantités, appartenant à toutes les 
courbes qu’on pourra considérer dans la question dont il 
s’agit, n’éprouveront aucune variation : quand donc on 
changera x et y en x’ et en y’, puis en x° et en y”, il 
faudra faire 


dx'=0, dy=0, dx"=0, dy —o. 
Alors les termes affertés de ces variations disparaîtront 


` d’eux-mêmes de l'équation @"— @’= 0, qui sera par con- 
séquent vérifiée si elle ne contient que ces termes; et la 
courbe déduite de l'équation x= o , résoudra complète- 
, ment le problème, pourvu qu'on Passujettisse à passer 
par les deux points donnés; ce qui s'effectuera en gé- 
néral, par la détermination des constantes arbitraires 
comprises dans l'intégrale de l'équation citée, qui sera 
alors du second ordre. 
._ Si l'équation @"—9"=0 contenait de plus les termes 
affectés de ds’, ddy’, Aix”, ddy", et qu'outre la con- ` 
dition précédente, les tangentes de la courbe cherchée 
_ dussent avoir, aux limites de l'intégrale, une inclinaison 
donnée, ces termes disparaîtraient aussi d'eux-mêmes, 
parce que les différentielles dx et dy n 'éprouvant aucun 
changement aux limites, les variations 2x", gd y’, dds", 
dd y", seraient zéro , et feraient évanouir les produits où 
elles entrent ; mais pour assujettir la courbe cherchée à 
cette condition, par rapport aux tangentes de ses points 
extrêmes, il faudrait que son équation contint deux 
constantes arbitraires de plus que dans le cas précé- 
demment examiné, et que par conséquent l'équation 
différentfelle x= o fût du quatrième ordre., En voilà 
assez pour montrer comment doit se vérifier l'équation 
®"—g =o, lorsque les coordonnées des limites et 
leurs coéféciens différentiels ont des valeurs fixes : je 
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passe aux cas où les limites ie être regardées 
comme variables. 


367. On peut demander que la courbe douée du 
maximum ou du minimum de la propriété proposée, 
soit prise, non parmi toutes les courbes qui passent 
par deux points donnés, mais parmi toutes celles qui 
seraient menées entre deux courbes données #4” et 
” BB, fig. 61, sans déterminer les points où ces der- "e.r 
nières sont coupées par celle qu'on cherche. Il est 
visible qu’en passant alors de la courbe 4B, à une 
autre £ B’, les extrémités < et B se meurent; les 
abscisses qui répondent au commencement et à la fin 
de Pintégrale, après qu’elle a varié, ne sont plus 
celles qui convenaient à son état primitif, et les or- 
données qui sy rapportent ont changé suivant la loi 
établie par les courbes 44’ et BB’. Dans cette circons- 
tance, les variations des ordonnées et celles de leurs ahs- 
eisses “doivent avoir les mêmes relations que les diffé- 
rentielles relatives aux courbes 44", BB’, relations 
exprimées par les équations de ces nb qui sont 
données : il est donc nécessaire de les introduire dans * 
l'équation 9"—#" = 0; et pour ‘la vérifier ensuite, il 
faudra égaler . séparément à zéro, les coefficiens .des 
variations qui resteront indépendantes. ~ 

À mesure quela fonction fU contiendra des diffé- 
rentielles d’un ordre plus élevé, le nombre de termes 
de l'équation #”—+ — 0, augmentant, on pourra 
“ajouter de nouvelles conditions aux limites ; supposer, 
par exemple, que la courbe 4B doit être prise parmi 
toutes celles qui touchent à la fois les deux courbes 
AA et BB". Par cette dernière condition, non-seule- 
ment les coordonnées x et ÿ doivent avoir, aux limites 
de lintégräle,les relations exprimées par les équatiotrs 


r \ 
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de ces courbes; mais il en doit être de même de leurs 
différentielles : ainsi les variations Az”, dy, x", 
À y", ne sont plus indépendantes, et doivent coïncider 
avec les différentielles secondes relatives aux courbes 
proposées. On pourra, par ces relations, éliminer 
quelques-unes des variations dx’, dy’, dx”, dy’, 
de l'équation g"—@ = 0; ct ensuite on la vérifieraen 
égalant séparément à: zéro, les coefliciens des varia- 
tions restantes, lesquelles seront entièrement arbitraires. 

Les équations qu'on se procurera par ce moyen, 
établissant des relations entre les coordonnées des 
points extrêmes de la courbe proposée, porteront né- 
cessairement sur les constantes introduites par l’intégra- 
tion de l'équation 3=0, et serviront à les déterminer. 


368. On doit ensuite remarquer que puisqu'il y ades 
circonstances où il faut avoir égard aux variations des 
‘limites des intégrales , si les’ coordonnées x’, y’,x", 7", 
de ces limites, entraient dans Pexpression de U, il 
serait nécessaire de les y faire varier, aussi bien que 
set y, et d'augmenter par conséquent SU des termes 


A'd% Ne B'ày" + . A"dx" $ B'òy" 
+ L'dòx -+B'dòy" rea etc. 


.Or comme les variations dx”, d'y”, dx”, d'y” sont in- 
.dépendantes des coordonnées indéterminées x et y, 
elles passeraient hors du signe f, tandis que les fonc- 
tions £, A',etc., 4°, A'a ete y resteraient soumisės: 
il faudrait donc introduire dans la première partie de 
la variation fdU, les termes 


dx'fA + dy fB + dx" [A + dy fB" 
Hdi fA + dy" [B", +de fA", dy" SB", + etc. 
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en ayant soin de prendre ces intégrales entre les Cas 
limites que la proposée, 

On ne voit pas tout de suite ce que denedik, 
les termes précédens, si Pune des limites était en 
mêime temps l’origine des coordonnées. On évite cette 
difficulté , en faisant d'abord | 


| s=X—#, Y=Y— y, 
et en concevant que l’origine des coordonnées X, Y, 


soit fixe, mais que les | bo et y’ soient variables; ; 
il vient alors 


dx = 3x, ya = cY — py. 


Quant aux différentielles dx 3 dy, etc., Pelles ne dé- 
pendent point des quantités x’ et y’, et ne prennent 
par conséquent aucune variation: l’expression de dU 
devient donc seulement 
MX — dx") + NAX + etc. 
+ m(ÔY— dÿ')+ ndd} + etc. 
El est permis de faire ensuite x’, y égaux à zéro, 
pourvu qu’on laisse subsister les variations dx’, dy’, 
qui peuvent être considérées comme le premier degré 
de grandeur de ces quantités; alors X St. Y redeviennent 
x et y, et le changement de lexpression de f2U se 
réduit aux termes — x [M — d'yfm, dont il faut 
prendre les intégrales dans les limites re | 


360. Soit proposé de déterminer y en %, pour que 
l'intégrale fV/dx°+ dy", prise entre deux limites don- 
nées, devienne un minimum , ou, ce qui est la même 
chose, trouver la plus courte lgie qu'on puisse mener 
entre daus points, sur un plan. On a 


du= dy ir rir = ee + dry 
V dat +dy 





9 
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et SOU = a+ [à Y dy, 


en faisant Vda + dy" ds, et en transposant la ca- 
ractéristique à} ere ensuite par parties, an trouve 


dx d 
pRU=E n+] 27 — [TE 25 + à Zay), 
et la partie affectée du signe / donne (365) 


ao, d'où F=G =, = C'x+cC". 
Ce résultat, ainsi qu’on devait 9y attendre, désigne 
la ligne droite, et les constantes qu’il renferme ser- 
viront à remplir les conditions relatives aux points 
entre lesquels elle doit être menée. 

La partie qui ést délivrée du signe f, ou ọ (366), ne 
contenant que les variations des coordonnées des points 
extrêmes, s'évanouit quand ils sont fixes , et les cons- 
tantes C’ et C” se déterminent alors en assujettissant 
la droite proposée à passer par ces points. Quand ils 
ne sont pas fixes, mais qu'ils doivent seulement se 
trouver sur des courbes données , il faut que les quan- 
tités x’ et y'’,x” et y“, qui sont inconnues, satisfassent, 
ainsi que leurs variations , à l'équation @”—9" =0, 


_ qui devient . 
a de de roy Es -T y =o, 


et aux équations des courbes données, dont je repré- 
senterai les différentielles par ; 


dy = mix, dy= > nds : 
on aura donc (367), 
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dy = mx, dy" = ndS", ds 


dy no fdx , dy ) PR 
"u SJ REG deaa -J = 0, 
n Z) Jy Ton EP ii 0 


A cause de l'indépendance des variations dx” et dx’, 
cette équation se partage dans leš suivantes : 


dz" -+-n°dy" =o, ou Le, 
ds’ -+ mdy =0, ou Dr, 


qui expriment que la droite proposée doit être normale 
à chacune des courbes données. 

D’après l'équation y= Cx + C”, on a dy: Cds 
' pour tous les points de la droite, et les équations pré- 
cédentes deviennenk en conséquence 

14+Cn—=0, 14 Cm =0; 

mais la constante C’ dépend des coordonnées des points 
extrêmes, puisque l'équation de la droite menée par 
ces points, “at 


eue =I Enter EE ne 1 | 
y— y = (2 x), donne = 5: 





et E cette valeur de C’, il en résulte les 
équations 
s — s" +n (y —-3)=0, x —x" + m(y —y")=0, 
dont la combinaison avec celles des courbes données dé- 
termine les points par où passe la plus courtedistance de 
ces çourbes,et complète la solutian du problème propasé. 
On arriverait aux mêmes équations, en supposant 
d’abord que les points extrêmes soient fixes, circons- 
tance dans laquelle on a, entre x et y, l'équation 


y= = pa). 
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En effet, par cette relation, aa SV ds dy tiy | 
devient, entre les abscisses x’ et x 


cs) Ay = VETI 


et la seule application du Calcul différentiel suffit pour 
déterminer le minimum de cette expression, en ayant 
égard à à la dépendance qu’établissent entre x’ et y', x 
et y”, les équations des courbes données. 

C'est ainsi qu’on pouvait achever , sans le secours de 
Péquation ?"—+—=0, que les, méthodes de Bernoulli 
et d’'Euler ne donnaient pas la solution des problèmes 
semblables au précédent, toutes les fois’ que Pon 
savait obtenir l'intégrale proposée; mais en considérant 
que cette intégrale est une fonction implicite des quan- 
tités qui se rapportent à ses limites, M, Poisson, au 
moyen de la différentiation sous le signe f (281), a 
cherché immédiatement, par rapport à ces quantités, 
les conditions du maximum absolu de l’intégrale pro- 
posée, et est parvenu à l'équation @"— #9 =o, telle 
qu’elle résulte de la méthode des variations (*). 


370. Le problème du n° précédent étant transporté 
dans l’espace, conduit à déterminer z et y, èn fonctions 


' de x, dans l'expression fV/dx° + d y" + ds. En fai- 
sant V/dx° + dy" + dz° = ds, il vient 


ph dir SÈ nt POS S? a STF “ij 
Doy+ 2f (arpa È a DH Fa). 


(*) Voyez le Traité in-4°, t. II, p. 742. 
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La partie affectée du signe f fournit les trois équations 


- de, dy | 
À d=’. d= 0, d 


TE 
; X ds z | s 
dont toutes les combinaisons 3 à 2 s'accordent à denner 
ds Žčć ` dz | M 
L~ : const. ; y = consè., 
et montrent que la ligne cherchée est droite. 
Si cette droite doit être menée entre‘un point fixe et 
une surface courbe dont l'équation différentielle soit 


` dz = pdx + gdy, , 
_ il faudra qu’à la dernière limite, dz" = p"òs" 4g" òy". 
La première étant fixe, rendra $ = 0, et la valeur de 
dx" changera g" =o en 

(dx” + p'ds” Jdr” + (dy Hard dy": z =0; 
égalant à zéro les coefficiens des variations indépen- 
_ dantes, il viendra 

dz" + p'às' =0ş dy + g'ds" 0; 

d’où Pon verra, par le n° 150, que la droite cherchée 
‘est normale à la surface donnée. 

Si cette plus courte ligne doit être tout entière 
sur une surface courbe donnée, il faudra que les va- 
riations x, d'y, dz, sous le signe f, satisfassent à 
l'équation différentielle de cette surface, que je repré- 
senterai par ds = pdx + gdy: on fera donë 

~oo d=prtqy | 
dans JU , qui deviendra , par cette substitution, 


+ Pa) +3 9y 


fi (ns HOTH)» 
| 5. 


Cale. intègr. 


CON 
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De la ga aea du sigue f, on tire les équations 


dz 
a+ =o, aZ +a =o, 


dont une seule suffit (361), conjointement avec celle de 
la surface donnée, pour déterminer la mature de la ligne 
la plus courte qu’on puisse mener sur cette surface, 
entre deux de ses points. 

En supposant que cette ligne doive être menée entre 
un point fixe et une courbe prise sur la même surface, 
on aura d'abord g"— o; et désignant par dy =ndr, 
Péquation différentielle de la projection sur le plan 
des xy, de la courhe donnée, il viendra ày"=n"#;" 
puis Péquation @" = 0, se changeant en 


dx” + p'dz" + (dy” +g'ds"}n" = 0, 
exprimera que les deux courbes dont il s’agit se coupent 
è angle droit. 

371. Je vais encore chercher la relation de x à y, 
V'ds+dy r, 
Vay—F) 


propre à rendre minimum l'expression 


dans laquelle je considérerai Ÿ comme une fonction 


des coordonnées x’ et y’, x" et y”, relatives aux li- 
mites (”). 
Pour résoudre la question dans toute sa généralité, 
il faut faire varier Y, aussi bien que y (368). Soit 
Viy —Fj=u, VEF dy =ds; 


il viendra 


n=, ds: E a+ Ÿ dy dy 





(*) Ce problème est celni de la Brachystochrone, courbe le lowg 


de laquelle un corps descend dans le moins de temps possible, 


d’un point à un autre. 
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P Pass ny fde, ray 
— ds dx dy 
_ ataa + dy 


-fhar Ea). | | E 


On tire des termes affectés du signe f, les équations 


uds 


J; ds dy 
O, ae FP 0 < 


la première, qui est la plus simple, donne 


dx . dx DITES 
— =Cy d'où "0 — Y), 


Ce résultat indique une cycloide (114); car si Pon y fait 
J — Y= z3, on en déduira 
dV 2C. Vz | gdz 


i 
CES EE, 
d Base nn asaan mes ao 


1—2 C?3 OOo 
20° —* 
Lorsque Y — ©, la quantité 9 donne, pour les lis 
mites , les équations 
Ass" + dy'dy = 0, dr dé + dy dy =o, 
d’après lesquelles on reconnaîtra, comme dans le 
n° 369, que, si la courbe cherchée est menée entre 
deux autres ,'elle doit les rencontrer à angle droit. 
Quand SY n’est pas nul, il faut calculer la valeur de 











J S ; entre les limites de l'intégrale proposée; ory. 


équation a 
' ,_d 
er + a = o0, 


35.. 
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fonrnie par le coefficient de dy sous le signe f, donne 


ds d, 
= = + conh 


et en observant que cY, ne dépendant point des va- 
riables indéterminées x et y, ne doit pas changer d’une 
limite à obus g—@ = o0, devient 


dY" ag 
S IY SY + AL + sr 


dy _ dx j 
+ = , uds a SY uds 75 dx T S 
Si l’on prend seulement Y= y’, d’où il suit dY—dy, 
on aura, en réduisant et séparant les variations rela- 
tives à qu né 


dx” ’ 
D ds + Pp =o S + gro 0: 


= o. 


; dy 


puis faisant, comme dans le n° 369, 
dy"=n'èx", ‘dy —m'x, . 


et se rappelant que = C, les équations ci-dessus 


prendront la forme 
a 


Ha Dra 
Gh at = CE a a =, 


d’après laquelle n’ =m. Ce résultat fait voir qu'aux 
points où la courbe cherchée rencontre les courbes 
. données, celles-ci doivent avoir leurs tangentes paral- 
lèles. De plus, l'équation relative à la dernière limite, 
revenant à . 

dzs” + dy"ày"=0, 
montre encore que la courbe cherchée doit couper à 
angle droit la seconde ceurbe donnée. 
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372. Les problèmes précédens se rapportent à des 
masimums ou à des mnimums absolus; en voici un 
où il sagit de maximums et de minimums relatifs: 
Parmi toutes les relations que peuvent avoir entre elles . 
les variables x, J, et qui donnent une méme valeur à 
l'intégrale miss JU prise depuis x—x" jusqu'à 

=x" , trouver celle qui rend la formule [U un maximum 

` ou un minimum, dans les mêmes circonstances. Ce pro- 

blème se résout en égalant à zérola variation dela fonction 

SU + afU,, a étant un coefficient constant indéterminé, 

Ce n’est pas ici le lieu de démontrer en détail cette règle ; 

. on conçoit d’ailleurs que si la fonction ci-dessus est un 

maximum où un minimum, et que l’on fasse [U,— À, 

l'intégrale fW aura toujours la plus grande ou la plus 

” petite des valeurs qu’elle pourrait prendre dans cette 

hypothèse (*). Le coefficient indéterminé a sert à rem- 
plir la condition fU, = A4. 

Si, par exemple, on demandait Ze courbe qui, sous 


un périmètre donné, renferme le plus grand ou le plus 
petit espace , on aurait 


JU + afU,=f{ydx+aVa +dy} : 


en faisant y dē + dy" = ds, la partie de là variâtion 
affectée du signe f serait í 


MODES) 


et donnerait les équations 


dy +a E =o, EE a A 





(*) Foyez le Traits inf, t, II, p. 803. 


Pe 
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dont une seule suffit pour déterminer la courbe cher- 
chée (365) ; mais le calcul est plus simple lorsqu’on les 
emploie toutes deux. Leurs intégrales 


stas, s—a $ = C; 


étant mises sous la forme 
dx 
ds ? 
ensuite élevées au quarré, puis ajoutéos membre à 
membre, conduisent à 
(y—CY+(s—C} = a, 

ce.qui désigne un cercle dont le rayon est a 

Ce rayon se détermine d’après la valeur assignée au 
périmètre f V da + dy"; les constantes C ct C peuvent 
servir à faire passer le cercle par des limites fixes et 
données. Il est doué du maximum l'aire, lorsqu’il tourne 
sa concavité vers l’axe des abscisses, et du minimum, si le 
contraire a lieu. Tel est le cas le plus simple du problème 
des isopérimètres, ainsi nommé, parce que l’on n’y cone 
sidéra d'abord que des courbes de même périmètre, 


y— C =a 





\ 
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CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 





Des différences et des séries. 
Du calcul direct des différences. 


373. Daxs le Calcul différentiel, on n’a fait varier 
les fonctions que pour considérer la forme des termes 
de leur développement, ou les limites des rapports 
de leurs accroissemens à ceux des variables dont 
elles dépendent, mais sans avoir aucun égard aux va- 
leurs de ces accroissemens. Cette recherche ne portait 
que sur de nouvelles fonctions dérivées de la première, 
et non pas sur les valeurs numériques de ses accroisse- 
mens; mais l'examen de ces valeurs a montré que, 
dans un grand nombre de cas, elles suivent des lois plus 
simples que celle de la fonction elle-même, ou au moins 
qu’elles forment souvent des suites décroissantes qui se 
prêtent plus aisément aux approximations, et aux- 
quelles par conséquent il peut être utile de ramener 


&5a TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE ` 


les quantités primitives. C’est sous ce point de vus 
qu’on s’est d'abord occupé du Calcul aux différences 
proprement dit. 

On lui a donné le nom de Calcul aux différences 
finies, paur le distinguer du Calcul aux différences 
infiniment petites ; mais la dénomination de Calcul 
différentiel, exclusivement affectée à ce dernier, et 
motivée comme on la vu (5), prévenant toute équi- 
voque , il n’est pas nécessaire d’ajouter l’épithète finies 
aux différences , qui ne sauraient être confondues avec 
les différentielles. 

Le but du Calcul direct aux différences est donc-de 
délerminer les'accroissemens en eux-mêmes , en les 
déduisant, non-seulement de l'expression analytique 
des fonctions, mais aussi de leurs valeurs numériques 
ou particulières, lorsque expression analytique manque 
ou serait trop compliquée. l 

374. En examinant la marche des séries formées par 
les quarrés et les cubes des termes de la suite naturelle 
‘des nombres, on tombe déja sur des propriétés remar- 
quabl s et utiles des différences, ainsi que le montrera 
l’éxplication des tableaux ci-dessous. 


Quarrés. |Différ. 1"°.| Différ. 2°. 


3 
5 
7 
9 
II 
13 
etc 
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. Cubes. | Différ. 17°. | Différ. 2°. | Différ. 3°. 





. Je mwai point fait entrer ‘dans ces tableaux la suite 
naturelle des nombres 1, 2, 3, 4, etc., parce que la 
différence de l’un à l’autre est toujours égale i a l'unité. 

A côté des qnarrés, le premier tableau contient , dans 
une seconde colonne, la diférenceentre chacun de ceux-ci 
et celui qui le précède ; puis dans une troisième colonne, 
Ja différence entre chacun des nombres de la seconde et 
celui qui le précède. Ces dernières sont nommées diffé- 
rences secondes, comme étant les différences des diffé- 
rences premières. 

Celles-ci, formant une progression par différences, 
présentent déjà une loi plus simple que les nombres de 
la première colonne; et les autres, étant constantes, 
offrent encore une nouvelle simplification. Une consé- 
quence assez importante de l’enchaînement de ces 
différences, c’est qu’on peut, au moyen des seuls 
nombres 1, 3, 2, placés respectivement à la tête 
des trois colonnes du tableau, former, par de sim- 
ples additions, la colonne des quarrés, car en ajou- 
tant 2 à 3, on aura 5, puis 2 à 5; on aura 7, et 
Pon formera ainsi la seconde colonne : ajoutant ensuite 


3 avec 1, on aura 4, 5 avec 4, on aura 9, et ainsi 
des autres quarrés. 
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„La première colonne du second tableau contient les 
cubes; la deuxième, leurs différences premières; la 
troisième, leurs différences secondes, qui ne forment 
plus qu’une progression par différences; et enfin, dans 
la quatrième colonne, les différences des différences 
secondes, ou les différences troisièmes, qui sont cons- 
tantes. 

Ici, au moyen des quatre nombres 1, 7, 12 et 6 
placés respectivement en tête des diverses colonnes 
du tableau, on pourra former toutes ces colonnes, en 
commençant par celle de la droite , et en ajoutant cha- 
cun des nombres d’une même colonne avec celui qui 
se trouve sur une ligne plus haut, dans la colonne à 
gauche. T 

Cette règle , qui n’est encore établie que sur une 
simple induction, et pour deux séries de nombres seu- 
lement, sera bientôt démontrée et étendue à un nombre 
infini de fonctions, pour lesquelles on obtient ainsi des 
déterminations rigoureuses. 

D'un autre côté, , que dans une table de logarithmes 
on prenne les différences premières entre ceux des nom- 
bres consécutifs, elles. auront une marche fort inégale, 
si l’ôn opère dans le commencement de la table, où 
la fonction varie beaucoup; mais en passant aux 
différences secondes, troisièmes, etc., on en trou- 
vera qui deviendront fort petites, et finiront par 
resler les mêmes dans un intervalle plus ou moins 
grand. Les Jogarithmes suivront donc sensiblement, 
pendant cet intervalle, une loi analogue à celle que 
nous ayons fait remarquer ci-dessus, par rapport aux 
quarrés et aux cubes, et dont on peut faire usage pour 
simplifier la construction de cette table. 


375. Quand on a vu le parti qu’on peut tirer de la 
considération des différences successives , poussées jus- 
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qu’à l’ordre où elles sont constantes, soit rigoureuse- 
ment, soit à très peu près, il parait tout simple de 
chercher l'ex pression générale de leurs relations. Pour 
cela, soit 
U, Uiy lig) Ugy.oc..Un) 

une série de valeurs consécutives que recoit une quan- 
tité, en vertu des variations qu’elle éprouve par elle- 
même, ou par Peffet de celles qui arrivent à une autre 
dont elle dépend; les chiffres inférieurs sont ici des 
indices qui font connaître le rang qu’occupe chaque 
valeur dans la série, en marquant Je nombre de celles 
qui la précèdent, en sorte que la premiċtre, u, est cenv . 
sée répondre à l'indice o. On fait ensuite 


Umu —Au 
U;—u;, =t; ' 
U3—Ua AU, ..p00950en%0n0 ee (1), 


920069000000 0e 0 e 0e © 


Un — Un = un 


en se, servant de la caractéristique ^; pour indiquer 
 Fopération de prendre la différence entre deux valeurs 
consécutives d’une même quantité. 

Lorsque cette quantité varie par des ie égaux, 
les différences Au, Am, Aus, etc. sont toutes égales; 
mais si le contraire a lieu, on fait, par analogie, 


Au;—An Au =", ` 

Qua—Au =u, =Mu, 
Te ss esse (A) 

Quinn = Uga 

etc. 
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A't Au == du = A'u 
Aus — Au, = Abu, = Au 
EEPE EEE A E E ET (e) 
A'u, —A’ Un AA un = Un 
etc. 


En poursuivant de cette manière, on tire des va- 
leurs u, 4), Us.» -Uny Une suite de différences dont 
le nombre des ordres est, au plus, égal à celui de ces 
valeurs, diminué de Punité. 

376. Il est visible que, suivant la notation ci-dessus, 


la différence d'une expression quelconque s’indiquera en 


plaçant devant chacun de ses termes Ja caractéristique 
A, en sorte que 


AE DEN PEE EENE E ET, 
= Qu -+ Ay — Aw, 
de même que 
d[u + v —w) = du +- dyv—dw (ro). 


On a aussi à» | 
A(au) où A.au = au, — y) = aAu, 


de même que d.au—adu; et les constantes isolées 
des variables disparaissent quand on prend la difé- 
. rence d’une fonction (7). 


377. Au moyen de ces règles et des équations (1), 
on obtient pour les valeurs z,, us, wh,....11, des ez- 
pressions qui ne dépendent que de la valeur primordiale 
y et de ses différences Au , Au, etc.; car, puisque 

Au, = A(u+ Au) = Au + Au, 
il en résulte ee 
Us Aa =u -+4 Au+A(u + Au) 
= u $ 2ûu+ A'u, 


DR CALCUL INTÉGRALE: 553. 


et de même 


A 


-— U3= Usa Aik 
=u + 20u—+k A'u + Alu + Au + A'u) 
=u + 3Au + 3Au + Au. 
La forme de ces expressions, dont les coefficiens 
numériques sont les mêmes que ceux du quarré et du 
cube du binome, conduit par analogie à 


Wu Au u-+4-—- ze 0 4° on) 2) asu etc, ; 


ce qu’on peut vérifier ai au moyen de l'équation 
. Unyr =Œ Un “+ Aun, 


dont le développement montre que la loi ayant liew 
pour l’ordre n, a nécessairement lieu pour l’ordre n + r. 


378. On y aussi exprimer immédiatement la dif- 
férence d’un ordre quelconque par les termes de lá 
série primitive, qui ont concouru à former cette diffé- 
rence. 
| Ayant d’abord 

Au = u, —u et A’u== Au, — Au, 
. on observera que Au, doit être composé avec u, et uy 
comme Au lest avec u et u,, Cest-à-dire qu’il suffit 
d'augmenter de l'unité les indices, pour passer à..... 
Au, = Us — u, , et l’on obtiendra 
Au = us — u, — (u, — u) 
=Œ Us — 2u, +- u; 
puis augmentant de l’unité les indices, dans ce dernier 
résultat, pour former 4°u, , il viendra 
Au = Au, = d'u = U3 — 2Ha -H z, 
— ( u, — 2u, + u) 


ge | = Ug — Sua -t 3u, — y 


Aumua un H Ug -a 
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et par analogie 


n =) ) nf ne. stete ; 


loi qui se vérifierait par le développement de l'équation 
ArH y = d'u, — Au. 

Ce résultat et le précédent reviennent à 

ün = (1 +aAu)", A'u = (u — 1)", 

” pourvu que l’on change dans le développemertt de lun, 
- les exposans des puissances de Ax en exposans de la 
caractéristique À , et dans celui de l’autre, les exposans 
de u en indices; on peut même poser tout de suite 


Un =(i+A)u, ` 
et il n’y aura rien à changer dans le développement. 


379. Lorsqu'une fonctien est donnée, rien n’est plus 
facile que d'en obtenir les ditférences successives, je 
prendrai pour exemple la fonction x". En faisant u=", 
et supposant que x augmente de la quantité A, on aura 
u,==(x#h)", et par conséquent 


Au = (x4 h) "— x" = mmp p ZD 1) amh 


m(m—t) (m—2) 


x™—3 3 
1.2.3 k°betc. 


Ce 


Pour passer aux différences ultérieures A°u, Au, ete., 
il fant faire varier x de nouveau, ce qui présente deux 
hypothèses. L'une consiste à supposer que la quantité s 
prenne toujoursdes accroissemens égaux, et l’autre que 
ces accroissemens soient eux-mêmes variables : je ne 
wm’occuperai ici que de la première. En substituant 
#æ + h au lieu de + dans 4%, on aura 


Amm hp OO (+ 7ye ete 
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Îl est visible que si Pon développe l'expression de Au, 
et que lon en retranche celle de Au, le résultat or- 


donné par rapport aux puissances de h, sera. de la 
forme 


Lu mm _—! jam Max SR LM asnih ete] 


Ms, Ms, etc. désignant des coefliciens dépendans de 
lexposant m, | 

Par une nouvelle substitution de x + dans cette 
dernière équation, on parviendrait à A°z,, et en obser< 
vant que Au= A'u, — Au, on obtiendrait 


Summi) (m2) $ + M'hi- ete. 


La loi des premiers termes de chacun de ces déve- 
loppemens est évidente, et l'on voit que l'expression 
de Au doit commencer par 


- m(m—1)(m—2)... Tani p)ar, 


On voit aussi que, quand Pexposant m est entier et 
positif, le nombre des termes du développement de 
Au, ordonné suivant les puissances de x, diminue 
de l’unité lorsque z augmente de cette quantité, et 
que quand n—m, il vient 


Au m(m—1) (mes). 1. A", 


Cette différence étant constante, il s ’ensuit que celles 
des ordres supérieurs sont nulles. 

On parvient facilement au terme général de A'x 
en formant l'expression de cette différence par le 
moyen des valeurs de u, tiy tba, u3, etc., sans passer 
par celles de Au, 4°u, Mu, etc. (378). Il est évident 

. gue dans l'hypothèse présente les valeurs 


Us ls y gyesre Us 
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répondent à | | 
x+, | s+ ik, x+3h,....stné, 
et Pon a par conséquent 
u, = (s HA)", us = (x Ap 2h)", o o o Ua == (x nh)" 


on tirera de là | | 
Au = [+ nh" — - [x 4 (n— 1)4]” | 
HD s4 — pr 
2) fe 4 (n— 3) hJ” + etp- 


. An 1)(n — 

1.2.3 

Si l’on désigne par à l’exposant de h dans le terme géné- 

ral du développement de l'équation ci-dessus ; l'expres 
sion de ce terme sera 


m(m— 1)(m—2)..... (m—it1) 1) 


—i)i 
1:23 548 Dr hx 
T N ; — 1 
fni— (n— 1) + EN (» —2)'—ete,}; 


mais cornme où vient de voir que le développement 
de Au ne pouvait contenir des puissances de A dont 
Pexposant fût moindre que z, il s'ensuit que la fonction 


ni — 2 (n — 1) + A (n— 2) etc, 


composée de n +1 termes, est nulle tant | que in. 
D'un autre côté, le coefficient : 


mm — 1) (m— 2)... (m —i+- 1) 
| TE R ses Bo | 


s’évanouissant lorsque i = m- 1, il en résulte que la 
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plus haute puissance de A, dans le développement de 
A"u, ne peut être que #4". 

380. D’après la propriété du monome x",toute fonc- 
tion rationnelle et entière de x a toujours des différences 
constantes, savoir, celles dont Pordre est marqué par 
lexposant de la plus haute puissance de x, qui soit 
dans la fonction proposée. En effet, cette fonction 
étant de la forme 4x* + Bx° -+ Cx? + etc., on aura 
A"(Ax® + Baf + CxŸ + etc.) = 

AA 2% + BA". a4 CO ,.x7 bete, (*) (376) ; 
et si æ désigne le plus haut exposant de x, il viendra, 
pour le cas où n—«, 

Atxt—1.2....æht, At.xf—0o, Aa.xŸ =o, etc., 
en sorte que o ; 
AT(Axt + Bxf + Ci + ete.) = 1.2.3... . 0 a Aht. 

381. C’est surtout par rapport aux fonctións trans- 
cendantes , dont le calcul approximatif est laborieux, 
que l’on gagne beaucoup à se servir des différences, 


ainsi que le fera voir l'exemple suivant, tiré des loga- 
. rithmes. 


Soit u = lx; on aura ` 
u, = (s+ à) = le +I(: +. J= 
le + M tan L Lan Lan ete} (29), 


d’où l’on tirera ua, us, etc., en mettant 24, 34, etc., 
au lieu de A, et les formules du n° 378 donneront 





(*) Il ne faut pas confondre As.x® avec Art; car la ‘pre 
mière de ces expressions est la différence de l'ordre n de la fonc- 
tion 1%, tandis que A"x% = (Arr #, 


Calc. intégr. 36 


D ns te 


562 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 


Au = M { : m + LÉ — ete. }, 


x 2 x° 
h? 2h 
Mu = — m$ x =. © -$ etc. }, 
É 3 


etc. 
On poussera ces suites, selon la grandeur du nombre v, 
jusqu’à ce que la dernière différence soit assez petite 
pour être négligée sans erreur sensible. 
Si Pon avait, par exemple, x = 10000, et h= 1, 
on trouverait pour les logarithmes ordinaires, | 


Au = 0,00004 34272 76863, 
Au = — 0,00000 00043 42076, 
A'u = 0,00000 60000 00868 ; 


et il est évident que si l'on ne voulait avoir les derniers 
résultats qu'avec dix chiffres seulement, on pourrait, 
sans craindre d'erreur sensible, négliger long-temps 
les différences du quatrième ordre; car il faudrait 
qu’elles fussent répétées un grand nombre de fois, pour 
influer sur la différence troisième; on formerait donc 
successivement, suivant la règle du n° 374, les colonnes 
des différences troisièmes, secondes, premières, et enfin 
les logarithmes des nombres 


10001, 10002, 10003, etc., 
en partant de celui de 10000, qui est égal à 
4,00000 00000 00000. 


[1 faudrait faire le calcul avec 15 décimales , afin de 
reconnaître quand l’accumulation des quantités négli- 
gées pourrait commencer à influer sur le dernier chiffre ‘ 
qu'on se propose de conserver, ce dont on s'assure 
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au moyen de quelques logarithmes calculés rigoureu- 
sement à des intervalles éloignés; car lursque , par la 
suite des additions successives, on parvient à ces loga- 
rithmes, il faut que la. méthode des différences les 
donne tels qu’ils ont été déduits à priori, au moins 
dans les dix premiers chiffres, si c’est à ce nombre que 
Pon veut s'arrêter. Lorsque le dernier de ces chiffres ces- 
serait d'être exact, ce qui aurait pas encore lieu pour 
le nombre 10050 , on calculerait de nouveau à priori les 
différences Au, Au, Mu, et l’on se servirait des nou- 
velles valeurs comme des précédentes, pour obtenir les 
logarithmes des nombres entiers qui suivent celui au- 
quel on a dů s'arrêter. 


Application du calcul des différences à 
l'interpolation des suites. 


382. L’un des principaux usages du calcul des dif- 
férences, a pour objet l’irterpolation des suites , 
opération qui consiste à insérer entre les termes d’une 
suite, de nouveaux termes assujettis à la même loi que 
les premiers. Pour cela on regarde les différens termes 
de cette suite comme des valeurs particulières que 
reçoit la fonction qui exprime le terme général, lors- 
qu'on assigne également des valeurs particulières. à la 
variable d’où dépend ce terme, et qui dépend elle 
même du rang qu'il occupe dans la suite proposée. 
Quand Pexpression de, ce terme est donnée, on en 
tire. autant de valeurs qu’on veut; mais il n’en est 
pas ainsi lorsqu’ on ne connaît qu'ux certain nombre 
des premiers termes de la suite, ce qui est le cas 
ordinaire auquel on applique l'interpolation. 

Il faudrait alors déduire l'expression analytique d’une 
fonction, de celle d’un nombre limité de valeurs pu- 


E 36.. 
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.mériques, ce qui'ne se peut quand la forme de la 
fonction est inconnue; car on doit observer que ce pro- 
blème revient à former l'équation d’une courbe pas- 
sant par les points dont les valeurs de la variable in- 
dépendante représentent les abscisses, et celles de la 
fonction , les ordonnées, et qu’en quelque nombre que 
soient ces points, ils ne sauraient particulariser la 
courbe, si eile n’est pas donnée d'espèce. ( Trig. 168.) 
Mais comme on ne cherche à interpoler une suite que 
dans des espaces très resserrés, on conçoit que Pex- 
pression de son terme général est développée suivant 
les puissances ascendantes de sa variable , et qu'il est 
permis de se borner à un petit nombre des premières 
puissances de cette variable; par ce moyen, la forme 
de la fonction, qui est alors rationnelle, se trouve 
déterminée. 
Ainsi, sachant qu'aux valeurs 
Sy Mis Xa, #3 etC., 
Wune variable quelconque, répondent les valeurs 
U, Li, Us, U3, etc., 


d’une fonction de cette variable, on suppose que l’on 
ait pour toute autre valeur x’, | 

u = a+ ps Ays” + dx" H ete., 
et' l’on détermine les coefficiens «, 8, y, etc., par la 
condition que #’ devienne successivement 4, t, Le etc., 
lorsqu’on change x” en x, x, £a, etc. 

Cette détermination présente deux cas : le premier, 
dans lequel les valeurs x, xı, 3a, xs, etc. sont égui- 
différenies, se résout immédiatement par l'expression 
de us, du n° 377. | 

En effet, quand on arrête la série 


` 
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| u = a +- Ax + yx’ + ete., 
à l’un de ses termes, que je désignerai par ax", et 
qu’on prend les valeurs de +” dans la progression x, 
x+h, x4- 2A, etc., la fonction u a, dans l’ordre m, 
des différences constantes (380), et par conséquent à 
la valeur x+ nh de la variable x’, répond 


n(n—1)...(n—m<+)) 


1.2,.,..778 


Au, 
Dans cette formule, les quantités 
u, Au, Au, etc (374) 


sont des nombres ; si l’on y fait x-+ nh= s’, d’où 





/ 
e e + — $ LA 
il suit n = y> elle se transformera en une fonction 


rationnelle et entière de x', du même degré que Pex- 
pression de w’, et puisqu’elle se change en x, u, 
us, etc., lorsqu'on y met o, 1, 2, etc., pour n, 
elle prendra les mêmes valeurs quand x’ deviendra 
x, x4 h, x+2h, etc. : elle sera donc la fonction 
Jemand: 

On peut la simplifier en faisant x’ = x + X’, ce qui 


donne 
8 


n=7 et au, =u = 





FAO), KEAK =a) 
ut zut iar At — TE A Tete 


Enfin , si l’on H w —u par A'u, il viendra 


HER) p Ehh —ah) 
Sumpan pp A SET: pes 


r 
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383. Je passe maintenant aux applications. 
Soit d’abord la suite 
3, 7; 19, 30, 67, etc, - 
correspondante aux indices 
o, l, 2, 3, 4, etc.; 
on a pour ce Cas, | | 
u—3, Au—=4, Au=8, Au =o, h= 1; 
l'expression de A’u se réduit à ses deux premiers termes, 
et l’on obtient par son moyen, 
A'u = 4h + 4h (k — 1) = Gh": 
ainsi pour Taai k, il viendra u = 3 4 4k”. En 
prenant ¥#' = $, par exemple, on trouverait que le 


tenrne sl A à cet indice est 28. 
Soit encore la suite 


D 4, 2, 3: 9, 16, etc.; 
en prenant les indices comme à l'ordinaire, savoir, 
-0 i ' 2; 3, 4, ` 5, etc, 
et formant les différences, on trouvera | 
fed u = 1, Au=3, Mu—=—5, u= $, 

Atu = — ô, Au =0, k=, 
d’où l’on tirera 
P 43 K grii C a: AE 
ut —6* (Khk 5) 


nn 1.2.3.4 


4 eue 


En réduisant cette ee. et l'érdonnant par rap- 
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port aux puissances de %', on aura 
, 1240164111 434A — 374 
OO ON a TO EEE 
Il faut remarquer que cet exemple et le précédent 
w’offrent qu'un nombre limité d’ordres de différences. 
Sur ce pied, lexpréssion de w’, qui est aussi limitée, 
représente exactement le terme général des séries pro- 
posées, et peut servir à les prolonger autant qu’on 
le voudra. Tous les nombres qu'on en déduira sui- 
vront la même loi, par rapport à leurs différences, 
` que les premiers termes desquels on est parti; les sé-. 
ries dériveront ainsi d’une fonction algébrique ration- 
nelle et entière. 


384. Lorsqu’il s'agit de fonctions fractionnaires, 
irrationnelles ou transcendantes, la suite des différences 
‘Au, A'u , A'u , etc., ne se termine plus rigoureusement, 
mais quand elle est décroissante, elle rend COAVRrBERE 


si 
x h'(h'—h)(h' —2h) 
pau + LS NET 


et permet de la on, à un petit nombre de termes, 
au moins pour un intervalle peu considérable. En voici 
un exemple tiré des tables de logarithmes. Je suppose 
que, par le moyen d’une table contenant les logarithmes 
depuis 1 jusqu’à 1000, avec dix décimales, on veuille 
avoir le logarithme de 3,1415926536, nombre très ap- 
prochant du rapport de la circonférence au diamètre ; 
on. regardera alors les logarithmes contenus dans 
la table comme des valeurs particulières de la fonction 
u, les nombres comme les indices auxquels répondent 
ces valeurs, et l’on formera le tableau suivant : 


A Da — Au +etc., 


4 


568 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 


u ==0 , 4960296481 

u,==0,4983105538 | 13809057 . 

430 , 4996870826 | 13765288] —43769; . 

ug—0,5010592622 | 13721706! —43492 +a 

. 4=0,5024271200 | 13678578 —43218| -274| —3 

dont la première colonne renferme les logarithmes de 
8,14, 3,15, 3,16, 3,137, 3,18, 


la seconde leurs différences premières, la troisième 
leurs différences secondes, la quatrième leurs diffé 
rences troisièmes, et la cinquième leurs différences 
quatrièmes, qui se réduisent à trois unités du dernier 
ordre. On aura par ce moyen 





Au —=+0,0013809057, 4'u=—0,0000043769, 

Au =—+0,0000000277, Atw——0,0000000003, 
et comme h=o,o1, h'— 0,0015926536, 
on obtiendra 


k h—h 
z =°: 15926536, ET À nu pu 


a E e —3——0,61357821 i 


= = p i= 1018366: 
avec ces valeurs il sera très facile de mettre en nombres 
la formule 
PRE g A) aeu 
h(k —h) e —3A) 
+ Bah shak Vte. 


qui donnera w = o ,4971498726. 








HR —24) ,s 
h.2h.3h 


è x a 
g] | 
w D 
D 
| 
| CARS 
A 2 
| 
A e 
Beana ŘĖŘŘĖŮĖ ao o ŇU ma a A a L ns à 


\ 
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Il existe des moyens plus faciles pour obtenir les 
Jlogarithmes des nombres exprimés par beaucoup de 
chiffres, mais le précédent est très propre à servir 
d'exemple pour la méthode d'interpolation. On doit 
reconnaître déjà que cette méthode s'étend à beaucoup 
d’autres cas; elle est surtout d’un très grand usage dans 
les calculs astronomiques. 


385. Lorsque les valeurs x, x, , xs, x3, etc. ne sont 
pas équidifférentes, on emploie immédiatement la 
formule . 


u = s —+# 8x + yx” + dx + etc., 
dans laquelle la substitution des valeurs particulières 
Æ, X15 Ša; X3, fournit les équations 

u =a -+4 px + yr + dx + etc., 

u, = + 8x, + yat, dx”, + ete., 

U, = a + Ps + yxs + dx + etc., 

us == a + xs ya’ a+ Aas + ete. 3 

etc., 
dont le nombre doit être égal à celui des coefficiens in- 
déterminés æ, £, y, etc.;et voici comment on obtient 
Pexpression de ces coefficiens. 

En retranchant successivement la première équation 
de la seconde, celle-ci de la troisième, etc., on par- 
vient à des résultats respectivement divisibles par 
Sı —%, Va V1 X3— xs, etc., et d’où l'on tire. 

u 


ATE perlete ) + Nans Ha’) ete., 


L— 


E = = pAs) + (x* at sasi tat) + ete., 
US Ua 


=£ EE + Nasrah aa) + etc., 


A3 Za 
etc. 


t 
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Posant, pour abréger, 


` Ut Usb) | Ug— lig 
Li, —X% Xo—— Xi X3—Xs 





on aura les équations 
U =B + yla tax ) + Na Haa + x) H ete. 
U, = B + ylz + x) + Nas F rar + a) Hetc. 
Ua = b 4 y(xs + x1) +H N33 + xst + xa) + etc. 
etc. ; | i i 

retranchant encore U de U,, U, de U,, et ainsi de 

suite, et désignant par U’, U”,, etc., les quantités 


$ U,—U U,—U, ; 





on trouvera | 
U' = y + dax +x) H ete., 
U’, =y + Mrs ++) ete., 
d'où l'on tirera Epa | 
U’, — U’ = d(xs — x) + etc. 
Maintenant si l’on fait 
rai U’, EES U" 


) 


D 





3 


on aura U" =- etc., et si pour fixer les idées on ne 
suppose que quatre termes à l'expression de u’, P opé- 
ration sera terminée à léquation ci-dessus. Prenant 
la valeur qu’elle donne pour ò, et remontant à celles 
de y, 8, a, par le moyen dès quantités U’, U et u, il 
viendra | 
ò= U", 
y = U' — Ur + x, +»), 
-B= U — U’ (x, 4 x) + U (xax, + xas -4 sir), 


a =u —Ux+U'xx— U" xax. 
b 
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Substituant ces valeurs dans l'expression de w’, on aura 


W'=uHU(x—x)+ U'[x—(x as tas] 
HU" — (spata) (rares aix) xxx] D 
‘Il est facile de voir que les coefficiens de U, U’ et U” 
sont décomposables en facteurs simples, et que l'on 
peut mettre uw’ sous la forme 
u' =u 4 U(x — s) + U'(x — a) — x) 
+ U’ (x — sx — x)(x — 2a). 

En poursuivant d’après cette méthode, on obtiendrait 
une formule analogue à la précédente; et quel que fût 
le nombre des valeurs x, xı, Xap... de l'scisse x’, 
on aurait en général, | 


u zzu U (a x) HU" (sa) a) HU" (ex) (5 mr) ma) 
HU” (x —a)(x —x,) (8—2) —xs)4ete., 

















en faisant 

U, =—— 1 lia — Ui U3 — Ug S an: 
——— = U = — == ——— = 
S, — x% tar ? Sg —als  xy— x Us, etc., 
U, — U U; — U Uz— U; 

= P U”, … == 0", ° = U's, ete., 

a— 3— + F4 Xe 
U’,—U U’ 
< — — U", UU i U”,, etc 9 

eE S X O7 — Xi 
U”,—U 

_ == U”, etc., 

V4 — 
ic. 


Quand les valeurs x, x, £a, x3, etc. sont équidiffé- 
rentes, on a 


M =xHh, x=x+2h, x3—= 3432, etc., 
d’où l’on déduit 
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U =- ah’ U, 1 ah” a Ja? etc., 
8 Au 14 A'u, 
T 1.2.3 "1.2.3 ete 
Atu 
T 1.2.3.41+° 0% 


faisant ensuite x’ = x + k’, il en résulte 
2h, sx Ehk mh, 2 aar = h mah, 
x — s3= k — 3h, etc., 


et Pon voit ainsi que l'expression précédente de u’, 
qui devient alors 


Le À au + ED à 


pł AEE ak Aka 


h.2h.3h 


rentre dans celle du n° 382, obtenue par une voie bien 
différente. 





386. Lagrange a présenté lexpression de u’ sous une 
forme nouvelle , en observant que puisque les équations 


u =a -48x +yx + ix? + etc., 
u, =a + ps, + yx + dx, ete., 
lla = a + bxs -tH yx’, + dx, -t ete., 
etc. 


sont du premier degré seulement, par rapport à cha- 
cune des quantités æ, 8,7, etc., uw, U, us, etc. , et 
que «w doit être exprimé en x’, de manière quen y 


— * —— —_]ñ———_— — ————— 


DE CALCUL INTÉGRAL. 573 


Le ` 
faisant successivement x’ == 3, x=m, 3 E 2,, etc., 
il vienne v =u, W =u, W = us, On peut écrire 


u' == Xu +X,u, + Xaus hete., 


pourvu que X, X,, X4, etc., soient des fonctions de x 
telles que par la supposition de x’ = x, on ait en même 
temps 

X=1, X =o, X,=0, etc., 


que par celle de x == x, , on ait 

Aao Ar 1, X,=0, etc., 
que par celle de x == xs, on ait 

X=0, A;j=0; X =1, etc., 


et ainsi de suite, conditions qui seront remplies si Pon 
prend 

_G— — x) (x — x4) (x — s3). . 

(x — x) (£ — x) ($ — D ARE 
_G—s)(r— x) (x — s3)... 

— (æ x ) (mi 20) (mi — xs)... 

(x'— x) (x — x) (das) 54 sus 

(Sa— x) (ra x) (xa— x3). eoo? 


X = 


Ka = 
etc. 


La loi qu’il faut observer dans la formation de ces 
quantités est on ne peut pas plus simple; leur numé- 
rateur contient, ainsi que leur dénominateur , autant de 
facteurs qu’il y a de quantités x, xı, xs, etc., moins 
une; et si l'on y fait les hypothèses indiquées ci- 
dessus, non- seulement on se convaincra qu’elles satis- 
font à la question proposée, mais on verra de plus com- 
ment il a été possible de prévoir qu’elles y satisferaient: 
on a donc cette nouvelle formule d’interpolation, 
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= (x — 21) (2° — Sa) (3 — 23)... i } 
T (x — x.) (x — 2) (x — xs)... 
Fe (x — x ) (x — xa) (x — xs)... 
Ge x ) (si xa) (ai xs)... °) 
E Li x ) (x — 2) (x — x3): .. 
(sa x) (sa 11) (Sa— 23). - 


+ etc. 


très commode dans la pratique, parce qwon en peut 
calculer chaque terme par le moyen des logarithmes. 
Il ne serait pas difficile de la ramener à celle du n° pré- 
_ cédent ,et même à celle du n° 382; c’est pourquoi je 
ne my arrêterai pas. 








Us 


387. Ici il est aisé de voir, d’une manière évidente, 
que le problème de linterpolation est indétermmé, 
quand des considérations particulières ne fixeñit pas la 
forme de la fonction qui doit représenter le terme gé- 
néral des nombres donnés. 

En effet, les seules conditions auxquelles soient as- 
sujetties les inconnues X, X, , Xa, etc., peuvent être 
remplfes par des fonctions bien différentes de celles que 
Lagrange a choisies. À 

On trouve d’abord l'expression très simple 

sin m(x’ — x) sinn(x— x) sin p (x —xs) etc., 
qui jouit de la propriété de s’évanouir, lorsque 
p. -S =S, I Eka; X = a3, etC., 
quels que soient les nombres m, n, p, etc. :on pourra 
donc poser léquation 

_ sinm(x— x) sin n (xx) sin p(x— x3) etc. 

—siom(x—x)sinn(x—x,)sin p (x — xs) etc. ’ 





dont le second membre se réduit à lunité lorsque 
x'=x; et sur ce modèle, on formera aisément les 


, 
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valeurs dé X,, Xa, etc., dans chacune desquelles on 
pourra prendre pour les coefficiens m, n, p, ete. , tels 
nombres qu'on voudra. ` 
Si de pareilles expressions s'accordent avec celles 
du n° précédent pour les valeurs de x comprises dans 
la série x, xı, x, etc., elles en diffèrent beaucoup 
dans les intervalles, dès que les arcs ne sont plus assez 
petits pour être sensiblement proportionnels à leurs 
sinus : on peut d’ailleurs substituer les tangentes aux si- 
nus, et les conditions précédentes seront encore remplies. 


388. Les formules d’interpolation s'appliquent d’une 
manière très utile dans la détermination approchée de 
l'intégrale fXdx, ou de la quadrature des courbes. La 
première idée qui s’est présentée sur ce sujet, a été de 
substituer à la courbe proposée une courbe parabo- 
lique, assujettie à passer par un nombre donné de points 
de la première : il est évident que plus ces points seront 
multipliés et resserrés, plus l'exactitude croîtra. 

En prenant d’abord la formule 

u = a+ 8x A yx” -+ ete., 
po représenter l’ordonnée de la courbe parabolique, 
aire de cette COnERe T T par 


Svd == ra p - A A + etc. + const. ; 


quant aux coefficiens æ, 8, y, etc., ils se concluront 
sans peine du développement de lexpression de v’, 
dont on voudra faire usage. 

. Si l’on emploie celle du n° 382, qu’on y fasse 


1 


4 = #, elle deviendra 
à =u + x’ x —1)du 


1,2 + 


x(x (r —2)Au 2 


gi fe ete., 
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et il faudra la pousser jusqu’au même nombre de termes 
que la précédente, c’est-à-dire celui des points par les- 
quels doit être déterminée la courbe parabolique. 
-Supposons que ce nombre soit 3 : on ne prendra que 
les trois premiers termes de la formule ci-dessus; en 
l’ordonnant suivant les puissances de x’, il viendra 


a=u, B—=Au—;4u, y—=}A4u, 


quantités qui ne dépendront que des trois ordonnées 
consécutives u, 4, us, répondant aux valeurs 
h=0o, hk=h, h'=2h, où x'=0, x'=1 x=, 
et si l’on assigne o et 2 pour les limites de fu'ds', sa 
valeur sera | | 
au + 2(4u— + Au) + $ Au 
= 2(u + Au + à: A'u). 
Dans ce cas, u’ serait l’ordonnée d’une parabole QR, 

r10.62. fig. 62, passant par trois points de la courbe propose 

DE, et fu'dx', l'aire du segment de çette parabole, 

compris entre la première ordonnée PM et la troisième 

P.M.. 

En général, cette parabole QR sera alternativement 
intérieure et extérieure à la proposée, et vice versá; 
en sorte que Paire de son segment différera dans une 
partie par défaut et dans lautre par excès , de Paire du 
segment correspondant dela courbe proposée DE ; et 
alors il pourra s’opérer dans le résultat total une com- 
pensation plus ou moins approchée entre ces différences. 

La formule précédente devient plus symétrique quand 
on remplace les différences Au et A'u par leurs valeurs 


U—u et us—2uku (378); 
on obtient, après les réductions, 


3 (u + Au, + us). J 
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Si l’on conçoit de même qu’il passe une nouvelle 
parabole par les points M Ms, M,, et ainsi de suite, 
et que l’on réunisse les aires de chacun de leurs seg- 
méns, on pourra embrasser une portion aussi grande 
que Pon voudra de la courbe proposée; et si la der- 
nière ordonnée est représentée par zim, m étant un 
nombre pair, on aura 


ie 3 hm A ua) + À (ua + fus + jð: . 
. . +; (ims + him: + 0 
Slut Lu) -+ 3 (ua Hu... uns) 
eau soa F umi). 


Ce résultat, d’une forme assez élégante, ne comprenant 
que des lignes qu'on peut mesurer sur la figure, peut ` 
servir à évaluer des aires renfermées par des courbes 
dont on n’a pas l'équation, aväntage que n'offre point 
la méthode du n° 233: Au reste, dans l’une et l’autre 
méthode, il faut calculer à part les portions comprises 
entre deux points singuliers ; » et müultipli ier davantage 
les ordonnées dans celles où la variation de courbure 
est le plus considérable. 


Del analogie des différences avec les puissances. 


389. Le Calcul différentiel et celui -des différences, : 
quoique étant bien distincts, comme on le verra dans la 
suite, ont néanmoins de grands rapports entre eux, et 
peuvent s'appliquer Pun à l’autre. Lorsque l’on consi- 
dère le premier sous le point de vue où Pa présenté 
Leibnitz, ou par la théorie des limites, il devient un 
cas particulier du second : on a dû le remärquer au 
commencement de cet Ouvrage; et pour le confirmer 
encore, je déduirai la série de Taylor, de l’équation 

Calc. intégr. 37 


) 
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U = U T Au + za A°u 


+ ma 2 naa) Gens 2) Au + ete. (377). 
1.2.3 
Soit u = f(x), et que la variable x regoive successi- 
vement un nombren d’aväroissemens égaux, représentés 
par &; la valeur v, sera celle que prend u quand x 
devient x -p na; faisant ensuite na =h, on aura 


h 


n=- et 
a 
=u PA Mema A*u 
de E— 2) 2e Au + etc., 


ce qui peut s'écrire ainsi, 
h Au R{(h— 0) A'u 


EPSE a Ta e 
RC LL du + etc. 


Maintenant, si l’on conçoit que, À demeurant cons- 
tante, « décroisse indéfiniment, ce qui revient à sup- 
poser le nombre n» de plus en plus grand, le second 
. membre de l'équation ci-dessus tendra. vers une limite 
qui s'ohtiendra en faisant 40, et en observant que 
les rapports ; 7 


‘Au Atu Mu 
5? etc. 


| a? a 
ont alors pour limites, les coefficiens différentiels 
du du dx 
Te Je’ “de rs, ete.: 
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on aura donc encore 


du h du k du k 

“Hir Cae ra tda ra to 
pour le développement de la fonction u, quand x est 
devenue x<+hA. C’est à peu près ainsi que Taylor est 
arrivé au théorème ci-dessus, qui porte son nom. 

Lorsqu'une fois on y est parvenu, la théorie ana- 
lytique du 'Calaul différentiel n'offre plus . aucune 
difficulté; ainsi ce qui précède suffit pour montrer 
comment il résulte du Calcul des différences. 


390. A l’aide du théorème de Taylor, le développe- 
ment des différences d’un ordre quelconque pour une 
fonction quelconque s'obtient sans difficulté. On a pre- 
mièrement 5 


di d'u A? d'u À 
un dis diras tir 


et si, dans cette équation, on met successivement Au, 
A°u, du, ete., au lieu de u, on formera les expressions 


dAuh , d'Au h’ Au k’ 


Au = 


rt data PTE T Ste 
dAuh d'A h? 

Su — a— — 

DE de T a. 
__ daÿ 2 
FA 


au moyen desquelles le développement de chaque dif- 
férence se déduit de celui de la précédente. On obtien- 
dra d’abord 


39.. 
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d'u °? duhk$ dtu hf 
Au a ina T daa e 
du A? d'u hf 
dæ à ‘ dzi2.2 z.a Tte 


dfu hf 
FHi23 3 + etc. 


Jl serait facile de trouver la loi que suivent les termes 
de cette expression , mais on y parvient d’une manière 
plus générale, au moyen de l’analogie qui existe entre 
la différentiation des quantités et leur élévation aux 
puissances, analogie dont le n° 378 renferme les pre- 
mières traces. | 


391. On a vu (27) j 
= 1 +< +2 E — + etc. °9 
et il suit de cette formale que 


yh du h du? A3 
dz 
: =r PH drag T te 


i h 3 
i du h du? h 
: E a T eP tes 


Si maintenant on transporte les exposans des puissances 
de du à la caractéristique d, le second membre de 
Péquation précédente deviendra 


du h d'u h° du À r 
dxı ‘ds 1.2 drag T eteo 


et sera la même chose que Au: on aura donc 
Xo —1 


Au=e 


pourvu que dans le développement du second membre 
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an transporte à la caractéristique d les exposans des 
A de du. A 

D’après ce résultat, Lagrange a remarqué le premier 
qu’on avait en général 


ana), 


en observant toujours de transporter à la caractéris- 
tique d les exposans des puissances de du. 
Depuis, on a simplifié cette manière Gii en posant 


a d, y 
a E- — Ja A'u = ex —) H; 

car il n’y a plus rien à changer dans le développe- 
ment; mais il faut bien se rappeler que la lettre d ex- 
primant une caractéristique et non pas une quantité, 
les équations ci-dessus ne deviennent effectives que 
par le développement de leur second membre. Voici 
comment Laplace a démontré ce beau résultat. 

Il est évident, par ce qui a été dit dans le n° précédent, 
que, quelle que soit pi di de A", on doit avoir 


au TE po PU put ge E re = prta ete., 


D 
L , A", etc. désignant des coefficiens qui ne dépendent 
que de n. Cette équation devant subsister pour toutes 
les formes que peut prendre la fonction u, conviendra 
nécessairement au cas où u = ef ; mais alors 

du d'u du i 


FF Todd ee = er 
Au a ut den du=(erti—es)(eh ea), 
ue" (e—1),......... Aue? (ehmm )”, 


Substituant cette valeur de ô"u, dans le premier 
membre de l'équation posée plus haut, et celles de 
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= Ts, etc., dans le second, il viendra 


(A = Ap A AAH ete., 


d’où il suit que les coefficiens 4”, 4”, etc. doivent être 
les mêmes que ceux du développement de (e“—1}", 
puisque l'accroissement doit demeurer indéterminé. 
Il ne peut d’ailleurs exister aucune difficulté à l'égard 
des coefficiens différentiels de u, qui se déduisent tous 
des puissances de du par le changement indiqué dans 
les exposans. 

La même relation entre les puissances et les diffé- 
rences se retrouve dans les fonctions d’un nombre quel- 
congue de variables, et se prouve d’une manière ana- 
logue. | 

du du 
= —h . 

392. De Au=e% — 1 on tire eì? = 1 + Au; et 

si l'on prend les logarithmes de part et d'autre, i 


viendra 
: Eh (1 + Au). 

Lagrange a encore reconnu que cette équation se- 
rait vraie, si dans le développement de l(1 + Au), 
on transportait à la caractéristique 4, Îles exposans 
des puissances de Au; on aurait par ce moyen 


7 h= Au— du +3 D CES (29). 


Au lieu de m’arrêter à demonter ce cas particulier, 
je vais prouver qu'en général . 
Ts k={1G+ Au}}°, 


en changeant Az”, Lu ete. en A'u;, Mu, etc., ou bien 
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aime {Ia 44) j'u, 


sans rien“ pia de le développement. 

Il est visible que la question revient à déterminer les 
côefficiens différentiels © T: z» etë, en fonction des 
différences successives de u, et que pour cela on a des 
équations de la forme 


n d'u n ;d n det z” 
A”u =i a À +4 ds POHA gam Ž hk +s ete., ; 
A 


artum S R 4, Ts 2 pata - etc. , 


+s 
Artu TE h+ st- etc., 


etc. 9 


dans lesquelles les cooficiens différentiels ne montent 
qu’au premier degré: on peut donc faire 
e 
H h" == Au 4- B'A t'u + B" A" ttu + BA Hunt ete. 
On obtiendrait facilement la valeur des coefficiens in- 
connus B’, B", B”, ete., par Pélimination successive de 
3 dtiu : s d'u z 
gpr Mt, me, etc. ; mai 
‘+ 

mais puisque l'équation hypothétique doit avoir lieu, 
quel que soit u , elle subsistera encore lorsqu'on y fera 
u= e”, ce qui donnera 

d'u 

dx! 
quelque valeur qu’ait le nombre entier à; et Pon trou- 
vera par conséquent 


(hi) + B' (eè e 1) tt Bet) + etc 


—e*, et ôu —ez(et — 1}, 


l 
` 
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Pour mettre en évidence identité des deux membres 
de cette équation, il suffit d'observer que 


da ICE aian S a 
parce que le développement de 1(1-+e— 1), ordonné 
suivant les puissances de e — 1, qui est 
ed = 1 — i (è — 1) 3 (èma) mamei lete 1)t + ete., 
étant élevé à la puissance n, deviendra comparable à 
la série 
(ei — + Be — 1)" + B'(e — 1)" -4 ete., 
dont les coefficiens numériques B', B”, etc. seront par 
conséquent déterminés. Si l’on dut ds à la place 
de e?— x, et Der à celle de 4”, on aura Péquation 
du za m= f! (1 + A) }"u, posée précédement. 


an faisant, pour abréger , e? — 1 =s , et développant 
(«— à His — 3st -+ etc.)”, suivant les puissances 
de «, par la méthode du n° 55, on obtiendra les va- 
leurs de B’, B", etc. 


393. La formule du n° 382 se déduit aussi du théo- 

_ rème de Taylor, qui devient une formule d'interpola- 

tion, lorsqu'on y remplace les coefficiens différentiels par 

lenr expression en différences, tirée du n° précédent. 
En effet Péquation 


Taau + A Aty t L Aue AS y teta 


danne 
d'u l ; At "Ati 


Si lon tirait successivement de cette équation les va- 
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du d'u d'u i 
. leurs de de de quete pour les substituer dans 
la série r T 
du À’ d'u # du K 
SR FA de 1. Ta Florian T S 


qui exprime ce que devient u lorsque x devient s- h", 
on aurait un résultat de la forme 


aP Faut+(r À + 5° pje 


+25 Le 75 HB”, 2) atu + etc. , 


B',B",B',,B";,B", , etc. étant ` , ainsi que £’, £", etc., 
des coefficiens numériques’ indépendans de %; et dési- 
gnant par A'u l’accroissement que reçoit la fonction u, 
. dans le passage de x à x + %', il viendrait 


P k oh ne 
u+ À u=u+ au (B z t2 7 A°u etc. 


Cette équation devant avoir lieu, quel que soit u, 
subsiste encore dans le cas où u= e7, et se change 
alors en 


; R! 7 R k’ . | 
ed" = 71: + 1)+(2 +8" e—a tete, 


dont on ramène, par le développement, le pre- 
mier membre à la même forme que le second, en 
R’ 
observant que e*==[1 +(ė—1)]}; ct comme en re- 
mettant dans le second , u, Au, Au, ete. , à la place des 
quantités 1, eb—1, (e— 1}, etc., on retombe sür le 
développement de u + A'u, on doit en conclure que 
R! 
u+ A'u = (r HA)" u. 


a 
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Ce résultat, aussi simple qu'élégant , a été présenté 
par Lagrange, comme une conséquence de l’analogie 
que les différences ont avec les puissances. En effet, 


= 
T” 
il suit de l'équation e% = 1 + Av (392) que. ..... 
du, w | 
ET (1h 4u)”, ce qui donne sur-le-champ. ... | 
h’ du s 


h' 
1HAu—= (1 + Au)#, puisque dx = 1 4u. 

En développant le second membre de cette dernière 
équation, et transportant à la caractéristique A dans 
le second membre, les exposans des puissances de Au 
on tronvera , comme ci-dessus, 

pn Lau FC h) ,, 
k (= h)(k'— ah) | 3 
hk.2h.3h RE 


Du Calcul inverse des différences, par rap- 
port aux fonctions explicites d'une seule 
variable. 


394. Le Calcul inverse des différences est, à l'égard 
du Calcul direct, ce qu'est le Calcul intégral, par 
rapport au Calcat différentiel : il a pour objet de 
remonter des différences aux fonctions primitives. Je 





+ 


(") Ces carieases analogies des puissances avec les différences et 
les différentielles , sent dévelnppées avec beaucoup d’étendue dans 
le 3e volame du Traité in-4°. J'y ai indiqué plusieurs Mémoires 
insérés sur ce sujet, dans les Transactions philosophiques, et 
quelques remarques de M. Herschef, dans l’Appeñdice qui a mis 
à la suite de la traduction qu’il a bien voulu faire, conjointement 
avec MM. Babbage et Peacok, de la 2° édition du présent Traité 
élémentaire. 
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m'occuperai d’abord des différences qui sont exprimées 
immédiatement ‘par la variable indépendante , c'est-à- 
dire où l’on a pour déterminer ts, une équation de la 
forme 


à 


Aur = f(x), 


Paccroissement de x étant constant et donné : je le re- 
présenterai à l’ordinaire par z. 

Soit premièrement r=1, d’où Au, f(x); pour 
indiquer l'opération qui doit fære revenir de Au, à üz, 
on emploie la caractéristique Z ,et l’on écrit en coa- 
séquence 

ZAu,=u, = Èf (x), 


les caractéristiques A et X indiquant des opérations con- 
traires, qui se détruisent lorsqu’on les effectue l’une 
après l’autre sur la même fonction. 

L'opération indiquée par le signe £ s’appelle aussi 
intégration ; car F f (x) désigne une véritable somme. 
En effet, si l’on apate les équations (1) du n° 375, ił- 

viendra 


Un == u =} Au + Au, + Aus.... -p Aln; 
et si Pon représente par a la première valeur de x, 
et par u celle de u,, qui Sy rapporte, on aurt, pour 
une valeur quelconque x =a -+ n}, 


Z f(s) =u + f(a) + f (a4 x) +f(a+ 22) 
ET ETER ... + fla 4 (n— 1)4]. 
Cette expression , qui augmenterait de f (a + nh) ou de 
f(x) , si Pon ajoutait Z à la dernière valeur attribuée à 
æ, et qui a par conséquent pour diférence f(x), se 
compose ainsi dela somme de toutes les valeurs que 
prend f(x) depuis x= «a inclusivement jusqu’à. .... 
æ—=a+#(n—1)k, plus de la première valeur de w 
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qui est indéterminée, et qui tient ici la place de l: 
constante arbitraire que le passage de us à Au, a pu 
faire disparaitre. 

Pour revenir de A'u, —=f(x) à uz, il est évident qu'il 
faut effectuer autant d’intégrations qu’il y a eu de diffé- 
rentiations, ce qu’on indiquerait ainsi. 

Z'A'u, = Uz = F'f (x). 
À chacune de ces opérations, il faudrait ajouter une 
nouvelle constante, ce qu’on peut voir aussi en obser 
vant que l’équation ô'us==f (x) , ne donnant les difé- 
rences de la fonction qu’à commencer de Pordre r, 
laisse indéterminées les r quantités 


u, Au, A'u,...AT'u, 
et par conséquent les r premiers termes de l'expression 


Un = += Au + <= Le aami Ani + etc. (377), 
au moyen de dii on passe de la valeur u relative 
à x =a, à celle qui se rapporte à x==a + nh. 


395. On voit donc qu'ici, comme pour les différen- 
tielles, Pintégration introduit un nombre de constantes 
arbitraires égal à l’exposant de l’ordre; mais il y a cle 
différence, que les quantités qui disparaissent q 
on passe aux différentielles, sont absolument constantes, 
au lieu que, pour se détruire quand on prend les difé- 
rences , il suffit qu’une quantité demeure la même lors 
qu’on passe de x à x + : et il en existe de telles; 
car il est visible que l’expression 


da 2g% uo a 25% 
? h ? h 


qui devient alors. 
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LE + ar), (Æ + a) |, 


jouit de cette propriété, quelle que soit la forme de la 
fonction 9. 

On fait entrer en même temps le sinus et le cosinus 
dans la fonction, pour qu’elle ne redevienne la même 
que dans le seul passage de x à x +2, ce qui n'aurait 
pas lieu pour une fonction qui ne contiendrait que Pun 
ou l’autre, puisque 

sin =a — sin 2x (Gh— x) = sin ( = 
h h h 2’ 

25% ax ( h — x) ax 
cos —— == cos EE = cos (ar — 27 ; 


h h 
nous donnerons dans la suite la construction géomé- 
trique de ces fonctions. 

306. Il est à propos de remarquer qu’en prenant 
l'intégrale de chaque membre de l'équation 
An + Av— Aw =œA(u+s—w) (376), 
il vient 
E(Au th Ar — Aw) =u 4 rp —w 
= ZAu he ZAp — ZAw, 
ce qui ramène l'intégration des différences polynomes 
à celle des différences monomes. 
De même l'éguátion 
aAu = A.au donne Z.8&ôu = au == au, 
par où Pon voit que les constantes passent , comme on 
veut, sous le signe E ou hors de ce signe. 


397. Lorsque f(x) est rationnelle et entière, Pex- 
pression de ,, en se terminant , en donne Pintégrale 
exacte. En effet, si m désigne Pordre auquel les diffé- 
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rences de cette fonction sont constantes (380), comme 
de A'u; = f(x), il suit A” f(x) = A'fmu, , et que ceite 
dernière différence est constante, on a sur-le-champ 


m=u+" buh = n(n — 1) Au 
ns i Ps Po. m -4 ED pem 
1.2.3... . (r4 m) 
u, Au, Au, etc. répondant à x =a; et si Pon fait 
a+ nh= x, u, deviendra uz. 
En posant, pour abréger, f(x)=#,, il viendra 


A'u =v, Au = Avy,......ATt"u—=A"y; 


oi 


u et ses différences jusqu’à l’ordre r— 1 inclusivement 
demeurent arbitraires, ainsi qu’on l’a déjà vu. 
Soit pour exemple 
Aux = x — 5x -+ Or — 1, 
Paccroissement de x étant 1; on aura r =1, m=3, 
h= ı1,et si l’on suppose a = o , on trouvera 
=—1, A4 =2, AW = — 4, 
Ap = 6 Alyve=0o (380), 
E(x — 5x -4 6x — 1) = 


m=u— ipa E Uag aca 2 


x(x —1)(x—2)(x — 3) 
Peca HSE 


_ 3s t— 26x +69 — 5 58x 


12 


d’où 


— + const. 


La formule générale de cet article comprend le cas 
dans lequel la valeur donnée pour Aus serait cons- 
tante : on aurait alors À°u ou As = o. 

On voit immédiatement aussi que 
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ax ah— ax  A.ax 


h A 
donne, en intégrant le premier etle dernier membre ? 


= + const., d'où Z1= ZE x = z 


398. Quoique la formule précédente suffise pour 
toutes les fonctions rationnelles et entières, il est à 


propos de faire connaître quelques autres ‘expressions 
qui ont aussi des avantages qui leur sont propres; et 
` pour commencer par celles qui sont les plus simples, 
je m'occuperai d’abord des produits composés de fac- 
teurs équidifférens. 
Soit 
u= x(x + h) (s424)... [x (m — 1)4]; 
si lon en prend la différence , an obtiendra 
Au = (s 44) (x + 24) (x +34)... .(x + mh) 
—ax(x+H A) (x 4- 2h)... [x 4+ (m= 1)4] 
= (x + 2) (x H24)......... [x + (m — 1)4] mh; 
5 Av ZAu _ _ u | 
et comme nÉ Hp S mA’ on aura 


Zs -+ A) lxh)... TEE 


— «(x + A) (x + 2h ae Ax + (m —1)h] Ponit 


St, pour ramener à = le nombre des facteurs affectés 
du signe Z, l’on écrit maintenant x — au lieu de x, 
ct m +1 au lieu de m, il vieñidra 


Ex(x + 4) (s +24)... Ce + (m—1)4] 


CAs +N) (+24)... Ce + nh] 
où (m+ 1)% s 
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On voit ici que dans l’intégrale, le nombre des facteurs 
surpasse de l’anité celui des facteurs de la différence, et 
que le diviseur est m-} 1 , ce qui est bien analogue à 





gmt 
la formule /x"ds == si: (167). 
On intègre aussi la fraction 
I 
” T alst h) (£ +24)... [$ + (m—1)4)] 


parce qu'en prenant la différence, on trouve 


I 
(x + h) (s +24) (x +34)...... (e F mh) mh) 


I 


EE DE Paparan 


— mh 


= a(s HA)(x +22)... (+ (+ mk) | 


repassant aux intégrales et mettant pour u sa valeur, 
. il vient 


Au== 


> s(x + h) ($ + 2%). . (8 + mh) mh 
I 
= mha (x -+ h) (x424)... [x + (n—i)h]’ 
et si Pon écrit m— 1 au lieu de m, on obtiendra 


EFA EFA.. oey 


— ] 


399. Les formules ci-dessus peuvent servir aussi ‘à 
Pintégration des fonctions de la forme 


Ax* + Bi + CxY + etc. , 





DE CALCUL INTÉGRAL, | 593 
parce que ces fonclions se transforment en produits 
de facteurs dont les différences sont constantes. Pour: | 
le faire voir, je choisis. cet R très simple”: Lx 
et je fais | o 


do de, (+24) (+34) ` 
FAE HAEHAA, 
en supposant que % désigné Paccroissement de x. Si 
l'on développe, et qu’on : ordonne suivant les puissances 
a e 2 : 
=x ER 114 LG 
OÙ Ax 3 hr L 24h 
+ Br. Fe. 
T TRE + C; 
et comparant entre eux'les termes affectés de la ème 
puissance de x ,.on formera les équations 


Gh+d=o, , . 3 
nA- 34h +- Bo, paea es 
6H 2At Bh 4Co, LR 


desquelles on- tirera n n 

4=—6h, Bæ gk, C=—h, mE 
í e P n 
V2 (s + h) (x + ah) (x 3h) …—6h{x +A) (èH ? T 

TO CP | 
ce qui donnen; en Yertu du n° précédent , se 
ze 25 à (+A) (e24) (234) UN 
— 2e(s4-4) (sta) 1 3 eh) Be cons, 

puisque ES hr — — hs (397)... 


400. Lorsque u= anti et que z3 est un nombre en- 
tier, il vient 
Calc. intégr. | 38 , 


fi Pr á 
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an= EN g eh + hani m—1/3L HOME D, m—a 75 
(mimm ma) asy, nds 
À TENE AK. Ham his, 
En intégrant terme à terme chaque membre de cette 
équation, remettant dans le premier ++, au lieu de u, 
‘et passant hors du signe X les facteurs cunstans, on 


obtiendra 


anti — zt aE S e E E Kai 


(m+i)m(m1) aii 
toam- HSx ms, ,, + mixe, 


Cette équation ferait connaître l'intégrale Ex", si Pon 
avait Enr", Ta, on oo Is, “ie bip tirerait 


(m + D PART 


ymt 
= a Fh | 

m=i m(m— Le D pma my „0 
{2 5 HT pza" + Arzat), 


Si Pon écrit successivement dans cetté dernière m—1, 
m2, m3, ete pour wi, &n'formera des expressions 
de 3x", Lam, Ex, alc , qui ne dépendront que 
des intégnales- -dos puissances de s qat leur seront res- 
pectivement inférieures. On peut aussi former ces va- 
leurs en remontant; et si Pon prend d’abord m= o, il 


vient Ix’ = 7 , comme dans le n° 397: x parce que la 


formule générale ne doit renfermer qai un nombre zz de 
termes affestés du signe 2.: 

Faisant ensuite m:=1, m= 2, m = 3, ełc., et tale 
tituant successiventetit pour Ta’ , 2x', Èx, ètc., les 
valeurs awxquelles on. parviendra, on formera cette 


table : 
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Ex° = À? : 
ee 
=k à 
a Is Tu I 
co "HR Fos 
1 xt r, I 
Sn CU Ti 
4 Ia LE 4 T CEVES | 
ir rats: 
13 I 5 E 
aee do do me 
etc., 


où, pour abréger, on a omis la constante arbitraire que 
comporte chaque résultat. 0 


or. Au lieu de pousser plus loin cette induction, on 
peut supposer en général 


Ix” = Axt e Bari -$ Car + Ds” Letc.; 
en prenant la différence première .de chaque membre, 
on trouvera 


M 1249 eh. 


+ do, ppd, dataan P-E Hete. 


OE OBB poky BEET) geepac 

| | NESE m—1 Pre 

bc C (9 CE etc. 

retc., 

et comparant er entre eux les termes affectés d’une même 

ns de x,on obtiendra, entre les coefficiens À, 
» C, D, etc. , les relations sujvantes : 


a e 
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I 
7 Gn+i}h” 
8480? = —— 3 ; i | 
(momie mh `< 
CA, as — B Fra ? 3 , 
sarih = w 
D—— atom mL __grim oh a (m =}, 
2.3.4 |: 28. : 
etc., 


avec lesquelles on delaira aoileiieni les ubs des autres 
les coefliciens de l’expression de 3x", quel que soit 
exposant m. En calculant immédiatement les douze 
premiers ter mes, on trouvera ` 











: art 1 e 
F {ati 2, | 
LUE m(in1)(im—2}} EE 
T 2:3 2 ä 6.5 . 2.3.4 à 
I m(m—=1) (m—2) (m—3) Cup 3 
+ ëz o 0 a34 O 
3 mm). .. (m= 6) ` ii 
a 10.9 3.3... E bé 
… & min—1)....{(m— 8)49 z 
+ 6.11 2,3....10 l aa 
691 m(m—1).. (a—10)A" mi 
7 210 13 oi. « ‘12.4....12 CA - 
35 _ méme-x).. (m—12)4"3 . e 
T aaa a e a 
"3619 mmæi)....(mi4Îns T a 
pi 30.17. rD RTE j 
43867 m(m—1)... .(m—16)47 a 
kna 2. 19 EDE d 
1222277 :  Mm(m—r).. Pistes mn 
77 pio.2t SR RS : 
g + etc. Le vorst., Fe i o 


t > 4 
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formule dans laquelle les coefficiens exprimés en 
nombres méritent attention, parce qu'ils reviennent 
souvent dans la théorie des suites. 

Je ferai observer, avant de finir cet article, que si 
Pon multiplie Zx” par h , et qu’on passe cet acerpisse-. 
ment sous le signe Z, on aura Péquation ` 


<? LA 
o 





grt 1 ı mh? 
Zx"h =. i mesk ui bars 





A N const. 


lorsque h s’évanouit, cás auquel an. se Ste en. 
fs"dx, d’après ce qu’on a vu dans le n° 236. 


dont le second membre a pour limite 2- 


fon. Ce qui précède fournit le’ moyen d'intégrer 
toutes les fonctions algébriques, rationnelles et env 
lières, dans le cas où la variable. indépendante reçoit 


\ 


un accroissement constant. a pour exemple la fonc- 


tion 

AP + B $ C+D; 
en observant que- ' 
ED Cut D) mx AE BEx'4+ Cast DES, 
et mettant pour Zx’, Ex’, Zx et Zx°, leurs valeurs, 
on, trouvera 


t 


E(Ax + Br° + Cs+D)= 
A a= 3Ah—2B À Ah° 26h20, 
ARS TOR. -4h 
ALL —3C}+6D ai coui. 

i 6h . 

403. Dans Pintégration des’ fonctions transcen- 
dantes,'je me bornerai aux fonctions ex ponentielles 
et circulaires. On a pour les premières 


A.a7 = až(a* — 1); n 








+ sotd. 
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don il résulte 


a? = Za”(ai — 1)= = (ai — 1)5a® 
et' 
` z 


Zaf = — 
at — 


hok. Pour les fonctions circulaires, on a 1°. l'équa- 
tion 

cos A — cos B = asin ni(4— É}sin} 2(4+8B), 
qui donne 


N 


AnS Ea Asin(x+1), 
g’ où l'on tire | 

Acosx “°. ` Acos(x—:}}) 

sin(s -+ i $) = Á— ——, et sins = — ——— 

( +54) ” 2sin3k’ 2sin sh '’ 


en écrivant x— $ h, au lieu de x; prenant ensuite Yim- 


tégrale de chaque membre de la cerniera équation, 
on obtient l 


s(a —; h 


Esin sza, 
sé 2sinġ h 


const. 

2°. L’équation 

sin A —sin Dex a gin t (A m B). e(a + B}, 
donne PRES 
A sins = sin (= +A) — sins = 2sin; hcos (x + 1h), 
doù il suit T - | 

© Asinx - i — i} 
NET : in” CRETE) 


| n (x — -= / 
© cos s = inai + const. 


'2 sin + 


3°. La conversion des Suaa de sinus , de cosi- 
nus et de leurs produits, en fonction de sinus et de 
cosinus d’arcs multiples, ramènera aux deux formule 
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précédentes, l'intégration de la fonction générale 
sin x" cosx”, lorsque Jes exposans metn seront des 
nombres entiers positifs. | 

En effet , cette fonction sera changée en une suite 
de termes de la forme Æsingx,ou 4 cosgx, dont les 
intégrales se déduiront de celles de 4 sin x et de Æcosx” 
en écrivant gx et qh, au lieu de x et de ; et il est facile 
de voir que l’on aura en général 


Z sin (p + gx) tes zgh) + conet., 
—} gh 
Z cos (p + gx) = ipti 7 CE Li) E ionak 


05. L'utilité dont est l'expression de Zu, pour la 
sommation des séries, a porté les Analytes à sen 
occuper beaucoup, et ils sont parvenus à lui donner 
plusieurs formes très élégantes : Euler la fit dépendre des 
coefficiens différentiels de z et de lintégrale fudr. On 
arrive-à ce résultat en partant de la formule 


de h d’z. h° dìs R 


as ads A deraa s 


qui donne : 
h dz h? d’z h’ 
ama aF Etre 


da ee 
2 Te + etc. | 
Si l'on fait = = u, il viendra s= m et 
fudse h£u + nr rP -+ mz Ta = pete, 


en représentant par &, a y, etc. les coefficiens numé-- 
riques; on tirera de là - 


I du. an PU 
| Zu= g Jude — ahg a #5 Zn ec, 
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ne du 
expression qui, par le changement de z en Ta’ 
d'u 


—-, etc., conduit aux suivantes: 
dx?’ i 


du 1i) d'u d'u 
ET =; 4 — hs Ts E gp ete, 
d'u .ı du d'u se du 
D FT Sa 3 de —sh2s— rase 
d'u 1 d'u d'u : 
Rp de “m ah 3 dai — hi zE Ts — lc. 9 
etc. (*), 


avec lesquelles on éliminera successivement de la va- 
leur de Zu, les fonctions 

du du du 
dx”: 2 Tr 275) etc. ; 

et il est aisé de voir que le résultat sera nécessaire- 
ment de la forme 


2 


u m= } fuds + Au + Bh E + Ck FE ete. 


La détermination des coefficiens Æ, B, C, etc., s'opère 
ici comme dans le n° 391, par la considération de la 





(*) On forme aussi ces expressions, en observant que 
z a Lzy , Ce qui se prouve ainsi : on a d'abord dâu = Adu, 


puisque 


dâu == d[ flx + h) — fry] = [Fix + h) — Pr) de, 
adu = Af (x )dx = [f'(x + h) —f’(x)] dz ; 


etensuite, si l’on pose Xu = U , ce qui donne u= AU, il vient 
f * du= daU= AdU, 
Jdu = X44 U = dU = džu. 


d'où 
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fonction particulière e7, pour laquelle on trouvé. 


e? E; d™, e7 p 
ae eR e an 
doù il suit 
IO OI Tr | 
in = gt A4+Bh+ Ch + etc., 


ce qui montre que les coefficiens 4,8, C,etc. ne sont 
autre chose que ceux qui multiplient les puissances de À 





dans le développement de la fonction , réduite 


e —1 
en série ascendante par rapport à cette lettre. 
Si Pon met pour e*— 1 sa valeur 


h be ē a 
E A 1.2.3 + etc. (27), 





il ne sera pas difficile de calculer au moins les pre- 
miers coefficiens 4, B, C, etc. : on trouvera 


I ‘I do | 
2 | 12 720 


et par conséquent `>, 


I I h du Rh du A 
Ae A di a dx 720 dei T Fo )- 
mere cemeencqureens pmmmaenammunes 
(*). Tous les coefficiens des püissances paires de h' sont nuls; 
cela est prouvé, ainsi que la loi générale des autres, dans. le 
Traité in-4° , t. III, p. 106 et suiv. . | ; 
. La même formule donne pour Judx ,vhe valeur qui peut rem- 
placer avantageusement la formule (III) du n° 233, surtout quand 
on y substitue, au lieu des coefficiens différentiels, leurs valeurs en 
différences (392). Le résultat , comme ceux du ne 388, peut s’ap- 
pliquer aux fonctions dont on n'a point l'expression analytique, 
mais seulement une suite de valeurs numériques. (F oyez le Traité 
in-4°, t. HI, p. 182 et suiv.) i 


° 
, 








6o2 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

406. On obtiendra de la même manière, et sans plus 
de difficulté, les intégrales ZZ4, ou Z'w, Z22°u, ou Zu, 
et en général Z"u; car la TE 


z 


Amz — == = hn a2 TSF Z m4 + 8 = Z pate + etc. 
& 
hm „d"s Iom nes nd 
a h"E re at Z EE sh g Ten + etc.; 
faisant ensuite - —z =u, on aura s—/"udsx®, et par - 
conséquent 
u=; - [Tudx™” — shz" dus — BE" — ete., ; 


— ; ; i d'u ne 
où l’on mettra successivement ——, —-, etc., au lieu 
dx” dz?’ 

de u, pour obtenir les. valeurs 

nd I i d°u onu  : 
X = za Lara RE" — 8h I" — etc., 
pte t= gaS uds" aha" LS der _ etc., 
etc., \ 
j < pon T m reteg de- 
Pexpression de £"u. L’équation finale pourra être re- 
présentée par 


A 
Zu == Ji frudzr + I [ "uda" 


à Paide desquelles on chassera £” 


+ = [rudes + d fudz 


du sd°z 
+Nu+ Ph + Qh Je tetes | 


. 
~s < 


5 

P 

= 
` ` 
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et lorsqu'on fera ue”, elle deviendra 
I B ` M 
k (in =L+ TE: eet 
| + N + Ph + Qh + etc.: 
les coefficiens 4, B,.......... M, N , etc. sont donc 
encore ici ceux qui Aet uE les puissances de h dans 


le développement de ——— =D" etde là. résulte, entre 


1)" 
les intégrales et les puissances négatives, une analogie 
qui n’est que la continuation de celle que les différences 
ont avec les puissances positives , en sorte que Pon doit 
regarder les intégrales comme les différences d’un ordre 
dont l’exposant est négatif. Il est visible, en èffet, que 
d’après ce qu’on vient de voir, on peut poser 


pourvu ie le développement on change les puis- 
n Fe | j 


sances 3 en obser vant que dans. ..e U09 oo 
d 


| Ted ua, d-? équiyant à /?, ou bien encore écrire 


à —m 
cn h ` 
E”u = ed — ) u, 
exprsssions qui se déduisent de celles de A"# (391), en 
affectant l’exposant m du signe —.. 


4o7. L'intégration par parties se pratique sur les 
différences aussi bien que sur les différentielles. Soient 
P et Q deux fonctions quelconques de x; on fera 


XPQ = QIP +3, 
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z étant une fonction inconnue de la même variable; 
et prenant la différence de de membre de cette 
équation, on aura 

PO= (OH AGP AP) — QEP + 4s; à 
développant etréduisant,en observant que QZ AP=PQ, 
il viendra 
o—AQ2(P+AP) + Az, qu 4s = — AQX P +AP), 
et par. conséquent ‘ 

A z=- IAQ (P 4AP), 
puis 
IPQ = QEP — IAQEI(P +AP)......:..(4),. 

formule qui devient 
IPQ == QEP — ZAQEZP, (1), 
lorsqu'on. écrit P, pour P + AP. | 
Si dans la formule (4) on change Q en 4Q, P en. 
EP, , et qu'on observe que 
ZP,+A:P, —z:(P,+AP,)=zP,, 
on en déduira | 
© . ZAQEH, = AQZP,— 5A'QEP,, 
et la formule (1) deviéndra 
EPQ = QEP. — AQE'P, HELQEP, (2). 
- Changeant ensuite dans l'équation (4), Q en aQ, 
P: en Z’P,, puis remarquant que `. 
T Z'Pa+ 042 PE P. 
on trouvera | 
ZA QEP, = A'QEP,— IA OEP, 


et la formule (2) deviendra 
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sPQ— QEP —4 QEP, + QEP, — Is QE Ps, 

ce qui conduit à expression élégante 
EPQ = QEP — AQE'P, + A QEP, 
… —A QZP + AtQESP; — etc., : 

donnée par Taylor, dansles T'ransactionsphilosophiques. 

‘Si Pon y met paur .P,, P,, Ps,etc., leurs-valeursén 
P, et qu'on æffectue les intégrations qui deviennent 
possibles, elle se change en > . 
ZP Q=QEP—A QC(EPHEP) aO P+ in 

—WQ(Z PAI P P- PHE P) -ete 


C'est sous cette forme que Condorcet l’a présentée 
dans son Eésaisur l'application de Analyse à tæ proi 
babilité des décisions , page 163. 

Elle s'arrête toutes les fois que la fonction Q mène 
ä des différences constantes dans un ordre quelconque ; 
et si la fonction P est susceptible d’un nombre suffisant 
d'intégrations successives, on párvientà l'intégrale exacte 
de la fonction’ PQ. 


Application du calcul des di ifférences à la 


sommation des suites. 


408. Dans une suite güeleongüe 
u, uU, 9 Ugy . o Unal) Un) 


le terme général w, peut être regardé comme la diffé- 
rence de la fonction qui exprime la somme des termes 
qui le précèdent, en sorte que si l’on fait 
, ; E 
` u -+ ui 4 ua. sie s -fe Un = 0. 
on aura 
AS un et Sri == Eus (394). 


6o06 TRAITÉ ÉLÉMENTA ME 


Il suit de là, que la somme entière, en y compre- 
nant le terme général, sera 


Sn = = Eu, + Un. 


On voit aussi que S, résultant de Sı par le chan- 
gement de n enn+-1, l'expression de S, peut se dé- 
duire de la même manière de celle de Z2u,. 

Si donc f(x) désigne le terme général d'une série 
quelconque, dans laquelle la différénce de la variable 
indépendante soit h, la samme de cette série, que je 
représenterai par Sf(x); sera 

SE(x) = Ex) + f(x), 
ou bien s’obtiendra en mettant x h au lieu de x, 
dans Zf(x); et il ne faut pas manquer d’ajouter au 
résultat une constante arbitraire. 

Lorsqu'on ne demande la somme de la suite que 
pour des valeurs entières de. l'indice, la constante ar- 
bitraire étant alors une véritable constante (395), se 
détermine comme celle des intégrales aux différen- 
tielles. Si Pon fait commencer la suite au terme cor- 
respondant à l'indice s=sa, et que lon ait en général 

Sf(x} == = F(s), + conet. , 
il faut que 
F(a) + const. = f(a), d’où const. =f(a)— F(a), 


et Sila) == F(s) — F(a).+ f(a). 


Si lon arrête la suite au terme correspondant à Pin- 
dice x =a 4- nh, il viendra , 


f(a) + fla + h) + f(a + 2h)... . + f(a + nh) = 
F(a+n4)— F(a) + fa), 


ce qui se réduit à 
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r f(a -4+ h} + fla a EE = 
F(a + nh) — F(a) : | 

et montre, comme on devait s y attendre, que le terme 
f(a) ne fait point partie de la somme SHx), prise eńtre 
les limites s =a et s = ä 4+- nh, mais que si Pon veut 
englober ce terme, il faut prendre la somme depuis: 
s=a—h jusqu'à x =a + nh. 

409. Venons maintenant aux applieations. On dé- 
duira des formules du n° 398, 


Sxfx + h) lath)... Cx + (m— 1)4) = = 
x(x +h) (x 4- 2h)... Ne + H mh) = 
(m4 h F aonet., 


h = mai 
SG +7) (x + 2h). [s +(m—:1)#] 
— 1 

| eo 1)AGx + A(s + 24).. + Ur = 1)#]} 
expressions au moyen desquelles on obtiendra les 
sommes des séries directes et inverses des nombres fi- 
gurés (*). | 
Pour les premières, dont les termes généraux sont 
| x (s+r) as(x+i) (+2) | 

| T’ I.2 ”’ 1.2.3 
ou fait A=r, et successivement w—1, m= 2, etc. ; 

il vient 

gen) a41) s(#+1) (x+2) 


1:23: 77 1.2.3 


+ const., 


2 etc, 


SE const. . 








(*) Voyez pour ces séries le Compl. des Elém. d'Algèbre. 
I! est bon de remarquer qu’elles sont identiques avec les coefficiens 
des “puissances de z, dans le développement dé (1+z}-+. 
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x(x + Xe+2) 2) + 1)(x+ 2)(x+3) 
Lo FR ones 


S ————— 
etc., | 
où l’on peut supprimer les cohstantes, parce que toutes 
ces expressions s’'évanouissent.quand s= 0. 

Passant aux séries inverses , dont les termes généraux 


sont l . . 
1 1.2 +. 


P GT) FEF)’ A 

on trouve lą seconde formule en défaut pour la pre- 
mière série, à cause du diviseur 1—1 ; mais pour les 
autres, on a 


Rs + 
S i D SE LT RE š 


à 
1. DAA O DATE e 
aE TETE o +1) +2) 
etc. 
En déterminant Jes E pour que les sommes 
partent du premier terme, qui est l’unité dans chaque 
série, on trouve les expressions 


2 2 ES 3 

| 1 xer’ 2 (s+i1)(x+2) 
qui, se réduisant à f, 3, etc., lorsque x est infini, 

donnent les limites des séries 


const, 


9 etc. $ i 


I I I 
itat g totem tee 

I I I 1.2.3 
D TT MODES 


elc 


410. En mettant x -+h au lieu de x, dans l’expres- 


sion de Zs” (401), on obtiendra de même Sr", c'est- 
/ 
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à-dire la somme des séries 
I 9 gm 9 3”; eeo oe g”. 


Si Pon développe en particulier Sx°, et qu’on fasse 
h=1, il viendra, après les réductions, 


3 2, 
| Sx = RE + const. , 


pour la somme de la suite des quarrés 1,4, Does. 


411. On conclura des numéros 403, 404, que 


| | afti, 
Saf = F + const., 
. COS a + 1h) 
S sings =— “sinih h + const. , 
__ sin sin (+24) h) 
Scos x = Fan cn ui const. 


Pour obtenir, par exemple, la somme de la série 
sina, sin(a—+k),...sin(a+nh), 
il faudra prendre Ssinx, depuis x =a —k jusqu’à 
æ—a+nh (408), et il viendra | 
cos{a—1}h)—cos(atnh+ 1h) _sin(a+ snh)sins(n+ (at i)h 
N 9sin5h ` singh 
L'expression générale de Zu du n° 405, donne aussi 
ur $z.une formule générale dont on trouvera plus 
loin (435) une application remarquable. 
De l'intégration des équations aux différences 
a deux variables. 


42. Jusawici jai supposé que la différence de la 


fonction cherchée était donnée explicitement par la va- 


riable indépendante; je vais maintenant m’occuper es 
Calc. intégr. 
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cas où Pon a seulement une équation contenant cette 
fonction , ses différences , la variable indépendante 
et son accroissement. Si la fonction y dépend de la va- 
riable x dont accroissement soit constant, Péquation 
proposée sera comprise dans la formale générale 


F(x, y, AY, 4°y, etc.) = 0, 
Il est à propos d'observer que l’on peut en faire dis- 


paraître les différences Ay, A°y, etc., en les rempla- 
cant par les valeurs consécutives de y, puisqu'on a 


Ay = Yı — Y, AY = Ya — 2y: F Y, ete (377); 
et le résultat prendra la forme 


F(s, Y, Yı Ya, etc.) = 0, 
dans laquelle on voit que toute équation aux diffé 
rences fait connaître la valeur de la fonction cher- 
chée, par le moyen d’un certain nombre de valeurs 
antécédentes. 

Si l'équation était du premier ordre, par exemple, 
on aurait yı, par Je moyen de y; si elle était du 
second, on en lirerait Ys, exprimé par y, et pary, 
et ainsi de suite. 

Il est facile de s’apercevoir qu’une équation quel- 
conque aux différences équivaut à une série, dans 
laquelle on obtient chaque terme par le moyen de 
sa relation avec ceux qui le précèdent et avec Pin- 
dice qui marque le rang qu'il occupe. En cffet, lors- 
qu'on a, par exemple, Ja = f(x; yY, Yı), on en déduit 
paie +h > Yu Ya)» y= (s+ 2h, Tay Y3), etc., 
h désignant accroissement de x, et Pon forme ainsi la 
s'rie 


Jr Jar Yas V3 Var Etc.) 
au moyen de ses deux premiers termes. 
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Ce cas particulier suffit pour montrer que dans la 
série résultante d'une équation quelconque aux diffé- 
rences , il y aura toujours autant de termes arbitraires 
qu'il y a d'unités dans exposant de Pordre de cette 
équation. 


413. On peut dane toute équation aux différences 
en une équation différentielle d’un ordre infini, en 
substituant , au lieu de Ay, A*y, etc., leurs dévelop- 
pemens d’après le n° 391; et il n’est pas moins évident 
que l’on convertirait aussi toute équâtion différentielle 

en une équation aux différences d’un ordre imfini ; 
en remplaçant les coefficiens différentiels par leurs 
développemens tirés de la formule du n° 392. 

Il ne paraît pas que ces transformations, quiont l'in- 
convénient d'introduire un nombre infini de termes, 
puissent être, en général, fort utiles pour l'intégration 
des équations; mais elles sont très propres à faire sentir 
ce qui distingue le Calcul différentiel du Calcul aux dif- 
férences. Elles prouvent que par la nature de ce dernier, 
les différences de la variable indépendanje doivent 
être nécessairement déterminées; car si l’on avait une 
équation entre 


S, Y, 4x, AY, DY, ete., 
dans laquelle accroissement As demeurât indéterminé, 
qu’on la développät suivant les puissances de Ax, Ay, 
dy, etc., ce qui lui donnerait, la forme 
Aba + Bağ.: | nn. 

+ Cix’ + Dasay + Eby Fa >| —=0 

+ etc. 
on y pour rait substituer, au lien de Ay , À°y, etc. , leurs 
développemens; et comme Ax y restcrait encore in- 
déterminé, il faudrait que lės cocfficiens des diverses 

39.. 
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puissances de cet accroissement s’évanouissent d’eux- 
mêmes. On obtiendrait ainsi, entre les variables x, y 
et leurs différentielles, un nombre infini d'équations 
qui devraient s'accorder entre elles, pour que la pro- 
posée signifiät quelque chose ; et dans ce cas, elle ne 
serait équivalente qu'à la première de ces équatiuns, 
dont les autres deviendraient les différentielles suc- 
cessivese 

En ne supposant l'équation aux différences que du 
premier ordre, ce qui la réduit à 


AAs + BAy + CAs + DAxAy + Eby +eic. = o0, 

et prenant | 
_dy4x , dy ôr’ d'y As’ 

xs dx1.2 ‘dr Late 


il s'est 
+e% 
d ) ri 
ey y 
B ds! +D 
Ax’ -f etc. ? = 0, 
+À LÉ 
pe 
1.2 ds? 
d’où l’on tire 
dy n dy* dy B d'y 
BŽ +4=0, Ep tP t t nia Te: 


? 


et si cette suite d'équations ne peut avoir lieu, la 
proposée ne pourra se vérifier qu’en assignant à Ax 
une valeur particulière. 


Gé. Ces préliminaires posés, j’entre en matière 
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par l'intégration de l'équation générale du premier de- 
gré et du premier ordre. Je suppose que la dilférence 
de la variable x, ou As, étant 1, on ait l'équation 
Ay + Py =Q, analogue à léquation différentielle 
traitée dans le n° 285; un procédé semblable à celui 
du n° cité conduit à l'intégrale de la première, 

Si Pon fait y = uz, il viendra 
Ay = uAz + zâu + AuAz, 
ce qui changera l'équation proposée en 

uAg + zôu + AuAz + Puz =Q; 
et posant séparément | ° 

zu + Pus=o, ou Au 4 Pu=o, 
il restera Az + AuAz= Q, d’où l’on tirera 
` Az = -e et z=EĒ Q 
| Uu fe AU . u Au 
la question se réduit donc à intégrer l'équation 
Au + Pu=0, 


dans laquelle on peut séparer les variables, en lui don- 





a 
é 


nant la forme 2x = — P, puisque P est supposé ne 
contenir que x. Soit u= ¢', il en résultera 
Au = è (eft—1) et =i am efla J REP P, 
doù l’on tirera | 
At=i—P, At =l pP) et t= E(P). 


Mais la somme des logarithmes de la fonction 1 — P 
répond äu produit continuel des valeurs successives 
qué recoit t ~= P entre les limites de l'intégrale, c'est- 
a-dire à 


N 
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(1 — Pz) (1 — P ra) (1 — P2.3) . . - . (1—P.) (408); 


: + 
si l’on désigne ce produit par [1—P,_,], lexposant s 
marquant le nombre des facteurs, on aura 


z 
t =l [r — Pz], 
d’où l’on conclura 
x 
u = e =f — Pi] $ 
et si l’on fait attention Le u -4- Au = a, , on obtiendra 
u+ Au=[i Ê] c s= E Ln 


C —P,1 


ce qui donnera enfin 





y=[—P.]z- Q PE 


la constante arbitraire étant comprise dans l intégrale 
‘indiquée. 

C'est à peu près ainsi que Lagrange, qui le premier 
fit voir l’analogie que les équations aux différences du 
premier degré ont avec les équations différentielles 
du même degré, a intégré, en 1961, l’équation traitée 
ci-dessus; il applique ensuite son résultat à l'équation 
yı= Ry+ Q, qui revient à y+ Ay = Ry + Q. En 
compatrant’cette dermière avee Ay.+ Pry=Q, ona 
P=1 —R, 1—P=R, et par conséquent 


TS CR.) 

[R] 
on le développement du produit [=P J 
semble supposer que la différence de x soit égale à 
Puanité, on peut néanmoins conserver l’expression pré- 





A 
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cédente, lorsque Ar = À, en concevant qu’elle répond à 
(1— Prai) (i — Prst) (1 — P 82) etc., 


ou bien transformer Péquation proposée en une autre, 
en faisant x = hx > Ce qui donnerait A= aR et 
_AX =EL 
Lorsque le encen R est constant, on a 
y= R"; a: ; 
et s'il en est de même de Q, Tintégration indiquée sef- 
fectue facilement : on obtient dans ce cas 


-2l — = | Q nn au 
pére Rmn RE (08); 
et 3=R° PES 5 + conf 


En général, la valeur de y pourra être délivrée da 
signe d'intégration toutes les fois que Q sera une fone- 
tion rationnelle et entière de x. 

415. C'est ła méthode donnée par d’Alembert, pour 
les équations différentielles du premier degré , et dont 
j'ai fait connaître l'esprit (320), que Lagrange ap- 

plique aux équations de ce degré et d’un ordre quel- 
` çonque aux différences; mais j'emploierai ici le pro- 
cédé par lequel il est revenu sur ce sujet en 1799, et 


que j'ai déjà exposé, d’après lui, pour les équations 
différentielles, . | 


Premièrement, la valeur complète de y; satisfaisant 
à l’équation 


Jzn + PrYz+n + QcYz+n—s: . + Uzyz=0 (4); 
d’un ordre quelconque et du premier degré par rapport 
à la fonotion Ya, s'obtient comme çelle de y dans le 
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n° 309, lorsqu'on en connait un nombre. z de valeurs 
particulières; car il est elair que si 
Yz Yz, Y'a» seo o 
sont des fonctions de x qui satisfassent séparément 
à l'équation (4), de do 


Ya =C Yat CYF sA C'y"tetc. 


y satisfera pareillement, sans détermination des cons- 

tantes C’, C", C", etc.; et quand le nombre de ses 

termes, supposés absolument irréductibles entre eux, 

sera n , elle sera l'intégrale complète de celte équation, 

puisqu’elle renfermera n constantes arbitraires. 
Secondement, Péquation 


Yzy tP iyara + QrYztn se HF Uys = Ve (B), 
qui a, de plus que la précédente, un second membre 
dépendant de x seul, s’y ramène de même que dans le 
n° 3r4, en regardant les constantes C”, C", C7, etc., 
comme des fonctions de # Dans cette hypothèse, 
l'expression 
Jz = C'eY'z + Cey "st Czy” z + etc. 

conduit d’abord à , 
Jam C a4 zmt Ce Y"a tH Cry ze tete., 
résultat qui se transforme en 
Yra — Cy zu + Czy" nm + c” 29” zu + etc. 

+ y aA at y" EPR. 2i 3t y "zA" + etc., 
en mettant pour C'otis C'rms ete. , leurs valeurs 

Ca+ACs, C's+AC'e, etc, 


et se réduit à 


Yan = Pr Cey Tipt + C'>Y" z+ + y re | CC.» 








| DE CALCUL INTÉGRAL. 617 
lorsqwon pose A 
Y s44C z+ Y'a AC" 2A y aA + etc. =0 (1), 
de même que si les quantités C's, C"z, C”z, etc. y 


fussent demeurées constantes. En faisant de nouveau 
varier x, on obtiendra 


OAA z+a+C” sY or z+s etc. 
= C zy’ s+s + C zy" za t C "zy" z+s Fete. 
+ Yat AC Hy" 2484 C'o + Y" 244C" s Hete., 


résultat que lon réduit à 
Yapa =C sy ste + CEY ays + Ce "spt elc, 
par la supposition de 
Y a+såC st Y'a414C" 2 F Y" spAC"s+etc.=o (2). 
Faisant varier x une troisième fois, on parvient à 
Yrs = Ce +3 + Czy" s43 F Czy" 543 + etc., 
en posant 
V'z430 Ca + y"z434C"s + 3"z434C"z + ete.=0 (3), 
et lon continue ainsi jusqu'aux équations 


mc) ltn- t C" 2Y aie + CeY"z+n-utete. ? 
Y TrA C'+ I ss âC" Y aa À C",+ete=—0 (n— 1). 
Maintenant, si, dans la valeur de y,,:_,, on change x 
en x+1, on trouvera 


J'z+a— C'oY'z+n + Cy agi -} CV sis + etc. 
1 +y ROC: + y Pen C'a + J"a+n0C'> + etc. ; 


mettant dans l'équation (3) les valeurs de . 


Ya, Jr ° “. VYz+niu) Vz+n) 


en observant que, par A a et d'après l'équa- 
tion (4) > 
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Y oyi + PIY sanmi + Oy zji + Ury z = o, 
Li u i #” 

Y sn + Pay atom + Q:7 2+n—8 0: + Uzy s= ©» 
Lod f fi Cad 

Y zen ~{= Piy" synat Qy” s+n-s: + Ury z — 0; 
etc., | 

ìl restera 

Y aað C Hy" or Cat V rs Cr etc. = VF, (7n). 

On conçoit facilement qu'avec le secours des équa- 

tions (1), (2),....(n—1), (n), on déterminera en 

fonctions de x, les différences ACz, AC",, AC": , etc., 

ce qui réduira la recherche des quantités C’, C”, C”, ete, 

à l'intégration des fonctions d’une seule variable. 


416. On ne sait pas intégrer en général l'équation 
(4) ; mais lorsque ses coefficiens, au lieu d’être des 
fonctions de x, sont des constantes , que l’on a seule- 
ment 


Vz+n -+P Yran + Qy z4n—s tRy L43 + Uy z—0... (4) T 


on y satisfait en faisant y, = m”, d’où il résulte 

Yrp =M H, Ysa M a T Jaan am; 
car elle devient 
m" +4 Pm"—' 4-Qm"— + Rmw"™. .. HU = 0... (A"), 
et se vérifie si Pon prend pour lindéterminée m, 
les racines de cette dernière. Si donc Pon désigne 
par m’, m’, m”, etc., ces diverses racines, on aura 
(n° précédent) | 

Yz = Cm + Cm" + Cm" +... 

Cette expression présente, par rapport aux quantités 
m, m”, m”, etc., les mêmes circonstances que Pinté- 
grale de l'équation différentielle 

d'y + Pdxd®'y + Qdr°d" "y... + Uyda" = o. 
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Il peut arriver que parmi les racines de Péquation 
(4”),d sen trouve d’imaginaires ou d’égales entre elles. 
Dans le premier cas, on revient aux quantités réelles 
par des Lansoimatons analogues à celle du n° 310. 
Dans le second cas, pour rendre complète l'intégrale 
qui à cessé de l'être, on a recours à artifice employé 
dans lè n° 311. 


417. L’équation (<£), pouvant être considérée comme 
exprimant la nature d’une série dont un terme quel- 
conque, représenté par Ys+n, dépend des z termes qui 
le précédent , se rapporte aux séries récurrentes (Compl. 
des Elim d A lg.) dont le terme général est ys et dont 
l'échelle de relation est - 


— P, =Q, —U: 


Pintégration de cette équation répond donc à la re- 
cherche du terme général de la suite proposée; mais 
en n’ayant égard qu’à la loi de sa formation, les z pre- 
miers termes de cette suite sont nécessairement arbi- 
traires; et si on les suppose donnés , en les désignant par 


Fo) Jı Ya) F3 .. + LE 9 
on pourra former les équations 


Yo =C + C° + C” -+ etc., 
ye = Cm 4 Cm +m” +ete, 
Ys —=Cm? 4- C'm™ 4m” +etc., 
ys =Cm? +C'm" + R oria o 


Yam = Cm" e mi -fe C7 meni B 7 
au moyen desquelles on déterminera les constantes 
C’, C", C”,....... dont le nombre est aussi égal à n- 
La résolution de ces équations, qui ne sont d’ailleurs 
que du premier degré, peut être simplifiée par des 
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artifices dont lexposition ne saurait entrer dans on 
Traité élémentaire : je me bornerai à faire observer 
ici que cette recherche se lie avec celle des lois des 
phénomènes, d’après les observations. 


418. Les constantes arbitraires qui complètent les 
intégrales aux différences, étant des fonctions arbitraires 
(395) , ne peuvent être déterminées en assujettissant ces 
intégrales à satisfaire à un nombre limité de valeurs 
données; car il est visible que toute fonction arbitraire 
comprend implicitement un nombre infini de valeurs 
arbitraires. Soit pour exemple l'équation 


Y= = Xp(sin2sx, cos 2#x), 
de laquelle on doive tirer un certain nombre de valeurs 
CES a CES n 
Yo =a, Yı =l, Ya =a , etc. 
Si ces valeurs répondent à 
x=0, xz=iīI, x=2, etc., 


on ne pourra satisfaire en général qu’à la première des 
conditions imposées; car dès qu'on aura assigné pour 
P(sin2rx, cos2æx), une première valeur détermi- 
née, de laquelle il résulte y, a, cette valeur devant 
se retrouver la même pour les indices x—1,x—2, etc., 
il s’ensuit que les valeurs de y, relatives à ces indices, 
sont aussi déterminées : il faut donc que les quantités 
données a’, a", ctc., correspondent à des indices inter- 
médiaires. 

Si, au -lieu d’assigner un nombre limité de valeurs 
isolées, indépendantes les unes des autres, on suppose 
que dans l'intervalle compris entre x ==0 et x—1, 
l'expression Y, doive fournir les mêmes valeurs qu’une 
équation donnée Y+ = f(x), la question sera déter- 
minée. En effet, s’il s'agissait de trouver la valeur de y 
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qui correspond à un indice égal à un nombre entier 
quelconque m, plus une fraction n, soit commensu- 
rable, soit incommensurable, on calculerait la valeur 
deyn, d’après l'équation y, =f (x) ; et comparant le ré- 
sultat avec celui que donne alors équation 
Yn = Xn (sin 2rn , cos 2rn), l 
où aurait, pour ce cas, la valeur de 
@(sin2zn, cos2rn), 


qui doit être la même que celle de 


® [sin 2w (m nn), cos2x (m + n)] , 
m étant un nombre entier : l'équation 
__Y2= X@(sin2#x, cos 271} 
devenant par là 
Ymen = X myn? (sin 2gn p) cos arn) p 
serait tout-à-fait déterminée. 
~ La seule condition à laquelle soit assujettie léqua- 
. tion Ys = f(x), Cest qu’on en tire pour y, et pour y, 
. les mèmes valeurs que de l'équation, 
Jz = X@ (sin 27% ; COS 27%). 


419. Les considérations géométriques éclaircissent 
bien ce qui précède. Voici d'abord comment on peut 
représenter par le cours d’une ligne, l'équation très 
simple Ay = o. Si l’on construit, sur la droite AR, 
fig. 63, menée à une distance quelconque de laxe des P1663. ` 

= abscisses OX, parallèlement à cet axe, et divisée en 

* parties 44, A'A, A'A”, etc., égales à Ax, des 
courbes telles que 

ABA'B'A"B"A"S, ACA'C'A"C'A"T, ADAD A'D A'U, etc:, 
passant par les points 4, 4”, A", 4°,etc.,et composées, 
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entre ces points, de parties égales et semblables, ces 
courbes satisferont à Péquation Ay= o. Cela est 
d’abord évident pour les points 4,'4", A", 4°, etc.; et 
Fon voit ensuite que, prenant AP=s, AP'—=x+Ax, 
les arcs 


AL e&t AL, AM et ÆM', AN et A'N', etc. 
étant égaux et semblables, les ordonnées 
LP et DP’, MP et M'P', NP et N'P', etc., 


seront aussi respectivement égales, et l’on aura par 
conséquent pour chaque courbe, Ay == o. 

La condition Ay =o n’entraînant point la conti- 
nuitédans les résultats, les courbes 4S, AT, AU, ete., 
re seront poin® ’assujetties à cette loi. Le polygone 
EFE'F'E"F'"E"F, composé de parties semblables 
EFE', E'F'E", etc., donne également Ay =0, aux 
intervalles marqués par Ax; il en serait de même d’une 
suite d’arcs égaux et semblables] d’une courbe quel- 
conque, assemblés d’une manière ps comme le 
sont les arcs GĦ, C'H’, G'H",e 


2 2 
Il est visible que l'équation = sin > COS < 
donne lieu à des lignes qui satisfont aux conditions 


ci- dessus. 


420. Passons maintenant à Péquation générale du 
premier ordre Ay = F(x, y). Ayant choisi arbitraire- 
ment , ou déterminé, suivant les conditions de la ques- 

r16.64. tion, le premier point B, fig. 64, de la courbe cher- 
chée, comme léquation proposée n’apprend rien sur 
tous les points correspondans à la portion d’abscisses 
AA'=Ax, et qu’elle donne seulement Pordonnée 
A'B' = yı, on pourra faire passer par les points B et 
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B', une portion d’une courbe quelconque. Cela fait, 
pour obtenir la portion correspondante à Pabscisse 
A'A°,on prendra en arrière d’an point quelconque P 
de cette abscisse, une distance PP' = 44'= Ax, et 
élevant l'or donnée PM, on mènera MD parallèle à 
"PP; tirant ensuite de l'équation Ay=F(s, y), la va- 
leur de Ay pour labscisse £P, cette valeur donnera la 
droite DM’, qui, jointe à P'D == PM, fera connaître 
le point M’. On trouvera de même tous les points de 
Parc B’B"; cet arc, employé à son tour comme Pare 


BB’, donnera ceux qu troisième arc 8"B", et ainsi 


de suite. 


Tl est évident que Von pourrait, par le même pro- 
cédé, continuer la courbe en arrière du point À, et 
que dans tous les cas elle satisfera à l'équation pro- 
posée, puisque les différences Ay = D'M’ auront des 
valeurs conclues de cette équation : je laisse au lec- 
teur à faire l'application de ce procédé aux équations 
de second ordre et des ordres supérieurs. ‘ 


421. On n’a considéré ici les équations aut difé- 
rences que dans lhypothèse de x = const. ; mais 
lorsqu'on suppose eette dernière différence variable, 
le sujet prend beaucoup d'étendue,’ ainsi ‘qu'on s’en 
pourra convaincre. par-kx question suivante: 

Soit g(x) une fonction inconnue de x , telle, que si 
l'on y change x eu f(x), puis en F(x), F et f désignant 
des fonctions données , lea expressions correspondantes 


elf), e[F(G)], aient entre elles une relation 


donnée. 


Laplace a, par un procédé fort simple, ramené. 


ce genre de problèmes à des équations aux différences 
où la variable indépendante ne reçoit que des accrois- 
semens constans: Pour celä, il pose f(x) = ut... 
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F(x) == üs}, Us représentant une fonction inconnue 
de la variable z; et si l’on peut résoudre, par rapport 
à's, la première de ces équations, on én tirera 
æ—=f{u.), valeur qui transformera F (x)= us en 
us =F [f (us)] , équation aux différences où la va- 
riable z croît seulement de Punité. Lorsqu'on saura 
intégrer cette équation, on aura expression de u, e$ 
fonction de z; on obtiendra aussi x en fonction de s; 
les fonctions ọ[F(x)] et ọ[f(x)] deviendront res- 
pectivement ®(us,1), ® (us), et Pon pourra les repré- 
senter par Ysp, Yas Ce qui changera en une équation 
aux différences de la forme 


f Oas Ja, 2) = 0, 
la relation donnée entre les deux états par lesquels doit 


passer la fonction @. 
Je prendrai pour exemple l'équation 


(=) = (2x) +2, 
pour laquelle s= ua, 2% = us} Dela, on conclut 
aisément Vsi = 24s, équation dont Pintégrale est 


Us — C.2: (414). 
Posant ensuite ¢(s)=Ys, (2x) = Ysy1, l'équation 
proposée devient 


Jan =Ye—32; 
et s'intègre en y faisant d’abord 


1 
&—!; Jı=at z, 
ce qui conduit à 
I 
n= ke. 


I 
#3= af Ta | 
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La dernière de ces valeurs est l'intégrale complète, 

puisqu'elle renferme une quantité arbitraire a; et Péqua- 
| z z : x A 5 

tion C.a = x, donnant © =, on aura 


2C 


i . ` 


x x 
| n=) =a a 3, 
résultat qui revient à 


(x) = b7 + Br, 


=t 


si Pon pose b = a@’®. | | 
Il faut remarquer que les constantes a et:C sont. 
des fonctions qui ne changent pas quand z devient 
s41 (395), et par conséquent lorsque x devient 2x. 
í 


| 


o 


422. Combinant toujeurs chaque nouveau point de 
vue sous lequel les grandeurs peuvent être envisagées, 
avec les précédens, les Analystes considèrent encore: 
des relations entre les différences et les coefficiens dif- 
férentiels des fonclions inconnues ; et.de là naît le 
Calcul aux différences mélées. 

Les équations | 


da +4 +ly=o, 
day , dy | 
J tag, + 0Ay + Cy =o, 


dans lesquelles a, b, c désignent des constäntes » et où 
Calc. intégr. 4o 
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Ax = 1, sont les plus simples de ce genre. On satisfait à 
toutes deux en posant y = Ce"? ; la première se chaugeen 


| m + al" —1)+b= 0, 
et la seconde en 
m(e” — 1) + am 4 b (e — 1) 4 e= o. 


La discussion de ces transformées et Pexamen de la 
nature et de l'étendue des intégrales qui en résultent, 
sortent des limites que j% dû me prescrire; je mai 
voulu seulement que marquer la płace de ces nouvelles 
recherches (*). 


Application du Calcul intégral à la théorie 
| des suites. 


423. L'intégratioh des différentielles à une scule 
variable ayant conduit à des séries, on en a condu 
qu’on pouvait représenter une série par une intégrale; 
et comme on a des méthodes pour calculer, au moins 
par approximation, la valeur d'une intégrale entre des 
limites données 1), on a cherché à remonter d’une 
série à l'intégrale dont elle est un des développemens. 
C'est par ces considérations qu'Euler a créé, pour la 
sommation des séries et la recherche de leur terme 


D 


(*) On trouvera plus de détails dans le Traité in-4°, tom. mi, 
chap. 8. J’observerai seulement que le Calcul aux différences mè 
lées, indiqué d'abord par Condorcet, traité ensuite par MM. La- 
place, Paoli et Poisson, répond à des questions de Géométrie, 
résolues antérieurement par Euler, que tout récemment M. Babbage 
s’est occupé de ces questions et de celles qui sont comprises dans 
l’énoncé du n° précédent, qu’il regarde comme devant constituer 
une nouvelle branche d'analyse qu’il nomme Calcul des forc- 
tions. { Voyezles Transact. phil., années 1815—16—17.) 


(7) Voyez la note, p. Goi. 
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général, des méthodes très maanmies cont voici quel- 
ques exem ples:. 
Soit fabora 


ate | aate (nee. 
/ a+5 + ten, ` a + etc. 
la série proposée; - on multipliera par ps les deux 
membres de l'équation - T ; 
æ + 8 re. nas. 
E a+ b emaa o re 
et passan? ensuite. Sax différentielles , On aura 
n PU + r) (2 +A) xx E 
pd (sx )= TT D tue i 
prt r)(nz-+£) ads 
| na + b 
Le facteur na + 8 disparaîtra du dénominateur du 
terme général, et par conséquent de tous les autres, si i, 
quelle que soÿ z, l'on a p{(nr)= na Bb: on fera 


donc PE RA rp—=6; d’où 


b 
=, r=- 
| P , 2? 


ce qui donnera Véquation 





b Ne 
PE e 3 
n eo Get" a 
nn 
+ (ne + 8x F ne 


dont le second membre ne renferme plus: de déno- 
minateurs. De nouvelles opérations, semblables àla. 
précédente, feraient disparaître les facteurs qui reste- 
raient , si le dénominateur en contenait. ‘plus d'un, 


40., 
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En multipliant la même équation par px'dx , et pre- 
nant ensuite l'intégrale de chaque terme , il viendra 


b 
Pete), tF Tr JAPAN ER), n4t +r 


paj: ra= Ta+b+ra . rare \ 

le facteur ne+-8 du numérateur disparaitra si Pon fait 
npau = na, fpa =b 4- ra, 

d’où il suit | 


I _ 6 
P =-=,» A 3 
8 b b . 8 8 : B 
Tasa = _ = + + _ 
= fa 2d(sx°) = x“ hat ee re 
B 
+1 
=" {ripsa Hs}, 


et par conséquent 


Bb à e | 
= ne ES ~ — + T 
= Jat  “d(sx*) = x" ( A 


On tire de là 








424: Dans la série que j'ai considérée ci-dessus, 
le nombre des facteurs, soit du numérateur, soit du 
dénominateur , était le même pour chaque terme; mais 
il est une classe de séries qu’'Euler désigne sous le nom 
d’Aypergéométriques, dans laquelle ce nombre aug- 
mente d’un terme à l’autre : la série 
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_“+ fe H EEDOEA m., 3 
=" Don noie 
+C+9 ic +. (ne +8) à 
aT TPE (na + b) 


est de cette classé. On::va voir que ‘leur sommation se 

ramène à l'intégration d'ung équation différentielle. 
En multipliant les deux mémbres de l'équation ci- 

dessus par px’, et prenant leurs: différentielles, on ob- 

tiendra 

pd(sx') (1 + r)(@ + +8), 
dx. = +) 

Let +r) (+ 8)..,.(ne + R) trs 

(a+8)....(na+ b) 

On fees disparités le facteur na Te du dénomina- 

teur, en posant 


LP pese 





rer 1 à 
d’où | 
o np = na, p =b, 
B 
p= €; Ta 
as rs) a «+2 +9. + 
ads : 28 + 8) 1E... 
C++ 2h 
REY RE E . (næ + £), te. 


(a+ b).. Taie + b}” 
En multipliant ce résultat par px", et prenant Pinté- 
grale de Fa des membres, on trouvera l'équation 


Era 
paji = = aeto, ee, Fe Han 


(na -4-b -+ ra)(a +06)... .[(n=na+é]"  ? 
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et le facteur n#+-8 disparaitra du numérateur, si 
npae + pap = nat b F ra, 
ou si ENS CR 
PT @ a 


Mettant ensuite à part, dans le second membre, le 


S E 
facteur commun s , il viendra 


Bb b B, | 
To COR LE. CHEB | 
| | EEA. 5s Ho 
GED Gamt] 

La série compris entre les accolades, du second 
membre de ce résultat, n’est autre. chose que la pre 
posée dont on a ôté le dernier terme , et à laquelle o 
a ajouté l’unité : om conakura done de ce qui précède, 

A b b li ; 
Poad se "2 i 
Tfi idat fite 


(+e). (nth) e} 





p a 


+ (a+8)..... (na+ b) 


minateur, et chaque intégration un facteur du numi- 
rateur. 
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42%. Silon faisait abstraction du dernier terme, on 
añïait, au lieu de la somme particulière, la limite de 
la série considérée à l'infini, ou la fonction généra- 
trice de cetie série; car il est visible que les procédés 
_ ci-dessus sont inverses de ceux par lesquels on déter- 
mine les séries qui satisfont à des .équations différen- 
tielles données. 

S'il s'agissait, par eu de trouver la limite de 
la série | 


s = et an 1.2,3x3— etc, 


on pourrait appliquer à cette détermination la première 
transformation du n° précédent, en faisant 
s=1, Ê=o, a—=0o, b=ı; 


J . 
mais on y parviendra immédiatement en- multipliant, 


par ~les deux membres de équation posée plus haut, 
et en les différentiant ensuite. On obtiendra de cette 
manière 


ss == 13" — 1.22 + 1.2.3xt — etc., 


Aes) = 1.3% — 1.2.34 -1.2.3 .4x5— etc. ; 


et multipliant! la dernière équation par x, elle de- 
viendra 


ss 1,9% 1.2.3x H1.2.3.4xf— etc., 


dont le second membre est évidemment égal à x—s: 
ainsi on aura 
æd(sx) 

dx ? 


X—68— 


ou ds 
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L'intégrale de ceite dernière est 


= l 
… s =" fe zdx (285). 


Pour que l'expression ci-dessus réponde à la série 
proposée, il faut que l'intégrale s’évanouisse lorsque 
x = 0; et si on la prend jusqu'à v= 1 , on aura la 
-quantité correspondante à la série divergente 


I — 1.24 1.2.3 — 1.2.3.4 + etc. 


426. Les intégrales définies fouçnissent aussi le 
moyen de représenter des portions de la. série 


RC d'u La 


dx ! ds’1.2 
en partant d’un terme quelconque. Voici comment 
d'Alembert y parvient ,et démontre en mème temps le 
théoreme de Taylor (Recherches sur différens points 
importans du système du monde, tome I, page 5o): 
Soit u’ ce que devient la fonction u, lorsqu'on y 
change x en x—+k;,en posant, 
w —=u<+pP, 
et différentiant par rapport à À, qui n’entre pas dans 
u, il vient 


— tele., 


du dP „, _ [dw 
dé qd dux P= dk 44> 
fdu 
Soit 
du du 
I rT 


en différentiant de nouveau par rapport à 2, on a 
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Pu _dQ x du’ 
dh — dh 9 d ou JE “dh* dh, 
du du d’u’ du h : 
POEH and, Sate tSS 


du h ; 
= nd pr oae 


Faisant eņcore 
d'æ Qu 
de Sga tE» 
on trouve 


By dR : d'u” 
TS =; d’où - nef a dh, 


d'u’ d'u 
de T ds TS 5 dh, 


du h ee è Lis. 
dre dx® 1,2 +SS Sr di. 


En continuant ainsi, on arriverait à 


ne. duh d'u h° 
u =u 4- dx l + dr” Du. ARE 
d'z ham: SS ad U rn 
dx®-11,2...(7—1) da í 


les intégrales étant prises de manière à s'évanouir lors- 
que = o0, parce que x’ redevient u. 


427. Soit, pour abréger, == A ; on aura (242), 
S'Hdr* = 

" SH} dh 

— fA hkdh — etc. E 


a l m a 





EO PETI C Lon zpi ACTUS 
FA Lo I 02 hs 


et il est facile de voir a peut substituer à la série 
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ci-dessus, l'expression 
E g/h dh, 
1.2. 

prise depuis A= o0 , pourvu qu’on change après Pinté- 

gration ten A; car si l’on développe cette expression, 

qu'on passe hors du signe f les puissances de £ qui 

multiplient les différens termes, et qu'on fasse ensuite 

t= h, on retombera sur la série proposée. 

Il suit de là que 


du h FA u hi 
u — u + — ds i +ga T2 eee ee. 
d~u hamn 1 


m s names R- 1 
dx"! ral) rar 2.(n—1) T Tel) uh, 
pourvu quon prenne l'intégrale de manière qu’elle 
s’'évanouisse lorsque A =o, et qu’on change ensuite 
ten À. 

On peut, dans cette formule, remplacer ce par 


z (89); etsi l'on fait, sous lesigne nd t— h=—=at, 


ou A=4{(1 — £), on aura 


du" 
=—tdz, IE = t =h)" f ra 17" ds. 


Les limites de l'intégrale seront alors s—1, z—0; 
on la rendra positive, en renversant l’ordre de ces 
limites, c’est-à-dire en la prenant depuis z = o 
jusqu’à s= 1 : enfin, sortant £ de signe f, et écri- 
vant 2 au lieu de t, le dernier terme de la formule 
ci-dessus deviendra 

| | he d'u’ 


a de ee 
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C’est Lagrange qui a donné ce dernier théorème, mais 
d’une autre manière, dans la Théorie des fonctions 
analytiques, 2° édit., n” 35 et suivans. 

Il s’en sert pour prouver qu'on peut toujours rendre 
la somme de .tous les termes de la série de Taylor, 
à partir d’un termé donné, plus petite que le précé- 
dent. Soient M et m la plus grande et la plus 


petite des valeurs que prend ~ TE dans l'intervalle de x 


à x -+ h; on aura 
d’un’ 


T a"—'dz < Mfz" "ds et > m/s" ds, 


si le coefficient différentiel —— Le ne change point de 


ds" n 
signe ou ne devient point infini dans cet intervalle (234). 
Entre les limites données, les deux dernières inté- 
M m | ; SAS 
grales sont — et—; et en prenant h d’une petitesse 





— M aussi pe- 


’ e se 


ha~: d'—'u 
..(n— t) da" TE 


428. C'est de cette manière que Tes intégrales dé- 
finies servent à évaluer des quantités qu’on obtiendrait 
difficilement par d’autres moyens; elles prennent sonr 
vent des valeurs remarquables. 


On voit à la simple inspection des cas particuliers de 
m a~l 


d 
l'intégrale. f = rapportés dois le n° 197, que 
` , 1— 


\ 
ces expressions se mr à un seul terme, lorsqu'on 
les prend entre les limites x =0 et x=—1; et Parce À 
devenant égal au quart de la circonférence, on a les 


convenable, on rendra la quantité s; 


tite qu’on voudra, vis-à-vis de — 
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deux suites 









































dx `s xde 
Vis 2 Vi 
x*dx 1. *_æ’dx 2 
Vis 2-2 Vis 3 
stds  __1.3x dx __2.4 
Vis 2.4.2’ Vi—x 3.5 
xdx 1.3. Se ds 2.4.6 
V/i—x 2.4.6.2 Vis 3.5.7 
*_afdx 1.3 Lea xdx 2.4.6.8 
Vi 2.4.06.8.2° Vis 3.5.7.9 
etc., 


desquelles on conclut, en général, , 








sda _1.3.5......... (ari) 
Vis 2.4.6 naine “sis 272 
adre _2.4.6.......,.....2r 
Vise 3O goii: (2r 41) 


Le produit de ces résultats donne d’abord 
(J= xda ENSZ AEE x 
1—x° ie) 2r+i2 


En divisant, au contraire, le second par le premier, | 


on trouve 
side 
Vis 22.2.4.4.......e.. 2r.2r _ 
ade Tx1.3.3.5.5...(ar—1)(2r—1)(2r+1) | 


Poùr savoir ce que devient le premier membre de 
cette équation lorsqu'on pousse le nombre des facterrs 
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du second jysqu’à l'infini, ou lorsqu'on fait r infinie, je 
prends s” == z; les limites de z sont les mêmes que- 
celles de x; mais on a -o | 








x =z", dx= —3 dz 
2r 
a: + 
stds _ 1 ads 
V'1—x° er V, 
1— g" 
(2 
x‘"dx a 








Le rapport des différentielles étant 3°”, approche ď’'av- 
tant plus de z° ou de 1, que le nombre r augmente; 
et en passant à la limite, on peut regarder ce rapport 
comme égal à 1; il en sera alors de même de celui des 
intégrales, puisqu'elles commencent et finissent en même 
temps : on conclura donc de là 

2 eee 
7 x'1.3.8.5.5.7.7.0. g-11.eto” 
et par conséquent 

‘æ _2.2.4.4.6.6.8.8. 10.10. 12.etc. 

T 1.3.3.5.5.7.7.9. 9.11.11.etc. 
Cette expression remarquable du quart de la circonfé- 
rence du cercle est due à Wallis. o o 


429. Une transformation de l'équation 


TE + = 











tdte at emre tdte— 1" er} 
Ág Vie 95 Vi ee 
T 
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conduit à la valeur de l'intégrale fe~ fdt, øpriæ entre 
les limites t= 0, ¿= infini , qui se présente dans plu- 
sieurs recherches très curieuses, 

Si l'on fait x = e71", Péquation précédente sæ 
change en 











posant ensuite g(2r4-r)=—= 1 , et mettant dans le second 
membre la valeur de 27-+ 1, tous les deux deviennent 
divisibles par g; puis divisant sous les radicaux par 2g, 
on obtient 











tdt e eaa s 
pe Es 
ag | 
— qi 





et comme la limite de : —; lorsqu'on y fait g=o, 


est t°, l'équation précédente se réduit alors à 
aftu} =E, doù a N 
Mais ż est infini quand 5 = @, et nul quand s='1: 

les limites de cette dernière intégrale sont donc Pinfini 

et o; et comme la fonction e~ ® est toujours positive, 

il ’ensuit gue le signe supérieur répond aux limites o 

et linfini positif, et que l'intégrale se double quand 

on la prend depuis t= — infini jusqu’à t= -+ infini : 
sa valeur est donc alors y ~. 
430. Laplace, considérant encore Pexpression..... 
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fett Pdt, la met sous la forme [Pm re "t mdt, 
pour l'intégrer par parties, ce qui donne 


Jeet edt 22 — r Com {na m) fe m+: prade} . 


Tant que lexposant n— m est positif, la partie délivrée 
du signe / s’'évanouit entre les limites t= 0 et 4—in- 
fini (99), et il reste | 


_ ; Dm ,_ | 
LE dt = 2 fe tr amme, 
m +1 


la seconde intégrale étant prise entre les mêmes limites 
que la première. 
Si Pon fait m == 1, on aura 


n — I 2 i 
fet "dt = AE fet i1*"—dt , 


e 
et en répétant cette réduction, on obtiendra. 


fe" rdi (n—1)(n—3) nnt (n—2r4 1) 2r ED) pyt prde, 


résultat qui s'évanouit par son coefficient quand.... 
n—=2r—1,et qu, lorsque n== 2r, donne 


ee) Ce EE A. 


— l ,or (2r 
fe dt = : 


Il est d’ailleurs à propos d’observer aussi qu’en po- 


m+s 
sant e7 -mt =x,ona 


nm 


p mi 
tea — fiQ H s; 
fe -n 
les limites de # sont alors 1 et o , et si Pon en change 
l'ordre, il faudra supprimer le signe —. 
En posant m—1, n= o, on aura 
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je Vdi= 1 fds (1 =) = "V7. 


431. Je vais encore rapporter l'évaluation de quel 
ques autres intégrales, qui présentent des conséquences 
curieuses; je commencerai par celle de fe **"dxcosrs, 
entre les limites 2 = o0 etx—infini, dueà Laplace et 
remarquable par le procédé employé pour l'obtenir. 

En posant | 


SEE ax cosrs = y, 


et différentiant par rapport à r (28:1), on en tire 





2 = — fe tT sdz sin rs; 
puis en intégrant par parties, relativement au facteur 
e~ 7T" adx , on trouve 
eT Tre 
z= _. sinr -= eL da cosrzx, 
ce qui revient à 
; d 
r 
Mn m Beie, 


lorsqu'on suppose x infini dans la partie délivrée du 
signe f. 

L’équation ci-dessus , entre les variables y et r, a 
pour intégrale 


y=Ce Fe (285), 


C étant une constante arbitraire qu'on détermine par 
la valeur que prend ÿ lorsque r= 0, savoir: 
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fe dr = Le (429). 


Par o moyen, où trouve 





aae /— 
fe PE da cos rs = : Vz 
> 2a 
Ici se montre un nouvel artffice d'analyse, qui con- 
siste à former, entre les intégrales et quelques-unes des ` 
constantes qu’elles contiennent, des équations différen- 
tielles que Pon puisse intégrer. Ce procédé, et des 
transformations très variées et très ingénieuses, ont 
considérablement multiplié, dans les recherches de 
MM. Laplace, Legendre , Poisson , Georges Bidone et 
Cauchy, les dotera tation des intégrales définies , dont 
Euler avait déjà montré de beaux el nombreux exemples: 
mais il reste encore à désirer une méthode uniforme 
qui réunisse en un seul corps toutes ces recherches, au 
progrès desquelles parait attaché maintenant celui de 
plusieurs branches importantes de la Physique mathé- 
matique. 


432. Si Pon fait a= 0, dans fe **"dxcosrx et dans 
sa valeur , en observant que : 








rs 
et que la limite de 622a ( 99) est alors Pinfini, on 
obtient 
| Jàx cosrs = o, 
Calc, intégr. 41 


4 


à 
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entre les limites x—0o et x—infini a résultat qu'il 
aurait été difficile de prévoir. En effet, on a, en 
général, 


1. 
[dx cos rx = -sin rx const, (217); 


à la première limite, où x =o, la fonction sinrs=o; 
mais que devient-elle lorsqu'on suppose Parc s in- 
fini, doit-on alors le regarder comme exactement éal 
à un nombre entier de circonférences ? Cest ce quon 
ne voit pas. Tout ce qu’il est-permis d'affirmer, cest 
qu'aucun arc assignable, quelque grand qu'il soit, ne 
peut tenir la place de x : sin rx est donc, dans ce cs, 
une quantité indéterminée. Il n’en est pas de même 
de la valeur de fe 2T dx cosrx, à cause du factenr 
e— 4%", qui diminue toujours à mesure que x augmente. 
et puisque cette intégrale, en vertu de la loi de conti- 
nuité, a pour limite /dx cosrx, la valeur de celleci 
sera la limite de celle de la première. 

On connaît encore d’autres moyens de confirmer tt 
résultat , auquel Euler est parvenu en considérant Pir 
tégrale fe—*dx cosrx, k désignant une constante quel 
conque. Si l’on intègre par parties, en commençant 
par le facteur dx cos rx, on aura 


Je” “dx cosrx = Les sin rx + i feda sinrs, 
puis, en opérant sur ds sin rx, 
Je dx sin rx = — = eTÀE cosrx — i fe*%dx cosrs, 
ce qui donne 


k? I ; k 
(: + =) Jeda cos rx = eTË£ sin rx — ae COS 
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et par conséquent 
eXe(rsin rx — k cosrx) ' 
Se i r° he k? 


Entre les limites x= o et s= m l'expression qu’on 


vient d'obtenir, se réduit à ——— —;, quantité qui de- 


r’ $ k 
vient nulle lorsque £ s’évanouissant, l'intégrale proposée 
se change en fix cos rx. 


En reprenant l'équation 
I 
Jedz sinrx == —- -i COS rx — E fe kedy cos rx, 


et mettant pour l'intégrale du second membre sa va- 
leur déjà trouvée, on arrive à 


e7ES(r cos rx + $ sin rx) 





Je “ds sinrx = — aT ; 
valeur qui se réduit à FIR quand on la prend 


entre les limites x= o et x= infini. 
La supposition de k =o donne 


vw. 


I 
fdx sinrs = +, 
r 


autre résultat remarquable, qui ne parait pas suivre 
immédiatement de expression 


° I i zi 
fàx sin rx = — = cosra + const. 


433. La transformation des quantités réelles en ima- 
- ginaires est un artifice danse qui a fait découvrir 


Ar... 





$ 


1 
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plusieurs intégrales définies. remarquables. Nous em- 
prunterons ici un exemple à M. Fourier (*). 

Lorsque dans l'intégrale fe” tdt = Vr (429), on 
fait ' 


TAN xhi +V =i) 
V2 ”’ 
on en tire 
Z V5 Pe 
A ; 
et comme 


e~ V =i —cos(x")— V —1sin (2*) (187), 


on obtient ensuite 
He {fax cos (x°)— y 1 fåxsin (=°) } = V-. 
2 


En séparant des parties réelles et les parties imagi- 


. naires de cette équation, on en déduit deux autres, 


savoir: 


TE {fax cos (x°) + fds sin (e) } = Vr, 


| fdx (cosx° ) — fds sin (x°) =0, 
d’où 
fås cos(a") = fds sin (1) = à Var Vs, 
Jes limites de x étant o et Pinfini comme celles de £, 
Il faut observer que cet artifice a été employé sur- 
tout éomme moyen de recherche, et qu’on s’est at- 
taché à en vérifier les résultats. Ceux que je viens 
de rapporter sont connus d’ailleurs. 
sud A | 5 a 
(*) -Théorie de la chaleur, p. 532- 
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434. La continuité qui existe entre les diverses va- 
leurs que prend une intégrale , en raisode celles qu’on 
assigne aux quantités dont elle dépend, a donné lieu 
d’appliquer les intégrales définies à Pinterpolation des 
suites (388). 

Lorsqu’on fait m—0o, dans le développement de 
fx"dx(1x)" (208), et qu’on prend cette intégrale entre 
les limites x= o et x==1, pour lesquelles la partie 
délivrée du signe f, composée de termes de la forme 
x(lx), s’'anéantit, parce que r est positif comme n (99). 
il ne reste que le dernier terme, et l’on a. 


fdzx(r)} = Ær.2.3........n, 


+ quand n est pair et — dans le cas contraire. On évite 
cette distinction en donnant le signe — à lx, ce ‘qui 
change l'équation ci-dessus en | 


fas(— le = fa (12) is a 
résultat qui s'obtient tout de suite, en observant que 
D Los a 
s| 1z) =s) nfd (12 j 
et qu'entre les limites x==0, » = 1 , on a seulement 
IN: INA! 
Re) =) 
On pourra donc regarder l'intégrale fdx Q 3) comme 
exprimant le terme général de la série des produits 
1, 1, 1.2,. ÉD Transit did isss uns el0.s 


correspondans aux indices 


a, I} 2; : n PPR E T etc. ; 
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et en effet elle en a toutes les propriétés connues pour 
les valeurs entières de n (*). En donnant donc -à cet 
expoäant des valeurs fractionnaires où même irration- 
nelles, on introduirait, dans la série, des termes inter- 
médiaires assujettis à la même loi que les autres. 


Le cas où n= į est des plus remarquables; car 


fas(1 4 > fås Q y"! Vs (430). 


Vandermonde et Kramp avaient proposé, il y a 
long-temps, d'introduire dans l'analyse la fonction qui 
représente le terme général de la série ci-dessus, 
comme exprimant un nouveau genre de quantités trans- 
cendantes, douées de propriétés remarquables par leur 
analogie avec celles des puissances; et- depuis, M. Le- 
gendre, s’attachant à leur expression en intégrales défi- 
nies, en a déduit beaucoup de relations très utiles, en. 
a calculé des tables numériques fort étendues, et les a 
désignées par la caractéristique T, en posant pour dé- 
finition 


F(a+1)=nr(n), 
en sorte que T(n) = [ ds(1) (*). 


435. L'expression de = trouvée dans le n° 428, entre 
2 





1 
(*) Pour voir comment le premier terme de la suite supérieure 
correspond à zéro dans la suite inférieure, il fant faire n= o 


dans Sàzx (1 =), qui devient alors A i dans les li- 
mites prescrites. | 


(**) Voyez ke Traite in-fe, t. UI, p. 411, 48r. 
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dans une formule donnée par Stirling, pour calculer la 
somme d’une suite de logarithmes appartenant à des 
nombres en progression par différence, et à ji 
on peut parvenir comme il suit :- 

Par le n° o8 , on a Six = Zlx + lz; mettant dans 
cette équation pour Xle ce que devient l'expression 
de £u du n° {05 , lorsqu'on fait u=}s et A—1, et en 
observant que fdxlx = xlx—x+ (208), on obtiendra : 


Sls = xls — x +ilx 
i ; 
+ —— — dor + etc. + const. 


On ne saurait déterminer la constante en faisant x=—1, 
parce que la suite des coefficiens numériques finit par 
être divergente : on a recours à l'expression de + du 
n° 428. En passant aux logarithmes, et s'arrètant au 

_ nombre pair 2x dans le numérateur, on obtient 


nn — 2l2 +al4+26-+218-+alr 0...—+2l(2x2)#l2x 
ns Rene serre …—21(22—38)—al(ax—t); 


et en prenant les limites dans la supposition de æ 
infinie, on trouve, par le moyen de l'expression pré 
cédente de Slx, 


11241314... lsz=const (x +2) lex, 
lı-12-4+13 +14. . . .#l2r=const. 4- (22-4 Dlax—2x, ` 
12+414+16...Hl2x—S 1x -4xl2==const. + (x + {s4 al2—x. 


Retranchant la troisième série de la seconde, il vient 
11413 -415 417... + (ox — 1) = slg 4 (2+) 2—7, 


d’où lon conclut 


_ 648 TRAITÉ ÉLÉMENTATSE 
2la + 2144016. de + 21(2x— 2) +lox ] 


=—2]r — 2}3— 215. . .— al(2x —3)—2l (2x — 1) 

= [2 const, À 2 (x ++) 1x + 2x12 — 2% — ]2x 

7 le zrl —2 (£ + 5) 12 + 27; 
et comme le premier membre de. cette équation est 
égal à lw — l2 , on obtient, après la réduction du se- 
cond , 

lz — l2 == 2 const. — 212, 

d’où const. =} (læ + l2) =} le =l V 27, 
résultat bien remarquable, et d'après lequel on a 


== Llas + als — x + He + —— + etc. 


On rendra cette équation propre à uņ système quel- 
conque de logarithmes, en multipliant par le module 
Jes termes dans lesquels il wentre poiat de loga- 
rithmes (5). 





€*) Lorsqu’on passe des logarithines aux nombres, cette équa- 


tion donne 
= z +! 
ta3....r— V/ar.x 'e—*.es, 


en représentant, pour abréger, i z la série 
: l 


BE Hs Fete; 


et comme 

=1 +} 242 —+- ne (27); 
si l’on développe les puissances de ż suivant celles de x, on 
trouvera 


emit Hs goss E 


résultat qui s'accorde avec la formule de la page 129 de la Thco- 
rie analytique des probabilités, par Laplace. 
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Pour en donner une application , je rapporterai le 
calcul qu'Euler a-fait de ła somme des logarithmes des 


1900 premiers nombres des tables, vers ene, de la 
valeur de 


h 4l +13 ie + } 1000. 


Le caractéristique 1 désignant des logarithmes ordi- 
naires, le module sera, pour abréger, représenté par 
M; et si l’on fait x-—1000, on trouvera 


| sle :== 3000,0000000000000 

+ zx = 1 , 5000000000000 
+ilæ = . 0, 3090899034 1790 
se = — 4342944819032518 . 


+ — [=+ o, 0000361912068 





12% 
pmi E 7 = — O 0000000000012 
ox | > 
résultat. ........ s.. e 2567,6046442221328; 


mais , suivant la notation du n° 414, 


EE EEE E E E 3. .1000 =1[ 1000 |: 
on aura donè. ` 


1fx 000 | — 2567 „6046442221 328. 


` -On apprend par là que le nombre [1 000], dont le 
calcul est presque impraticable, doit avoir 2568 
chiffres , et que les sept premiers chiffres sur la gauche 
sont ģa23872; en sorte qu’il est compris entre les 
nombres qui résultent de. 4023872 et de 4023873, 
suivis chacun de 2561 zéros. Gette connaissance suffit 
dans beaucoup de recherches où l’on ne demande 
que les rapports des produits de grands nombres; et 
dans ce cas, la valeur approchée de ces rapports de- 


650 TRAITÉ ÉLÉMANTATRE 

vient précieuse par l’impossibihité où Pon est d’effec- 
tuer les calculs nécessaires pour arriver à la valeur 
exacte. La longueur de ces calculs présenie alors ur 
obstacle aussi insurmontable que la difficulté d'ex- 
primer rigoureusement une fonction transcendante. 
Laplace a beaucoup étendu cette recherche, dont 
les applications sont très fréquentes dans le Calcul des 
probabilités. 

436. Les intégrales définies, donnant, comme on vient 
de le voir, des sommes de séries, ont été employées 
avec succès par MM. Laplace, Parceval , Fourier, 
Poisson et Cauchy, pour exprimer les intégrales des 
équations différentielles partielles, telles que celle du 
n° 352, qui ne peut pas s'intégrer en termes finis. 

Laplace a reconnu que la série 


z =pl) + px) TH EC) À ete., 
obtenue dans le n° 353, n’était que le développement 
de lintégrale | 
Je l'ap (aa y), . 


prise par rapport à #, entre les limites ¿== — infini et 
t == -+ infini, la fonction ọ étant arbitraire. C'est ee 
dont il est facile de s’assurér comme il suit. 

On a prenen par le théorème de Taylor, 


Je" F aty y)= 
g(=) ras É Ye su 





+ à a - PTE CE ee D AT BP de 


TEE 


LE 2 Oe. 16de + et. 
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Secondement, les intégrales qui restent dans le dé- 
veloppement s’évanouissent pour tous les exposans im- 
pairs, et dans le cas contraire, sont égales à 
1.3.5... .(2r— 1), ,- 
Gr D (430), 


à cause qu’elles sont prises entre les limites — infini 
et + infini. En substituant ces valeurs, et renfermant 
dans la fonction arbitraire @ (x) le facteur constant 
y r, ona précisément la série proposée : ainsi l’équa- 
tion 

d’s _ dz 

dx* dy”? 
a donc pour intégrale 


s = fet dte (x + 2t Vy). 
Cette intégrale, se vérifie aisément. On trouve par la 
différentiation sous le signe (281) 


T = Jet dig" (2+ aty), 
m I. g’ , 
= = fe tdto'(x + 2t 
T vy amt edeg’ (e+ 26 V7) 
E Eo (e Ht VIH ag etauV D: 
en intégrant par parties, relativement au facteur. . 


e` į tdt; et si l’on suppose la fonction @ (CET 75) 
telle que son produit: par e7" demeure nul lorsque 


22 


= infini, — dy = prendra la même valeur que = Ta 


437. Lorsqu’on a intégré Péquation différ entielle 
partielle d’un problème, il reste encore à déterminer 
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les fonctions arbitraires introduites par cette opération, 
ce qui présente souvent de grandes difficultés. M. Fourier 
les a d’abord évitées, dans ses recherches sur la chaleur, 
en employant, au lieu des intégrales, avec des fonctions 
arbitraires, des développemens comme ceux que jai 
indiqués dans le n° 352, qui sont formés d’un nombre 
indéfini de termes contenant des coefficiens et des ex- 
posans arbitraires (*). La détermination de ces quan- 
tités , d’après des conditions données, l’a conduit à des 
transformations qui paraissent acquérir beaucoup d’im- 
portance pour la solution des questions physico-mathé- 
matiques, et dont, par cette raison, je vais donner 
une idée. 
Je prendrai pour exemple l'équation 


d'a _ de 
dx* dy? 
déjà traitée (352 et 436). En posant z= 4e" sin ns, 
on la réduit aisément à — n° = m, ce qui donne l'ex- 
pression indéfinie 


s= AT ™] sians + Aie "9 sinnxbetc. (*) 


Bees 





(*) L'équation dont s'occupe en premier lieu M. Fourier , re- 
vient à Ta + = our+t=o,etpar le n° 351, on trouve 
pour son intégrale complète 

e=ply — V=) + yy +V =). 
( Théorie de la chaleur, p. 162 et 205.) 


(**) Ce développement est implicitement compris dans celui que 
j'ai donné n° 352. Pour Pen faire sortir, il suffit de changer, à 
Pendroit cité, n en —n?, ou Vn en <nV—: » puis Æ en... 


ie A e \ e 
Æ ——, ce qui donne pour z.les deux expressions 
2V —1 
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Cela posé, si la valeur de z devait en outre, lors- 
que y= 0, se réduire à une fonction donnée f(x}, 
cette condition exigerait une détermination des coef- 
ficiens n et £, telle que | 


f(x) = A sin ns + Aisinnix + 4, sin nat + etc., 


ce qui revient à transformer la fonction f (x) dans une 

série ordonnée suivant les sinus des multiples de Parc x. 
On trouvera sans peine que léquation différentielle 

proposée admet encore le développement indéfini 


z = Ae ™I cos na + Aie "JT cos n,x + etc., 
et la condition à remplir serait, dans ce cas, 
f(x) = À cosnx + A, cosmx + A, cos nas + etc., 


c’est-à-dire la transformation de f(x) en série ordon- 
née suiyant les cosinus des multiples de Parc x. 

On connaissait déjà plusieurs développemens de cette 
espèce : Euler avait remarqué que 


{| 
s= sin x — į sin 2% -43 sin 3x — etc. (9, 





qe ™ y ax V= ge ™y ns Vi 
a Ver 
dont la somme i 

enzV—i _ —nx V—:) 


ATI Vo | = Ae ny sinnz (187). 
2V—1 





` Il en est de même pour tous les autres termes. 


(*) Cette série est rapportée dans le Traité in-4°, t. Ier, p.943 
et voici le moyen employé pour y a La formule 
u? u? 


i a die qe (29), 
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formule qui résout le problème, lorsque f(x) = x 
* puisqu'on en déduit 


À 2 . 2, 
s= 2 sins — > sin 2s +3 sin 3s — etc. 
= AÁ sinnx + 4, sinn,x +4, sinn,x etc, 
d’où il résulte ` 


n=I, mA, Ta = 3, ete., 
2 2 
Ba A, = —-, A= 3, etc., 


D o I ù 3 o 8 o 
2=2(e 7 sins — € sin 25 + 5e 97 sin 3x — etc.). 





lorsqu'on y change uen u', donne 


Iu == — + æ — E et; 


et par la soustraction, on en déduit 


1(1+u) — +u Sue 


u = um! ueu u3 — y~? 
I 2 3 
Faisant alors u= e=, doù il sait lu = 1V1, 


u” US = ens =; a em aV =i sin MI, 


— etc. 





on aura, par la substitution de ces valeurs, 
sing sinar , sin3r 
z= 2| -— = = +E — etc. ), 
et par conséquent 


ï s I. I. 
z= sing — z sinar +z sin 3z — etc. 


De plus, comme x: =" fzdz, xs = 5 fedr, etc., on re- 


monterait sans peine aux puissances supérieures de x, ainsi que 
Daniel Bernoulli l’a fait, mais pour un but différent, dans les 
Novi Comment. Acad. Petropolitanæ, ann. 19772, p. 9. 
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438. Nous ne nous arrêterons pas aux autres cas. 
particuliers , mais nous passerons aux déterminations 
obtenues par M. Fourier; premièrement à celle des 
coefficiens du second membre de l’équation 

f(x) = a, sins + à, sin 2x <+ as sin 3x +etc., 
où les multiplicateurs de larc + sont la suite des 
nombres naturels. 

En changeant x en € dans cette équation, multi- 
pliant ensuite les deux membres par disinné, et pre- 
nant les intégrales depuis ż =o jusqu'à t=s, + dé- 
signant la demi-circonférence, on aura 
Sft)désinnt = a, fdt sin £ sin nt + à, fdt sin Zt sinnt. . 

css... + anfdtsinmtsinnt + etc.. | 


Or 


fdtsin mt sinnt = = fàt cos (m — nt 


es 
DES 


— = fé cos (m + nt 


sin(m—n}{ sin (m + n} (218), 


“a(m—n) , 2(m+n) 
expression que les limites o et # rendent nulle, tant 
que n, supposée toujours un nombre entier, diffère 
de m. Ainsi, pour chaque valeur assignée à z tous les 
termes de la série précédente disparaitront, excepté celui 
dont Pindice est égal à cette valeur. Sa seconde partie 
disparait encore, mais la première; qui se présente alors 


o e b à O F 
sous la forme sa pour vraie valeur = et devient -, 
2 


, entre les limites de l'intégration : on aura donc. 


5 f (é)dt sin mt = an~, 
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et par conséquent 





an=? f “f (é)dtsin mt. 
T o l 


De cette manière, chacun des coefficiens a, , aa, etc., 
est exprimé par une intégrale définie prise entre les 
limites o et ~, et Pon a, pour le développement 
cherché, 


f(x) = = {sin sf f(t)dt sinésinax/ff(é)désin2s. 
+ sin mx f f(é)dé sin mt ketc.} (4). 
Quand f(x) z æ, il vient 
ff(dt sin mt = ftdtsin mt 


t cos mt 


= — + ~ fdt cos mi 


£ cos Sai sin mé 


CENTER CNET mmm“— O 


et entre les limites o et x, cela se réduit à 


F COSMF a(— 1)” 
m m ` 


Donnant ensuite à m les valeurs 1, 2, 3, etc., et 
supprimant 7, qui est facteur commun des deux 
membres, on trouve le développement particulier 


x = 2(sin z — į sin 2x -+ ł sin 3s — etc), 


rapporté dans le n° précédent. 
439. Soit encore 


f(x) = a, cos ox + a, cosx + a, cos 2x “+ etc. ; 


remplaçons x par #; multiplions par décosné, et 
prenons les intégrales depuis 4=0 jusqu'à t= 7, 
nous aurons A 
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fE(ôdtcosnt =Rafdécosoécosnt+ a, fdé cost cosnt .. 
conso. fH amf dicos mt cos ni + etc., 
puis | 
fdtcosmt cos nt == 3 Jdt cos (m—n)t-4 } fdécos(n1À-n)t 
. _sm(m—n)t , sin (m+ n)t 
 2(m—n) 2(m +n) 
expression que les limites o et # font évanouir, à 
moins que n= m. Pour ce cas, la vraie valeur de 
son premier terme étant 57, il s'ensuit 





2 „T 


Il faut cependant excepter de ce résultat le pre- 
mier terme de la série ci-dessus, pour lequel 7 —0 
donne seulement 


f” f(£)dt = aof dt AT, 
o o ; 
doù | a 
ao = ETOL 
T o 
Il résulte de là que 
J 
f(x) = 4. n (9a A 
ki Z {cos zfK)décos£ + cos 2x ff(é)décosat .… Lise 
peine in di ) (B), 


les intégrations étant effectuées entre les limites o et #. 


44o. Ces expressions sont susceptibles de discussions 
très délicates, relativement à leur étendue. Ce n’est 
pas ici le lieu de s'arrêter sur ces détails, mais je 
les ferai au moins pressentir, en indiquant la marche 

Cale. intègr. 42 


PS nm 
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des valeurs des deux membres de l équation 


1x = sinx— 4 8in2% + 4 sin 3x — etc. 


NIR 


Ils sanéantissent quand x = 0; et si lon fait x = >, 


on en tire 


valeur bien connue (38). Mais lorsqu'on suppose x=7, 
ce qui donne kr pour le premier membre, le second 
'évanouit : il en est de même pour la valeur x= — 7, 
en sorte que le développement n'est exact qu’entre 
les limites x—H#w exclusivement , c'est-à-dire que 


F e 
les valeurs de = etde — z wy sont pas comprises. 


Si l'on fait ensuite s=s -4 y, 
le développement, devenant 
— sin y — į sin 2y — 3 sin 3y — etc., 


ne répond plus au premier membre, qui est į (r +y); 
mais si l’on change x en #— y, il viendra 


i s — y) = siny + z sin 2y + ssin ĝy + etc., 


ce qui montre quele premier développement en y-donne 
la valeur de Parc négatif 3 ( y—=), en exceptant 
toutefois le cas où y = 0. $ : 

11 faut encore observer que le développement de {s 
donne immédiatement celui de la fonction ax + b, 
qui exprime l’'ordonnée d’une droite quelconque; mais 
tandis que la fonction représente la droite dans toute 
son étendue, le développement en sinus ne répond 
qu’à la portion comprise entre les abscisses + x et 
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— æ, exclusivement, On peut, en changeant de va- 
riable, comme on le verfa plus loin (442), passer 
à. d’autres limites, mais on n'obtiendra j jamais qu’une 
portion de ligne droite, . , . 


4hr. Les développemens (4) et (B) paraissent de- 
voir représenter respectivement deux espèces de fonc- 
tions. Le premier, dont tous les termes chang gemt de 
signe avec lare x, répond aux Ca daus lesquels f(x) 
est une fonction qui jouit de la méme propriété, et 
que l’on nomme fonction impaire , à cause que si elle 
était déseloppég : suivant les puissances de x, elle n’en 
contiendrait que d'impaires. 

Le second développement, ayant la propr Iélé con- 
traire, celle dë conserver le même signe quoique celui 
le .x change, serait, paräiçulièremant applicable Rux 
fonctions . paires j j Mais: l’un ét Pagtre ne sont encore 
que des séries qu’on peut sem placer ;. comme on ya le 
voir, par une nouvelle intégration définie. l 

Pour cela, commençons par.-lẹs réunir , en obser- 
vant qu’une fonction quelconqueF (x) peutêtre décom- 
posge en deux parties, l'une paire,c est-à-dire telle quesi 
on lareprésente. par Q(r},.0n at Axe Q(— x), l'autre 
jmpaire, on telle qu'en Ja désigosnkpar Ÿ(x),'il-vienne 
Ce) =—ÿ— x). En exprimant.le pemiène par Ja sé- 
rie (À); Ja.secohde par la: r + et: prenant Jest 


somme, On aura 
Sa COK = = FG)=: E ta + 


2 f” coss AON cos 4 + cos Z% 211010 cos 24 + etc. 
s {gerni siù t Hsi sin x fpU)dE si sin 24 + etc: 4, 


les limites de ces ada étant encore o et 7. 


2.. 
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On peut les étendre de —7 à +- x, pourvu que 
Pon double le premier mémbre, parce que la fonc- 
tion ọ(ż) étant paire, passera de o à —#, par les 
mêmes valeurs que de o à 7, ainsi que les: cosinus. A la 
vérité, la fonction Ÿ{f) aura, dans ces infervalles, des 
signes différens; mais comme elle est toujours multi- 
pliée par un sinus qui change de signe en même temps, 
le produit conservera le même : le résultat totäl sera 
donc doublé; ainsi, en prenant les intégrales de —% 
à +7,onécrira 


aF(x) = = feldi + 
aç  cosxfp(é)dé cos é + cos2x/p(#)dé cos 26 + ete. 
f, sin xf4(ġdt sin ż + sin axfJ(r)désin at + etc. j” 


Il faut maintenant introduire la fonction proposée 
F(x) à la place des fonctions ọ et 4; ce qui se fait aisé- 
ment, quand on observe que . 


F 


À 
x 


f Kiüdicosmt, f j g(t)disin mè, 

— g a — 7 | 

sont toujours nulles, parce que la différentielle à in- 
tégrer est le produit, de deux facteurs dont un seul 
‘change de signe avec #; savoir: L(£) dans la première, 
et sinmt dans la secbnde. Par là on peut, sans trou- 
bler le dernier développement, y ajouter les termes 
que fournissent les expressions | 


. -COS maxfW(t)dt-cos mt , Sinmax/fp(i)dé sin mt: 
alors, en multipliant les deux membres de l'équation 
par =, et les divisant par 2, òn obtiendra 


, SO! 


\ 
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7 F(a) = =; Slet) + 4()]dt 
Æ cos x f Lot) + (EH) ]dé cost + etc. }, 
+ sin s /[¢() + voa sin t + etc. 


et par conséquent 


æsF(x) = 1 fE Wd 
-fe cosa fF()di cos? -} cos 2x [F (t)dt cos2t + etc. 9 
+ sinx J F(t)dt sin t + sin 2x f E(t)dt sin 2t + etc. } 


Le signe f ne se rapportant qu’à la variable £, on 
peut faire passer dessous les facteurs en x; et comme 


cosxcost + sinxsint = cos (x —t), 
cos2x cost + sin 2x sin 2t = cos 2(x— t), 
etc., 


- Péquation ii peut être réduite à : 
sF(x) = f” FO à s-Hooi(s—{)+-co82 (æ=—t)ete. si 
On l’abrège encore en écrivant: 
sF(x) = f FO: -} i Hu t)}; 
la somme S étant prise depuis m —1 jusqu'a... 


m = infini, et comprenant les deux valeurs ex- 
trêmes (*). 


442. On peut donner à l’intégrale, des limites quel- 
conques , au lieu de +; il suffit pour cela de changer 





(*) C’est conformément à la distinction établie dans le n° 408 , 
d’après Euler (Inst. Calc. diff., P. Is, cap. IT, n° 5g) que je 
, mets ici le signe S au lieu du Z qu’on trouve ailleurs. 

\ 
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° , 
zx Ft à. wi 
x et t en —, ct —; faisant alors — —— 
a a’. a 





al 
z, ——=+#7, 
a 


les limites de Ÿ seront — a et +a, dt deviendra 
sdi 


— ; On aura 
a 


y= [er Jar fit So (rh 


, Puis en supprimant le Rk, commun #, ainsi que 
Paccent affecté aux lettres $ et t, qui west plus né 


cessaire eten écrivant fs), £), pour F(Æ), F(Z), 


il viendra | 
a I I mar c 
f(a) =f" HOT {= + 82 608 27 (z — i). 


443. Dans cette dernière formule, la quantité a 
n'étant soumise à aucune restriclion, on peut la sup- 
poser infinie, et l’on obtient pour F(x) une expres- 
sion où la somme S est remplacée par une intégrale 


aux différentielles. On pose d'abord 


m7 ` (m4 1)7 
doù il suit 
1 __Ag à 


Ka ré f(t)dt di A 


Maintenant, plus a augmente, plus Ag diminue, plus 
Ja somme S approche d’une intégrale aux différen- 
tielles (232); et pour passer à cette limite , il ne faut 
que changer Ag en dg, en observant que la variable g 
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prendra toutes les valeurs possibles, depuis o jus- 
qu'à linfini : on aura donc 


f(x) = Is f (dt fag cogts—0 ; 


formule dans. laquelle l'intégration relative à g s'étend 


de oà linfini, et l'intégration relative à t, de — infini : 


à — infini. 

Ce dernier résultat se décompose en deux autres, 
quand on sépare les. fonctions paires des fonctions 
impaires. On substitue alors à cosg(x—t) sa va- 
leur coscx cosqt + sin gxsingt, et changeant l’ordre 
des intégrations, il vient 


f(x) = = fäg cos gs f'f(t)dt cosgt 
+= fdg sings J'E(Ddt sin gt; 
remplaçant ensuite la fonction quelconque f(x) par 


une fonction paire @(x), puis par une impaire Ha) ; 
en observant que 


J? ‘eliätsingt=o, f? J{iätcosgt=0, 
= A — à i 


| d’après la remarque faite dans le n° 441, on obtiendra 
les deux expressions 


ọ (x) = = fäg cos gx fẹ (t)dt cosgt, M 


Ha) =! fdg sin qa fN(t}dt sin gt, 


les intégrales étant prises entre les limites o et infini 
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pour la variable g, — infini et -infini ppur la va- 
riable £. 


444. Les formules précédentes, dues à M. Fourier, 
ont occupé beaucoup aussi MM. Poisson et Cauchy; 
ils les ont étendues aux fonctions de plusieurs va- 
riables, et y sont parvenus par divers moyens. Je 
renverrai à leurs écrits, le lecteur qui voudra connaitre 
les points de vue . sous lesquels ils ont envisagé cette 
théorie (*). 

Je rapporterai seulement une des manières dont 
M. Poisson a vérifié à posteriori la formule principale 


f(x) = = JE (Ode füg cosg(x —t), 


en traitant VA dg cosq(x — t) comme la limite vers 


laquelle tend l'intégrale fe" 'dgcosg(x—t}), à me- 
sure que la quantité a décroit. 

Cette dernière formule rentre dans celle du n° 431, 
où il suffira de changer renx— tet x eng, pour obtenir 





fe ET dq cos (s — ijg = $ 





(*) Voyezle 18e etle 19° cahier du Journal de l'École Poly- 
technique, les Exercices d'analyse, par M. Cauchy, et le tome VE 
des Nouveaux Mémoires de l Académie des Sciences. 

Dans ce dernier, M. Poisson emploie la transformation ddaa 
pour parvenir à l'expression de fudx indiquée dans la note de la 
page 6o1, et pour determiner les limites de l’erreur que lon com- 
met en s’arrétant à tel terme que l’on voudra. En 1814, M. Gauss 
avait traité le même sujet, mais par un moyen dérivé des formales 
. d’interpolation, et qui se rapporte à ce qu’on a vu dans le n° 388. 
(Foyer le t. III, des Commentationes societatis Gottingeniis 
recentiores, ann. 1814—1815.) 
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“et par conséquent 
- dh 


f(x) = - fa i Vz f(ġdt 


p t)> 


I TT Las 
E ——— fe ga f(t)dt. 
Vz 


2a 





ON Cink? ia | 
Cela posé, le facteur e a  décroît en même 


temps que a et tend à devenir nul, à moins que 


le numérateur (x—t}* de son exposant ne soit 


d’une petitesse comparable à celle de a, ce qui aura. 


lieu lorsque la valeur de la variable £ différer peu 
de celle de x : c’est donc seulement dans ce cas que Pin- 


tégrale indiquée pourra prendre une valeur assignable. 
Pour la découvrir, il faut faire {= x -4+ z , et suppo- : 


ser que la valeur de z demeure dans des limites si 
ressérrées que l’on puisse la regarder toujours comme 
infiniment petite, et qu il soit permis, en conséquence; 
de réduire f(x +2) à f Rs ; il vient alors 


res a Ts — 1) Tia 
f(x) = u = fé f(x)ds = Ve = fe sh 


_ Or, puisque l'intégrale comprise dans le dernier mem- 
bre s’anéantit aussitôt que z a une valeur assignable, 
an ne change pas celle de cette intégrale en éten- 
dant z jusqu’à l’infint même ; mais entre ces limites, 


fe qa dz = 2a V r, 


ce qui fait disparaître a dans l'expression f(x), et la 
rend identique. 


On ne saurait disconvenir qu'appuyé seulement sur la . 
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valeur d’une intégrale définie à laquelle on n’attri- 
bue, à proprement parler, qu’un seul élément, le 
procédé que je viens d'exposer ne doive paraître au 
moins très délicat; mais ce qui le fortifie, c’est qu’en 
l'appliquant encore à d’autres intégrales, en particulier 
à Pune de celles du n° 432, on en tire toujours lé même 
résultat, obtenu d'ailleurs à priori, par des considéra- 
tions très différentes. 

Pour se faire une idée bien nette de ce passage d’une 
limite finie à une limite infinie, il n’est peut-être pas 
inutile d'examiner la marche des valeurs d’une intégrale 
analogue à la précédente. Telle est fe {dé, dont on 
trouve une table à la fin de l'Analyse des réfractions 
astronomiques, par Kramp. On voit que cette intégrale, 
dont y x = 0,88622692 est la valeur entre les limites 
zéro et linfini , est déjà réduite à o,00001958 lorsque t 
est seulement égal à 3. Le décroissement doit être 
encore bien plus rapide, quand l’exposant —# est di- 
visé par le quarré d’un nombre très petit, ainsi que 
dans la formule traitée ci-dessus; et lorsqu'on suppose 
infiniment petit cet exposant, c’est une limite rigou- 
reuse que Pon cherche et que l’on obtient. 


FIN. 


+ 


(] 
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NOTES. 
NOTE A, indiquée sur les pige 1 et 86. 


I. ConsIDÉRÉ dans les procédés qui le constituent, le Calcul 
différentiel est plus simple que les parties supérieures de l’Algèbre. 
Sa difficulté ne tient guère qu’à celle d’apercevoir d’abord quel est 
son but, et de concevoir le sens de quelques nouveaux termes dont 
il a nécessité introduction. z 

C’est un problème de Géométrie (celui de Pappus) résola sen- 
lement dans quelques cas particuliers, par les anciens, qui a conduit 
Descartes à inventer l'application de l’Algèbre à l'expression des 
lignes courbes; c'est aussi un problème (celui des tangentes) qui 
a fait découvrir le Calcul différentiel. 

Dès le temps d’Enclide, on 4 pu remarquer que les tangentes 
jouissaient des propriétés des sécantes, en modifiant ces propriétés 
comme exige la réunion des deux points d’intersection en un seul, 
qni est alors le point de contact. (Voyez le n° 128 des Elémens 
de Géométrie.) C’est aussi sur ce principe que reposent, soit cx- 
plicitement, soit implicitement, toutes les méthodes qu’on a fondées 
sur le Calcul, pour mener les tangeutes aux courbes. Parmi ces 
méthodes, je choisis celle de Barrow , qui n’est pas encore le Calcul 
différentiel, mais qui s’en rapproche le plus. | 

Soit, par exemple, la parabole ordinaire donuée par l’équation 

a= pæ; cn prenant sur cette courbe deux points M et MW, 
J8. 1, pour mener une sécante, posant 


| AP=zx, PP =h, AP=zt+h, 
PM=y, MQ=k, PM=y+k, 
comparant les triangles semblables MQM et MPS, on aura 
MQ:MQ:: PM:PS, d'où PS=r};: 
et puisque le point Æ’ appartient à la courbe, on a aussi 
(y +k) = p(z +h); 


développant cette équation , pour en retrancher memhre à membre, 
~ y? == pr, il restera 


ayk 4+- k? = ph, qui revient à TET g: 


FIG. 


Ea 
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27 + k 


donc P$=7y + Mais si l’on fait coïncider le point M’ avec 





le point M, h et k s’évanouissent, PS devient PT, et la valeur 


de la première de ces lignes se réduit à 27 —2Pz 


Une première remarque s'offre ici : c’est que, malgré l’évanouis- 
sement des qnantités À et k, la fraction qui exprimait leur rapport 
continue d'exister, ou d'avoir une valeur appréciable, puisqu’elle 


se réduit à 2, valeur dont la quantité dase approche à mesure 


que À diminue, et dont elle peut différer d’aussi peu qu’on voudra 
en prenant k assez petit. 


Cette fraction A est donc la limite de arti , ou celle du rap- 


port Ho , comme Si lest de Sir 
Pour s'assurer que SH peut approcher aussi près qu’on vou- 
dra de rs , il suffit de considérer que si le point Jf’ passait au- 


PM 
dessous du point M, le point $ tomberait de l'autre côté du 
point T. | 


IT. A cet exemple, tiré de la Géométrie, joigaonsen un autre 
tiré de la Mécanique. 

Les corps tombent vers la surface de la terre, en verta d’une 
force qui agit constamment , et en conséquence de laquelle leurs 
mouvemens s’accélèrent, c’est-à-dire que ces corps parcourent des 
espaces de plus en plus grands dans des intervalles de temps égaux, 
lorsqu'on prend ces iutexyalles de plus en plus loin de l’origine 
du mouvement. | 

Ainsi, représentant par 1 l’espace parcouru dans la 1re seconde, 
dans la 2° on aura 3, dans la 3e 5, et ainsi de suite : œ 
sont là des données d'expérience qui ont fait découvrir à Galilée que 
la force dont il s’agit, ou la pesanteur, est constante , c’est-à-dire 
qu’elle engendre toujours la méme vitesse dans le même temps. 
Par vitesse, il faut entendre l’espace que le corps parcourraü 
dans l'unité de temps, si la force avait cessé d'agir sur lui au 
commencement de cette unité. Cela posé, voyons comment on 
` peut calculer les effets d’une pareille force. 

Au lieu de supposer qu’elle agit constamment, concevons que ses 
actions, toujours égales, soient instantanées comme celle de l'impul 
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; TG 
sion, et qu’elles 4 répètent à des intervalles marqués par une f raétion— 


de la seconde prise pour unité de temps. Un corps recevra donc pen- 
dantlunité de temps un nombre m de ces actions dont les effets, s’ajou- 
tant les uns aux autres, lui imprimeront, au boutde ce temps,une vi- 
tesse totale que je représenterai par p. La vitesse qui résulterait d’une 


Ù í 
seule action serait donc z , toujours pour l’unité de temps. Ainsi, 


4 R I : 
pendant la fraction =, le corps ne parcourraït que l'espace -L En 


considérant les intervalles consécutifs indiqués ci-dessous, 


1 2 3 . nn 
TT pee , ? 


m m m’ m’ m 





on aura, 1°. pour les vitesses résultantes des actions [exercées par la 
forte, au commencement de chacun de ces intervalles, 


p ap 3p 4p- np. 
"R NE 9 gere g 


m m m m m ? 
a°. pour les espaces parcourus à la fin des mêmes intervalles 


p p 3p áp np a 


1a somme de tous ces espaces dont le nombre est n , sera par la for- 
mule relative aux progressions par différence (Elém. d’ Alg. 229), 


. na 
(Ee E) eGR) 
Maintenant , si l’on observe qu’un nombre quelconque de secondes, 
désigné par £, conticnt un nombre mt d’intervalles égaux à =, ct 
qu’on fasse n = mt, l’expression précédente deviendra 
mt m'e: p 
Caa 
Or, on voit que plus le nombre m augmente, plus les actions de Ia 


force se rapprochent, moins la quantité G+) diffère de #, 


: | Ś « , : 5 T E 
et que même elle subsiste lorsqu’on annule la fraction z> ce qui 


anéantit 'Pintervalle supposé entre les actions saccessives de la 
force, Cet état de choscs cst la limite vers laquelle tend sans cesse 


t 


De 
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la suite des mouvemens considérés plus haut; et @ar conséquent, 
dunsl’action continue de la force, l’espace pot est égal à pe. 


En mettant la valeur de z dans l'expression ~ — P de la vitesse ac 


, ; m + ns 
quise apıès les z premières actions, il viendra == pt, quan 


tité indépendante de m, et par conséquent la même, quelque 
| Lu T 
petit, que soit l'intervalle = 


Maintenant, si l’on fait successivement t=0, —1, —2, etc. 
on aura.les espaces à 


0, (èP), 4{iP), 9g(ip), etc., 
s \ 
dont les différences sont 


(p), 3P), SGP), &c., 
c'est-à-dire, v fois, 3 fois, 5 fois, ctc., l’espace parcouru pendant 
la 1re seconde. | 

Dans l’exémple de pure Géométrie, òn a supposé d’abord des 
points distincts, deux intersections au liey d'un contact; mais en 
passant à la limite, on a établi la coïncidence des points, et les in- 
tersections se sont changées en caniact. 

Dans l'exemple de Mécanique, au lieu d’un mouvement accéleré 
d’une manière cohtinue, on a: considéré une suite «le mouve- 
mens uniformes, ou égaux, pendant un certain intervalle de temps, 
. et dont la rapidité croissait senlement dans le passage de l'un à 
Pautre; mais en prenast - la limite, on a attégnti l’intervalle sup- 
posé entre les actions de la force, où a changé une suite d’actious 
isolées en une action continue, et l’ensemble des mouvemens uni- 
formes supposés cet devenu le mouvement uniformément accéléré, 

À qu 'il a lieu dans la nature, 
zes deux exemples suffisent pour montrer l’ihportance de la con- 
sidération - des étais sucçcssifs par lesquels passent des quantités 
variables, comme les ordounées des conrbés ; les kspaces parcourus 
par l'effet des forces qui changent, ` et de chercher, non les change- 
mens en eux - mêmes, mais les Timites vers icsquelles tendent leurs 
rapports. t. a f A la De e 


III. Cette considération ,qui est aujourd’hui la meilleure base que 
Pon puisse donner au Calcul différentiel, se retrouve implicitement 
dans la Géométric élémentaire, toutes les fois qu’il faut comparer les 
lignes courbes ayx lignes droites, les airos circoldires à celles des po- 
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Aygones, les corps ronds aux polyèdres; car on ne mesure immé- 
diatement que des lignes droites, des polygones et des polyèdres. 
En cffet, si l’on désigne par æ l'angle AOH , fig. 65, qui ost la 
moitié de l’angle au centredu polygone quelconque Æ4BC, circons- 
critau cercle dont le rayon OH =r, et qu'on prenne lunité pour 
le rayon des tables trigonométriques, on aura T 


1$ tangator: AH, d'où AH=r tanga, 
et \ 
AB =ar tang o. 
Mais le côté ÆB est contenu antant de fois dans le contour du poly- 
gone régulier, que lare qui mesure langle 4OB est céntenu dans 
la circonférence : soit donc 2% celle qui est décrite avec le rayon 1, 
et à laquelle se rapporte larc œw; le nombre des côtés da poly- 


27 e. 
gone sera 5 3 Ainsi SON contour sera 


+ 


tang æ 





27 l 
— 2r tang æ = 277. 
24 


Or, plus le nombre des côtés du polygone augmentera, plus l'angle 
ta À 





æ diminuera , et plus le rapport = approchera de l'unité qui eat 


sa limite (pag. 44): Si l’on passe à cette limite, le polygone se chan- 
gera en cercle, et sa circonférence deviendra 27r, comme le donne la 
Géométrie élémentaire. ' i 

- Rien u’est plus aisé maințenant que d’obtenir la surface du cercle. 


Celle du polygone ABC étant égale à son cantour arr pie ais j wyl- 
Fe 
tango 
œ 





tiplié par. : OH ou ir,revient à ær2 ; et en passant à la limite 


on a #r?, comme par la Géométrie éJémentaire. 

On appliquerait bien aisément ces calculs aux corps ronds; maïs 
nous ne nous y arrélerons paint : nous nous bornerons seul ement à 
faire observer qu'ici la limite se montre, uon pas comme un mode 
arbitraire d'exposition , mais bien comme tenant au fond des 
choses. | 

La considération des limites n’est pas non plus étrangère aux Élé- 
ne amiba) 





* mens d’Algèbre. J’en ai donné un exemple sur la fraction 


dont les deux termes s’évanouissent quand ‘a == b , et dont la valenr 
est alors 2a , et j'en ai fait usage pour expliquer un cas singulier da 


pr blème des deux lumières. (Élém. d’Alg., 70, 120.) 


r1c.65. 


b(a—b) ? . 
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En effet, c'est toujours à cette considération qu'il fant avoir re- 
cours pour expliquer ics Cifficuliés qui peuvent naître des indications 
de quantités infinies ou infiniment petites , dont les mathématiques 
n’ont pas besoin de supposer lexistence actuelle, et qui d'ail 
leurs n’offrent aucune prise à l'esprit. Il n’est donc pas étonnant 
„que lorsqu'on analyse avec soin les diverses théories proposées 
pour l'établissement des principes du Calcul différentiel, on y re- 
trouve toujours des idées de limites. 


IV. Quelquefois on aemployé des locutions vicieuses : c’est ainsi 
qu'on a désigné long-temps la méthode des limites, sous le nom de 
méthode des premières et dernières raisons; mais ce langage 
n’est pas exact. Quand , plus haut, nous avons considéré le rapport 


pes des lignes WO (page 668), nous n’avons pas dû dire que la 


artk 
P 





limite > était la dernière raison de ces lignes; car lorsque 


change en 2X , par Panéantissement de k, les deux points M et M 


coincident, les lignes AI’ Q et MQ n’existant plus, n’ont plus de 
rapport. C’est donc comme existant à part, C’est comme quantité sui 


é . . 2 v e - 
generis, qu'il faut envisager 2 ; et ce qui lie cette fraction aur 


quantités h et k, ou MQ et M'Q , c'est seulement qu’on peut l'a 
faire dériver, comme exprimant, non pas leur rapport, mais sa 
limite. C’est ce que Newton lui-même a très bien exprimé dans œ 
passage de son livre des Principes : 

« Les dernières raisons qu'ont entre elles les quantités qui s'éva- 
» nouissent ne sont pas, dans le vrai, les raisons des dernières quan- 
» tités, mais les limites dont les raisons des quantités qui décroissent 
» à l'infini approchent sans cesse, et de manière à n’en différer 
» qu’aussi peu qu'on voudra (*). » 

Si l’on sup posait que le point M’ d’abord réuni au point M s’en 





{(*) Ultimæ rationes illæ quibuscum quantitates evanescunt, 
revera non sunt rationes quantitatum ultimarum, sed limites ad 
quos quantitatum sine limite decrescentium rationes semper ap- 
propinquant ; et quas propiùs assequi possunt quam pro data 
quavis differentia. (Philosophiæ naturalis principia mathe- 
matica , lib. I, sect. 1, lem. XT, scholium.) . 
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éloignât, alors les lignes M Q et M Q naîtraient au lieu de s’éva- 


. hd 2 . . 
nouir, et c’est dans ce sens qu’on nommait Z leur première raison. 


V. Il me semble que pour bien voir la naissance des limites, dans le 
passage des lignes droites aux courbes, il suffit de remarquer que la 
différence caractéristique entre une courbe etun polygone, consiste 
en ce que l’on peut toujours inscrire dans la courbe un angle aussi 
approchant de deux droits qu’on voudra, ce qui ne peut se faire 
dans -un polygone, où langle à la circonférence est le plus grand 
de tous ceux qui peuvent être placés entre deux côtés consécutifs. 

Il suit immediatement de cette condition, que dans une courbe 
quelconque, la limite du rapport de l’arc à sa corde est l'unité; 
car si l’on prend de chaque côté du point 4, fig. 66, des cordes 
de plus en plus petites 4B = AC, AB = AC, etc., qu’on tire 
les droites BC, B’C”, etc., qu’on abaisse sur ces droites les per- 
pendiculaires AD, AD, etc., les ai rectangles BAD, 
B'AD', etc., donneront 

BC BD B'C B' D’ 
AB+AC =g BAC, GPAC -gp nR AC',ec. ; 
mais les angles + BAC, : B° AC”, etc., tendant sans cesse à devenir 
droits, leurs sinus approchent de plus en plus d’être égaux à l’unité : 
il en est de même des rapports des lignes brisées aux droitcs qui 
joignent leurs extrémités, assemblages de lignes qui s’approchent 
aussi de plus en plus de Parc et de sa corde. 

Il faut bien observer que ce n’est pas simplement parce que l’are 
et sa corde diminuant, leur différence diminue, que leur rapport 
tend vers Punité. Les côtés d’un triangle rectiligne , par exemple ; 
conservent toujours leur rapport, à quelque degré de petitesse qu’on 
les réduise, tant que les nouveaux triangles demeurent semblables 
au premier, et les différences de ces côtés décroissent aussi dans 
le même rapport ; mais il n’en est pas ainsi pour les arcs : ils s’apla- 
tissent parce que langle inscrit s’ouvre à mesure qu'ils décroissent, 
et leur exĉès sur les cordes décroît plus rapidement que ces lignes. 
En effet , si l’on compare deux grandeurs, A et a, qui diminuent 
indéfiniment, et que l’on pose £= a+ d', on verra que le rapport 
A _a+ d 
a` a 
tant que d décroît plus rapidement que a. 

On peut encore rattacher aux considérations précédentes sur les 
angles inscrits dans les segmens des courbes, la propriété qu’a le 


Cal. intégr. 





r1c.66. 


„Ê ei 
—1+- ne peut tendre sans cesse vers l'unité qu’au- ` 
a í ; 
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rapport de l’ordounée à la soutangente , d'être la Hmite de celui des 
accroissemens de l’ordonnée et de l’abscisse. En effet, trois points 


M, M, M', fig. 67, sur une courbe quelconque, détermineront 


£ , respectivement égaux aux tangentes 


deux rapports aa 
x rapp F7 


4 
des angles MM Où M'MQ que les cordes MM et MM! for- 
ment avec Paxe des abacisses P,P’; et désignant ces angles par 4 


ct B, on aura 


MQ, MQ and 
MO, — mọ” tang £ — tang B. 


Cela posé, on sait que 


| = tang 4 — tang B : 
tang ( 1— B)— pu lang Lang D (Trig. 29), 
d’où 
tang £ — tang B —=(1 + tang À tang B) tang (4 — B); 

et si Pon prolonge M,M au-delà du point M, on formera Pangle 
RMM’, qui sera la différence des angles MM, Q, et M'MQ, ou 
A—B, et en même temps le supplément de l'angle M MM . Pius cœ 
dernier approchera de deux droits , plus le premier diminuera, et 

: ns , #'Q. 
avec lui la différence tang 4 — tang B des rapports "O, 

M,Q,’ MQ° 





mais Pun de ces rapports étant ņuoindre que pr > Yrdis que 
Pautre est plus grand, ils se rapprocheront d'autant plus de cet 
intermédiaire, qu’ils différeront moins l’un de l’autre : ce sera donc 
leur limite commune. 5 


: NOTE B, indiquée sur la page 270. 
I. L'équation | 
zV—1—1 (0052 +V/—1 sin z)» 


amz V/—1 LT, 
lorsque l’on prend z= amy , fait recenhaître que l'unité a une in- 
finité de Jogarithmes différens. On ne trouve zéro qu’en posant 
m = o ; mais pour toute autre valeur entière, soit positive, soit 
négative de m, on obtient nne expression imaginaire qui doit être 


regardée comme un logarithme de l’unitc. 
Cette proposition, qui semble un paradoxe, quand on n’assigne 


devenant 
4 
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aux logarithmes qu’une origine arithmétique , en les déduisant de 
la comparaison des progressions (Elém. d’Alg. 254), devient na- 
turelle quand on les tire de l'équation J=". En effet, $i Pon dé- 
signe par a l’exposant numérique de la puissance à laquelle il faut 
élever e, pour produire la valeur assignée à y, et qu’on fasse 
x =a-+z, il vient 


FE y, qui se réduit à ei, : 
à cause de ¿f= y. Mais l'équation e* — 1 étant développée par la 
formule du n° 27, conduit à : 

z za 


23 
Lea pad oi 


qui se décompose dans les facteurs 
Z, 
z= 0 1H e — -+ etc. = 0; 
| Fat ; 


le premier estla détermination arithmétique đulogarithme de t'ani- 
té, et le second contient les déterminations algébriques : ceci est à la 
théorie des logarithmes ce qu’est la considération des racines ima- 
‘ginaires de Punité à la théorie des puissances. (Elém. d Alg. 150.) 


Les valeurs z—2m#%/—1 sont les racines du second facteur de 
l’ équation e* = 1, et celles de l'équation y= e* sont a-+-2m7 Vr; 
en sorte que ly = « +ameyV =i. 

LI. Pour déterminer ces racines, Enler, qui les a découvertes fe 
premier, a employé un artifice d'analyse très ingénieux , et qui re- 
pose sur la proposition démontrée dans le n° 188, d’après laquelle 


les racines de Péquation \ 


2m 
J*—1=0 sont y= cos = +V 1 sme. 


Il faut d’abord observer que 


n—12 (3— 1) (n— 2) z? 
19 n 1.2.3 mr 


BC R 


a pour limite, lorsque n devient infiaie, 


(+: y'm 


o 


++ tte 


43.. 





0 ne 
mn 
———_— 
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Cela posé, l'équation e — 1 = o pourra être remplacée par hf- 
mite de (: +y- 1ı = 0; et substituant : + à y, on aura, par 
ce qui précède, 
1 + = cos LE + V5 sin -m 
puis prenant les limites relatives à la supposition de n infinie, si- 


amr . 2MF . . 
vant Jaquelleéos —— et sin —— deviennent respectivement i t 
amr ; ; 
—— en concevant toutefois que m demeure finie, on am, 


comme ci-dessus, 
? = amr y= T e . 


Afin de bien voir cette limite, il faut mettre pour cos = e 
sin", leur développement (37); et après les simplifications, 


il vient 
—__ 4mm A ( 8m?g? 
2 Ze - an + etc. = yi mg pae à 3.n° -fa ac), 





ce qui se réduit à z = 2m V=, lorsque n est infinie. 


III. Il peut aussi n’être pas inutile de faire observer que la de 
composition de y” — 1 en facteurs , sur laquelle ce qui précède et 
fondé, s'obtient indépendamment des considérations du n° 1%; 


Voici comment Lagrange y est parvenu. 
Les équations | 
cos (n + 1)z = coszcos nz — sin z sin nz, 


cos (n — 1)2 = cos z cosnz ~-f- sing sin nz, 


étant ajoutées , donnent 
cos (n 13 + cos(n — 1)z = 2co8z cos nz, 
d'où l’on tire 


acos (n + 1)z = 2008 2.2c0s nz — 2cos (n — 1)z- 


Posant ensuite 


acosa =y F>, 
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et mettant les nombres 1,2, 3,etc., à la place de n, il viendra 


2C08 37 = (r+: -asr mi 
,  2C08 3z = (> + =) (r+ = —(r + Ds yò + 
er 4z = (r+ >) (r+ 3) Gi n T A 


etc. , 
d’où l’on conclura d’abord, par ie, que 
I a 
acos nz = y” Hra | l 
Pour s'en assurer tout-à-fait, il suffit de voir que si la loi re- 


marquée a lieu pour les nombres n —1 et n, elle aura pareille- 
ment lieu pour le nombre n-} 1. Or, si l’on fait 


2? 


An 


acos (n — 1)z = y" T acos ng == ar 


_ il en résultera 


2cos (n + 1)z = (r + =) (r+ i (m +) 


I 
Fr. tap | 
ce qui est encore la loi supposée, et prouve qu’en partant des 
valeurs n = 1 et n= 2, elle s'étendra à tous les nombres entiers. 


Il suit de là que les équations 
2C05 z = Y +> >)  2cos nz = y" Fa 


qui reviennent à 


`t 


y?— ay cosz +- 1 =0, y?” — 2y" cos nz + 1 =0, 


r 


ont lieu en même temps, qu’elles ont par conséquent une 
racine commune. Mais si on la désigne par a, qu’on fasse 


. T #» ° g R 
ensuite y =>, et qu’on réduise tous les termes de chaque 


équation au.même dénominateur, on trouvera qu’elles sont vé- 
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rifiées en mème tenips par cette nouvelle -valeur ; et comme la 
première équation n’est que du deuxième degré, il en vierali qu’elle 
est un des facteurs de la seconde. 

Maintenant, si l’on prend 


ne = me + d,, 
il viendra 
cos nz = cosd, s= mete, 


et par conséquent l’équation 
y?” — ay" cos + 1 = 0, 


aura pour facteur 





amr + À 
n 


y? — 2y cos + 1 =0, 


quel que soit le nombre entier qu’on substitue à m : voilà donc 
la formule du n° tgr. 
Pour en dédaire celles du n° 190, il suffit de faire d —0o a 
d =». Dans le premier cas, on aura 
Cod 1, y —ay" + r =y — 1)», 
puis 
am 
Y*—1=0, ÿ'—2y cos -F 1 = O. 
Dans le second cas, | 
cos ——1, Y+ay ii (yes Hr}, 
puis 
Y*H1=0, ÿ—2y cos Cr + L—=0, 
comme dans le n° cité. 


IV. Au moyen de l'expression 
z=3mr 1, 


des racines imaginaires de l'équation e*—1—o, on explique 
phasieurs difficultés qu'offre l'application des logarithmes aux 
nombres négatifs, entre autres celle=ci : puisque (—a)}2={+a\2—5, 
on doit en conclure que 


(— a) =la, 2al—a=2l+a, d'où l—a=l +a; 
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mais la dernière de ces conséquences ne s’accorde point avec l’équa- 
tion y = e7 : jamais ancune valeur réelle de x ne saurait rendre y 
négatif; ainsi les nombres négatifs ne peuvent avoir des logarithmes 
réels. 

Cela est confirmé aussi par l'équation 


zV =i =l (cosz +V sin z), 


dans laquelle il faut faire z = (am + 1)x pour obtenir cos z= =~ 1, | 


d’où il résulte | 
1—1= (am + 1V1; 
et en désignant par a le logarithme réel de a, il vient 


l— a = a 4- | — 1 =a + (ami + Dr, 


formule qui ne donne aucune valear réelle, puisque m doit toujours 
être un nombre entier (188). 

Cependant il est vrai que les expressions al + a et 2l—a font 
partie de celles de la^, mais sans pour cela être égales entre elles. En 
effet, a étant le logarithme réel de a , celui de a2 sera 24, et tous Jes 
logarithmes {tant réels qu’imaginaires) de a* seront compris dans 
l'expression $a+ 27 V= , m pouvant être pair ou impair. Dans 
le premier cas , 2m sera un nombre donblement pair, et pir consd- 
quent l’expression ci-dessus s’accordere avec 


val+a—922+0, am VYT :. 
dans le second cas, le nombre 2am étant simplement peir, expres- 
sion de la? s’accordera avec 
al — a = 34 4- a(am -+ Da; : 


mais Îles expressions , l 
€ 


a+ 2.9mrt/—1 , 28 + Tai 1e yi ; 
ne sauraient s’accorder entre elles, puisque les nombres indiqués 


sont doublement pairs dans la première, et simplement pairs dans 
la seconde. 


NOTE C, indiquée sur la page LS 


1. On a vu, dans le no 271, que le résultat des intégrations uc- 
cessives , par rapport à deux variables, ne dépendait pas, en géné- 
ral , de l ordre dans lequel ces deux intégrations étaient effectuces ; 


LA 


-y 
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on peut aussi se rendre compte de cette circonstance , en conside= 


Trant les intégrales comme des sommes d’élémens, au moyen de 


V’expression donnée dans la note de la page 329. En effet, soit 
Pintégrale double /fzdrdy où z = f(x,y),° et ayant pour li- 
mites a et a’ par rapport à x, b et # par rapport à y ; commen- 
cons par l'intégration relative à x, et posons a’ = a ne; mais, 
pour abréger, écrivons f(m , y) au lieu de f(a + ma, y), nous 
aurons, d’après la note citée, 


J” rdx =af f(0, y) + fli, f) + f(n— i, r)}. 


Multipliant ensuite par dy les deux membres de cette équation, 

et intégrant depuis y = jusqu’à y — 4, en faisant & = b + pa, 

un terme quelconque afdy f(m, y) du second membre donnera 
a f(m, o) + f(m, 1) + f(m, 2)... fm, p!) }, 


et il en naîtra, pour le développement complet, 


: J| J” zàxðy= 
e ffo, o) + f(1, 0) + f(2, o)..... -+ f(na—1, o) 
+- f(o, 1) +f, 1) + f(2, 1)... + f(n—1, 1) 
+ f(o, 2) + f(r, 2) + f(a, 2)... + f (nær, 2) ; 


+ FO; pi) fi, p—)+ f(a, pi). fins, p—1) 
où chaque ligne représente une integrale relative à x, et chaque 


colonne, une intégrale relative à y. Si l’on renversait l’ordre 
des intégrations, les colonnes prendraïent la place des lignes, et 


réciproquement : il n’y aurait de changé que l’ordre des substi- 


tutions; car dans le premier cas, on commence par substituer à x 
ses diverses valeurs , et l’on ne met qu’ensuite celles de y, tandis 
qu’on fait évidemment le contraire dans le second cas. Or, cela 
ne change rien en général à la valeur des termes dn dernier dé- 
veloppement, puisque f(x, y) doit toujours rester la même, 
Jorsqu’on y met pour x et y les mêmes valeurs, dans quelque 
ordre que s'effectuent les substitutions. 


II. Il y a pourtant à cela une exception, lorsque ces va- 
leurs rendent f(x, y) indéterminée, en la faisant passer par 


E T que M. Cauchy a d’abord 


fait cette remarque. Quand on y suppose simultanément x = ©, 


Pinfini. C’est sur la fonction 
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y = 0, elle devient entièrement indéterminée, çomme celle qu’on 
a considérée dans le n° 154 (Voyez aussi le Traité in-4°, t. I, 
p. 357— 360, et Go7); mais si l’on n’opère les substitu- 
tions que a après l’autre, en commencant par x=æ0o, on 


trouve = = ce qui devient -4 infini, lorsqu'on y fait y=o ; 


et daus l’ordre contraire, il vient d’abord + = — que la 
supposition de x = o change en — infini; mais la différence des 
deux résultats cesse dès que l’on ne considère plus x et y comme 
rigoureusement nuls : il n y a donc qu’un seul élément qui 


prenne deux valeurs, celui qui répond. à x =0, y z et ce qu ’il 


faut bien remarquer, c’est que la fonction re rer) derecat 
alors infinie, fait prendre à cet élément une valeur finie qui in- 
flue sur celle de Pintégrale proposée; aussi arrive-t-on à deux 
résultats différens, suivant Pordre dans lequel on effectue les in- 
tegration. 


Pour s’en assurer , il faut remarquer que si l’on fait 


u = arc (eZ), 
il vient 
D an 
dr æ+y" dj #+7 
d'u y? — xs 


dxdy = irap ya) = z (279). ° 


Il suit de là qu’en commencant par Pintégration relative à x, 
on a, en général, 


x 
Sz =| ia dair = = nFF’ 


et depuis x =a jasqu'à x — a’, on obtient 


a’ a 


mie ai 


Passant ensuite À 





_ fu dr ady _ Sf ady 
u = dy y = a’? ie y? arty’ 
= arc (tang = 2) — arc (tang = ) ; 


et les limites de cette nouvelle intégration étant b et &, on 
trouve pour dernière expression 


mures: D 


S . 
Quand on procède dans l’ordre inverse, on a successivement 


d’où miy: ERFT 
u= fT = antf 
= — arc (tang =3,) + are (rang = ), 
et enfin 


a’ a 
a! a 
+ arc (ang =7) — arc (tang = 5) 


Il ne scrait pas difficile de montrer que, dans leur état général, 
les deux expressions précédentes sont identiques ; mais si l’on fait 


a=—1, d=1, b=—1, Vsi, 
limites entre lesquelles tombent x= o, y = o , et d’où il résulte 


T F 
arc (tang = 1) = 7° arc (ang = — 1!) = — > 


4° 


on trouvera Jes valeurs 
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qui ne sont pas égales, mais dont la différence est 27. 
Si l’on voulait prendre x=0, y =o, pour les premières li- 
, mites des intégrales cherchées , il faudrait faire d’abord a’ =8' = 1, 
et la première expression deviendrait 


r 


i b 
7 — arc (tang = b) — arc (tang = pa + arc (iang s 2) , 


ou bien 


a 


— 7 — are (eng = b) + arc ( tang = a) + arc (tang = 2) ; 
à cause que 


I d 
arc (rang = =) = — — arc (tang = a). 
' a 2 
/ 
Considérant alors a et b comme des quantités très petites, et 
négligeant en conséquence les termes 


arc (tang = a), arc (tang =b), 


il resterait =g + arc (tang 5y , expression qui devient indeter- 
minée quand a et sont nuls. Si l’on posait b == ma, on 
aurail | 


— 7 + arc (tang = m), 
la quantité m pouvant varier de o à l'infini : dans le preinier 
z 
4° 


| . e a (y . ’ 
arc (tang = infini) = 3? la différence entre ces deux valeurs est r. 


; r 
cas, le résultat cst — 3 et dans le second, + à cause que 


On a trouvé d'abord 27, parce que les variables x et y étant 
à des puissances paires, dans la fonction proposée, chaque inté- 
gration de —r à 1 donne un résultat double de celui qu’on 
‘obtient de o à +1. 
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L’ambiguité qu'on vient de montrer n’autait pas lieu pour les 
intégrales 


prises dans les mêmes limites, quoique la fonction 


y> — x” 


Fr 


se préscnte sous la forme >, quand on y fait à la fois xt=o, 


y =o, et prenne deux valeurs différentes, suivant Pordre des 
substitutions , parce que, ces valeurs étant finies , elle n’a, dans 
cette circonstance, qu’un élément infiniment petit. 


UI. La différence des valeurs obtenues en variant Pordre des 
intégrations , ne venant que du scul élément placé à l’originedss 
variables x et y, M. Cauchy l’évalue à part, ce que Pon pent 
faire comme il suit. 

Soit (x, y) l'expression générale de fzdx , z devenant infini 
‘par des valeurs de x et de y, comprises entre les limites a et d, 
b ct b'; en désignant par a la valeur de x, et par À une quar 
tité très petite, Pintégrale fzdx, prise dans le petit intervalle de 
a —kà e-4-k, sera 


o (4 + k, y) — o(a —k, T)» 


et dans l'intégration suivante, effectuée depuis y= jusqu'à 
y = 6, donnera la portion 


SÉaÜotastk, 3) — ok, 73} 


qui approchera d’autant plus d’être celle qui correspond à un seul 
élément, que la valeur assignée à k sera plus petite. 
, Dans l'exemple de Particle IE, pour lequel 


zx | 
NET) a = o0, 


Pezpression trouvée ci-dessus devient 
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' k k Pr kay 
d = 
Ja res +res} af”, K +7 


= 2 arc (tang — p) —> 2 arc (tang = — F): 


En faisant k = 0, pour passer à la limite, on a 


2 arc (tang = infini) — 2 arc (tang = — infini) 


précisément la différence trouvée dans l’article cite. 

Les intégrales où l’on ne considère qu’un élément, ainsi qu’on 
la vu plus haut pour fzdx, ont été nommées, par M. Cauchy, 
intégrales singulières ; les lecteurs qui voudront plus de détails 
sur ce sujet, les trouveront dans le tome Ier des Nouveaux Mé- 
moires présentés à l’Académie des Sciences, par divers Sa- 
vans , page 672. 


FIN DES NOTES. 


ES Pre 


ERRATA. 


Page 51, ligne 4 en remontant, par, lisez pour 
166, ligne dernière de la note, 
TA eve. eds | 
_ . Y —— 
lisez x = arc ((sin.verse = r) — Vay =y 
339, ligne première de la note, m -+ mlz, lises z -+ ml 
372, ligne dernière de la note, ajoutez voy. la note C 
382, ligne 6 en remontant , trois variables, lisez deux 
variables z 
414, ligne 11, y— ax +o, lisez y— ax — i 
54o, ligne 10 en remontant, Æsz, lises Aex’ . 
653, ligne 17, ajoutez au bout, ( Novi Comment. Acad. 
` Petrep., t. V, p. 204. 
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